D-MATH Lineare Algebra I HS 2024

Prof. Sarah Zerbes .
Serie 12

1. Essei V ein K-Vektorraum und U < V ein Untervektorraum. Erinnern Sie sich an
die Konstruktion der Abbildung a: (V/U)* — U°, a(f) = foqy aus der Vorlesung.
Als Diagramm ist diese Abbildung beschrieben durch:
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(a) Zeigen Sie, dass « eine lineare Abbildung ist.

(b) Zeigen Sie, dass « injektiv und surjektiv ist.
(c) Beschreiben Sie die Inverse Abbildung a~': U° — (V/U)*.

Die Abbildung « ist ein kanonischer Isomorphismus.

2. (a) Zeigen Sie, dass die Abbildung T : R®> — R5, gegeben durch
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linear ist.
(b) Bestimmen Sie eine Basis des Kerns von T'.
(c) Bestimmen Sie eine Basis des Bildes von T
(d) Seien B = (e;+e3,e1+e€2,ea+e3) und C = (€1 +eg, €1 — €9, €3, €4+ €5, €4 —€5).

Bestimmen Sie [T%]5..

3. (a) Betrachten Sie den Unterraum U; von R*, gegeben als
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Finden Sie ein Komplement W, zu Uy, das heisst einen Unterraum W; < R,

sodass U; + Wy = R* und U, N W, = {0}.



(b) Betrachten Sie den Unterraum U, von R*, gegeben als
Uy = {(w1, 19, 13, 74)" € R* | 921 4+-229+ 23334 = 0, 82, —619+223+424 = 0}
Finden Sie nun ein Komplement W5 zu Us.

4. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K, sei W ein Unterraum von V.
Finden Sie einen kanonischen Isomorphismus

(V/wey =w.

5. Es sei T: R? — R? eine lineare Abbildung. Diese Aufgabe soll Thnen zeigen,
dass die im ersten Isomorphismussatz konstruierte Abbildung T “alle wichtigen
Informationen der Abbildung 7" enthalt”.

Angenommen, Sie erweitern die Abbildung T zu einer Abbildung S: R?® — R4
in dem Sie S durch

S(Il)' . 75620) = (T(xth)vOu e 70) S ]R40

definieren, also indem Sie T'(x1,z9) € R? als die ersten drei Koordinaten in R*°
auffassen.

(a) Zeigen Sie, unter Anwendung des ersten, zweiten und dritten Isomorphiesatzes,
dass die Abbildungen T und S konjugiert zueinander sind. Das heisst, finden
Sie Isomorphismen ¢ und v, sodass

T=1v¢oSoep.

Finden Sie also unter anderem den Definitions- und Bildbereich der Isomor-
phismen ¢ und .

(b) Erkldren Sie, warum sich die Abbildungen T und S also faktisch nicht von
einander unterscheiden lassen.
Tipp: Uberprifen Sie die Abbildungsmatrizen der beiden Abbildungen.

(¢) Berechnen Sie T fiir die Abbildung
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