D-MATH Lineare Algebra I HS 2024
Prof. Sarah Zerbes ..
Losungen 12

1. Essei V ein K-Vektorraum und U < V ein Untervektorraum. Erinnern Sie sich an
die Konstruktion der Abbildung a: (V/U)* — U®°, a(f) = Loqy aus der Vorlesung,.
Als Diagramm ist diese Abbildung beschrieben durch:

e
qu \\\a(f)

N

(a) Zeigen Sie, dass « eine lineare Abbildung ist.

(b) Zeigen Sie, dass « injektiv und surjektiv ist.

(c) Beschreiben Sie die Inverse Abbildung a=!: U° — (V/U)*.
Die Abbildung « ist ein kanonischer Isomorphismus.

Solution:
(a) Seien l1,0y €: (V/U)* und A € K. Dann ist
Oé(gl + )\62) = (61 + )\gg) o qu = £1QU + )\EQQU = Oé(gl) + )\04(62),

also ist « linear.

(b) Zuerst zeigen wir Injektivitat: Angenommen ¢ €: (V/U)* ist nicht die Nul-
labbildung. Dann gibt es ein x € V/U sodass ¢(x) # 0. Wir wéihlen einen
Reprasentanten v € V' von x. Dann folgt

a(l)(v) =Loqy(v) =L(z) #0.

Folglich ist () nicht die Nullabbildung und somit ist « injektiv.
Nun zur Surjektivitdt von a: Sei ¢/ € U° gegeben. Wir wissen, dass U C
ker(¢'). Somit gilt fiir alle v € V und u € u, dass

Uy =L (v)+0(u) =0(v+u).

Also nimmt ¢ auf der gesamten Aquivalenzklasse v+ U von v denselben Wert
an. Wir definieren ¢ € (V/U)* als

l(x) =1 (v)

fir alle z € V/U, wobei v € V ein Représentant von z ist. Da ¢ auf der
gesamten Aquivalenzklasse v+U denselben Wert annimmt, ist £ wohldefiniert.
Es sei nun v € V und z = v + U die Aquivalenzklasse von v, dann folgt

a(l)(v) =Loqy(v) =L(x) =l (v).
Also gilt a(¢) = ¢' und « ist surjektiv.
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(c) Die inverse Abbildung a~': U® — (V/U)* haben wir schon im vorherigen
Punkt konstruiert. Es gilt

o (O)(x) = l(v),

fir alle ¢ € U°, und alle z € V/U, wobei v ein Repréasentant von z ist. Die
Linearitdat dieser Abbildung lasst sich leicht zeigen. Der springende Punkt
ist, dass diese Abbildung wohldefiniert ist und der Wert von ¢’ nicht von der
Wahl des Représentanten v abhéngt, da U C ker(¢') gilt.

2. (a) Zeigen Sie, dass die Abbildung T : R®> — R5, gegeben durch

T+ X9+ 3$3
1 221 + 219 + 623 1
T x| = | 201 + 329 + 823 |, o | €R?
I3 —T + T2 + T3 I3

31‘1 + To + 5[)33

linear ist.
(b) Bestimmen Sie eine Basis des Kerns von T'.
(c) Bestimmen Sie eine Basis des Bildes von T

(d) Seien B = (€1 +e3,e1+e€2,ea+e3) und C = (€1 +eg, €1 — €9, €3, €4+ €5, €4 —€5).
Bestimmen Sie [T%]5..

Solution:
(a) Setze
1 1 3
2 26
A= 2 3 8 S M5><3<R)
-1 11
3 15

und sei x7 = (z1,29,73)7 € R? beliebig, dann ist T(z) = La(x). Da x
beliebig war ist T linear.

(b) Wir erinnern uns, dass fiir invertierbare Matrizen F' gilt ker(L4) = ker(Lpa)
und wenden also elementare Zeilenumformungen auf A an:

1 1 3 101

Zy—22, 10 O 0 0 0O
ABZ20 10 1 2 | 225 1o 1 2
248 1o 2 4 |232 10 0 0
0 —2 —4 00 0



Da der Rang unter elementaren Zeilenumformungen invariant ist, sehen wir,
dass
Rang(A) = 2 gilt und folglich

dim(ker(T)) = dimR® — Rang(7T") = 3 — Rang(L4) = 3 — Rang(4) =1

Jeder Vektor (xq,z2,73)T im Kern erfiillt gemiss der ersten Zeile der re-
duzierten Matrix xy + x3 = 0 und gemass der dritten Zeile x5 + 223 = 0.
Dies trifft beispielsweise auf den Vektor v := (1,2, —1)T zu und folglich ist
{v=1(1,2,—1)"} eine Basis von ker(T"). Wir iiberpriifen — dies ist eigentlich
bereits bewiesen, wir kontrollieren also nur auf Rechenfehler — zur Sicherheit
noch, ob v tatséchlich in ker(T") liegt:

1 13 0
2 2 6| /1 0
Twy=12 338||l2]=]o0
~1 1 1| \-1 0
3 15 0

Da Rang(A) = 2 und da Im(7") das Erzeugnis der Spalten von A ist, reicht
es, zwei linear unabhéngige Spalten von A zu finden. Man beachte, dass eine

Menge {u,v} genau dann linear abhéngig ist, wenn v = Av fiir ein A € K.
Folglich ist {A®M), AP} eine Basis von Im(T).

Wir wissen, dass
(1115 = ([118)" = (Uw P [T Ie0]E)" = (ro)E,) A ([Irs]”)'

Die Basiswechselmatrizen von einer Basis zur Standardbasis sind die Matrizen
mit den entsprechenden Basisvektoren als Spalten. Entsprechend ist

110
[Ies]g, = [0 1 1
101
1 100 0
1 =100 0
Ips]é, =10 0 1.0 0
00 01 1
00 01 —1
2 2 00 0
o1z 200 0
= [l =(lw]e’) =70 0 40 0
00 02 2
00 02 —2



und folglich

1

* ].
7] =7 !
0

— = O
—_ O =
W —
(@20 VRN V)
oo W DN
— =
Ot = W
S O DN N
oS O O
O O = OO
NN OO
N O OO

6 -2 10 4 —4
=13 -1 5 2 =2
6 —2 11 4 -2

3. (a) Betrachten Sie den Unterraum U; von R*, gegeben als

1 1
0 4

1 )

Finden Sie ein Komplement W; zu Uy, das heisst einen Unterraum W; < R,
sodass U; + Wy = R* und U, N W, = {0}.

(b) Betrachten Sie den Unterraum U von R*, gegeben als
Uy = {(w1, 19,73, 74)" € R* | 9214229+ 23— 334 = 0, 82, —615+223+424 = 0}

Finden Sie nun ein Komplement W5 zu Us.

Solution:

(a) Ein mogliches Komplement zu U; ist gegeben durch

0

1 0
Wl—< 0 3 0 >7

0

denn die beiden erzeugenden Vektoren sind linear unabhangig und nicht in
U, enthalten.

(b) Ein mégliches Komplement zu U, ist gegeben durch

1
0

W2_< 0 3 >a
0

denn die beiden erzeugenden Vektoren sind linear unabhangig und nicht in
U, enthalten, da sie die benotigten Gleichungen nicht erfiillen.

o

O O =
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4. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K, sei W ein Unterraum von V.
Finden Sie einen kanonischen Isomorphismus
(V*/W°)" = W,
Solution: Wir definieren ¥ : W — (V*/W°)* durch
V(w)(f +W?) :=evy(f)

wobei ev,, : V* = K, f — f(w) die Evaluationsabbildung in w ist. Wir zeigen,
dass ¥ wohldefiniert ist. Seien f, f' € V* mit f+W° = f/+W?° dannist f' = f+h
mit h € W° und folglich

eV (f') = evu(f 4+ h) = eviy(f) + evy(h) = evy(f)
——
=h(w)=0
Also ist ¥ wohldefiniert.

Es wurde in der Vorlesung gezeigt, dass die Abbildung w + ev,, linear ist. Folglich
ist fir wy,wy € W und X € K sowie fiir f € V*

U (wy + Awa)(f 4+ W°) =€V, 1w, (f) = eV, (f) + Aevi, (f)
=W (wy)(f + W°) + AU (ws)(f + W°)
=((wy) + AT (w)) (f +W°)
und somit ist ¥ linear.
Wir zeigen, dass U injektiv ist. Seien wy,wy € W mit ¥(w;) = ¥(wy), dann ist
fiir beliebige f € V*

flwi) = evu, (f) = W(w)(f + W) = U(wa)(f + W) = evu,(f) = f(w2)

Insbesondere ist ev,, = ev,,. Da die Abbildung V' — V** v > ev, ein Isomor-
phismus und insbesondere injektiv ist, folgt w; = ws.

Um zu zeigen, dass ¥ ein Isomorphismus ist, reicht es wegen der Dimensionsformel
und der bereits diskutierten Injektivitat von W zu zeigen, dass

dim (V*/W°)*" = dim W

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass U = U™ fiir alle endlichdimensionalen Vek-
torrdume U. Somit folgt aus Aufgabe 1 in dieser Serie, dass dim W° = dimV —
dim W, also gilt
dim (V*/W°)* =dim(V*/W°) = dim V* — dim W°
=dimV — (dimV — dim W) = dim W

wie gewiinscht.



5. Es sei T: R?> — R3 eine lineare Abbildung. Diese Aufgabe soll Thnen zeigen,
dass die im ersten Isomorphismussatz konstruierte Abbildung 7 “alle wichtigen
Informationen der Abbildung 7" enthalt”.

Angenommen, Sie erweitern die Abbildung T zu einer Abbildung S: R?*® — R4
in dem Sie S durch

S(be. .. ,ZL‘Q()) = (T(Q?l,.TQ),O, < ,0) < R40

definieren, also indem Sie T'(x1,z5) € R? als die ersten drei Koordinaten in R
auffassen.

(a) Zeigen Sie, unter Anwendung des ersten, zweiten und dritten Isomorphiesatzes,
dass die Abbildungen T und S konjugiert zueinander sind. Das heisst, finden
Sie Isomorphismen ¢ und v, sodass

T=v¢oSoep.
Finden Sie also unter anderem den Definitions- und Bildbereich der Isomor-

phismen ¢ und .

(b) Erkliren Sie, warum sich die Abbildungen T und S also faktisch nicht von
einander unterscheiden lassen.
Tipp: Uberprifen Sie die Abbildungsmatrizen der beiden Abbildungen.

(c) Berechnen Sie T fiir die Abbildung

a1
T1 — To+ T3 — 24
Z2

T:R* - R3, — 321 4 229 + 24

T
3 —T1 — 4[L‘2 + 21’3 - 3?[74
Ty

Solution:
(a) Die durch T induzierte Abbildung T ist definiert durch

T:R?/ker(T) — im(T)
x— T(v),

wobei v € R? ein Reprasentant von z ist. B
Analogerweise ist die durch S induzierte Abbildung S definiert durch

S: R/ Xker(S) — im(S)
x— S(v),

wobei v € R? ein Reprisentant von z ist.
Nun gilt aber R? = R? @ R!® sowie ker(S) = ker(T') x R!®, denn S bildet die
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kiinstlich hinzugefiigten 18 Koordinaten alle auf den Nullvektor ab. Ausser-
dem kann man sicht leicht davon {iberzeugen, dass im(S) = im(7")®{(0,...,0)}
gilt.

Definiere nun

¢ : R?*/ker(T) — R*/ker(S) [z1,22] — [(21, 22,0, ..., 0)]
und
’¢ : lm(T) X 037 - lm(T) (?/1,1/2734370, 70) = (ylayQay?))

Mit den vorherigen Feststellungen lasst sich zeigen, dass diese Abbildungen
wohldefiniert und Isorphismen sind. Ausserdem gilt

T=1voSop.

Wiéhlen wir beliebige Basen B von R?/ker(T') und C von im(7'), so sind ¢(B)
und ¥ ~1(C) Basen von R?°/ ker(S) beziehungsweise im(S). Weiters sind die

beiden Abildungsmatrizen [T]5 und [?]i(_[gl)(c) identisch. Folglich kann man

die Abbildungen 7 und S nicht voneinander unterscheiden, wenn man die
entsprechenden Basen wahlt.

-1 0
Wir berechnen zunéchst, dass ker(7") = ( :1,) : _11 ). Somit kénnen wir
1 -2

fiir jede Nebenklasse x + ker(7") einen Représentanten finden, dessen ersten
beiden Koordinaten verschwinden. Die induzierte Abbildung ist also gegeben
durch

a—>b
= b
2a — 3b

T(x+ker(T)) =T

Qe O O



