D-MATH Lineare Algebra II FS 2025
Prof. Dr. S. Zerbes . )
Musterlosung Serie 14

DETERMINANTE

1. Jeder der folgenden Ausdriicke definiert eine Funktion D auf der Menge der 3 x 3-
Matrizen iiber R. In welchen dieser Fille ist D eine 3-linear in den Zeilen?

(a) D(A) = A + Az + As;
(b) D(A) = A%y + 3A1 A
(c) D(A) = A1 AaAss;
(d) D(A) = A13As A3y + 5A19 A2 Aso;
(e) D(A) = 0;
(f) D(A) = 1.
Lésung:

Note. In these solutions, we are considering 3-linearity with respects to rows (Zei-
len). Note that even if it is the case for the determinant, row and column n-linearity
is not always equivalent.

Bl = 1 und BQ = 1
1 1

Diese Matrizen stellen Gegenbeispiele fir (a), (b), (¢) und (f) dar. In allen Fallen
miisste 2D(By) = D(B,) gelten, wenn die Abbildung linear in der ersten Zeile
wére. Somit ist ein Gegenbeispiel zu (a) gegeben durch

D(Bs)=4#6=2(1+1+1) =2D(B).
Ein Gegenbeispiel fiir (b) ist
D(By) =10 #8=2(1+3-1-1) = 2D(B)).
Ein Gegenbeispiel fiir (c) ist
D(By)=4#2-1-1-1=2D(B)).
Ein Gegenbeispiel fiir (f) ist

D(By) =1+ 2=2D(By).
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Somit ist D in diesen Fillen nicht 3-linear.

Sei nun A eine beliebige Matrix mit Zeilen R;, i = 1,2, 3. Des Weiteren betrachten
wir D(A) = D(Ry, Ry, R3) als eine Funktion der Zeilen von reellen 3 x 3 Matrizen.
Sei av = ()", ein Zeilenvektor und sei A € R. Im Fall (d) gilt dann

D()\Rl + (N RQ, Rg) = (/\A13 + ag)AggAgg + 5()\1412 + OéQ)AQQA32
= AM(A13A429A39 + 5A19 A2 Ass) + (3 A92A30 + Havg Aga Ass)
= )\D<R17 RZ; R3) + D(Oé, RQ; R3)

Somit ist D linear in der ersten Zeile, &hnliche Rechnungen zeigen, dass D auch
in der zweiten und dritten Zeile linear ist. Somit ist D 3-linear.

Schliesslich gilt fiir (e)
D()\Rl + o, RQ, Rg) =0=X-04+0= )\D(Rl, R, Rg) + D(Oz, Rg, Rg),

also ist D linear in der ersten Zeile. Ahnliche Rechnungen zeigen, dass D auch
linear in der zweiten und dritten Zeile ist. Zusammen ist D in diesem Fall 3-linear.

2. Beweise die folgende Proposition:

Proposition (Satz 8.4.4 des Skripts). Es sei A € M, x,(K), und es sei B eine
Matriz, die wir von A durch die elementare Zeilenumformung X erhalten.

(a) wenn X = P(r,s) fuer 1 <r < s <n, dann gilt det(B) = — det(A);
(b) wenn X = M(r,\) fuer 1 <r <n und XA € K*, dann gilt det(B) = Adet(A);

(c) wenn X = S(r,s,\) fuer 1 <r,s <n,r # s und A€ K*, dann gilt det(B) =
det(A).

Losung: Siehe Prop. 4.2.3. der Vorlesungsnotizen von Menny Akka.

*3. Seien x; und y; Elemente eines Korpers mit x; # y; fiir alle ¢, j; und sei

1
Fo(xy, .. Tn, Y1, -y Yn) o= det < ) .
Li=Yji/ij=1,.n

.....

(a) Beweisen Sie fiir alle n > 1 die Rekursionsformel

n—1
i—1 \Ln — T4 it Yn
Fn(xl, R 7yn) = nl_[lil ( 21(_y1 Y ) Fn,1($1,
[T (i —va) T T2 (20 — i)
Hint. Subtrahieren Sie die letzte Spalte von jeder anderen Spalte. Substra-
hieren Sie dann ein geeignetes Vielfache der letzten Zeile von jeder anderen
Zeile.
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(b) Leiten Sie daraus eine Formel fiir F),(x1,...,y,) her.
(c) Zeigen Sie, dass mit ¢, := [ I ! gilt:
1 1 1
s g ;
11 L 4
det 2 3 4 ntl | _ Cn
N I Con
11 1 1
n n+l n+2 2n—1

Losung:

(a) Sei A := (a;;) mit a;; := 1/ (x; — y;). Durch die erste Subtraktion im Hinweis,
die die Determinante nicht &ndert, wird der Matrixeintrag a;; fiir j < n zu

1 1 Yi — Yn

by — _ _ :
Toomi—yy wi—ye (@ —yy) (@ — yn)

wéhrend die Eintréige in der letzten Spalten gleich bleiben: b;,, = 1/ (z; — y,).
Dann haben alle Eintrédge in der i-ten Zeile einen Faktor 1/ (z; — y,,) und alle
Eintréige in der j-ten Spalte mit j < n einen Faktor (y; — y,). Verwendet
man die Linearitdt der Determinanten in den Zeilen und Spalten, so erhélt

man .
det A = H],;:l 95— 4n) det C,
Hi=1 (*Tz - yn)
mit

1 e 1 1

T1—Y1 L1 —Yn—1
C = (cy) = A
1 e 1 1

Tn—Y1 Tn—=Yn—1

Durch Subtrahieren der letzten Zeile von allen anderen Zeilen wird der Ein-
trag ¢;; fiir i, <n —1 zu

1 1 B Tn — T;
=y Ta—y; (@ —yy) (T — )
und die letzte Spalte ist (0,...,0,1)T. Es folgt dann wie oben

dz’j =

n—1
dot € = izt @ =20 g0y
l_[j=1 (@ — y;)
mit
1 1
r1—Y1 T1—Yn—1
E = . . :
1 1 0
Tn—1—"Y1 Tn—1—"Yn—-1
* * 1
Wegen det(E) = F,,_1(T1,. .., Tpn_1,Y1,---,Yn—1) folgt die Behauptung.
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(b) Mit einem Induktionsbeweis folgt die Cauchysche Determinantenformel

det ((x i yj)i,j:l n) _ H<]l(_9[%£;z (Z@z)— v)

-----

() Mit z; = i und y; = —j + 1 spezialisiert sich die Matrix aus der Aufgabe (a)
zu der Matrix

77777

In diesem Fall lautet die Rekursionsformel

[T (n—i)(=i +n)

Fn B -1 . n—1
[T i+n—D][(n+i-1)
_ (n—1)1? -
n(n+1)-—Cn—nn+1)---2n—-2) """
e,

(2n — 1)!(2n — 2)!
Aus F} = 1 erhalten wir dann

(n— 1) (n—-2)1...11 c

F, _
o @2n =120 -2)!12n = 3)!(2n —4)!- 2111 ¢y,

4. Sei K ein Korper und sei A € M, y,(K). Sei ausserdem det die Determinanten-
funktion auf n x n-Matrizen iiber K. Zeige:

(a) det(adjA) = det(A)"1;

(b) adj (AT) = (adj A)”.
(AT ist die Transponierte von A.)
Lésung:

(a) Es folgt aus Satz 8.5.16 und der Eigenschaft, dass die Determinante multipli-

kativ ist, dass
det(A) det(adj(A)) = det(A)".

Wenn det(A) # 0 ist, sind wir fertig. Wenn A nicht invertierbar ist, benutzen
wir Lemmata 8.5.14 und 8.5.15. Es gilt

Z arjc1j = det(A) =0 und 2 ajjci; =0, 2<i<n.
j=1 Jj=1

Deshalb sind die Zeilen von C' (d.h. die Spalten von adj(A)) nicht linear

unabhingig. Wir schliefen daraus, dass

det(adj(A)) = 0 = det(A4)" .
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(b) Dies ergibt sich aus einer direkten Berechnung.

5. Sei n € Ny,. Zeige

2 n—1
1 2z 2 Ty X
1 zy 23 -+ b~

det =
. e (xj — ;).
S . I<i<j<n
n—

1z x -

Bemerkung: Produkte dieser Art werden Vandermonde Determinanten genannt
und die obige Matrix wird Vandermonde Matrix genannt.

Hint. Benutze die Formel

o ym _ (ZE . y)<l,m—l + xm—Qy T xym—Q +ym 1)
und die vorhangehenden Ubungen.

Losung: Wir beweisen die Formel durch Induktion. Fiir n = 2 ist die Formel erfiillt,

da
1 =«
det <1 xi) =Ty — X1

gilt. Betrachte nun die n-te Vandermonde Matrix, kurz V,,, und nehme an, dass
die Formel fiir die n — 1-te Determinante bereits bewiesen ist. Wir substrahieren
die erste Zeile von jeder anderen Zeile, was die Determinante nicht dndert, und
entwickeln dann nach der ersten Spalte und erhalten

n—1
1 xl P :L‘l
Ty —xp - ap ottt
det V,, = det

n—1 n—1

0 z,—x T, — ]
n—1 n—1

=1-det

-1 n—1

Ty — T xl Ty

Erinnerung: es gilt die Formel
"y = (z—y) (@™ " Ry oy ™.

Fiir jedes i € {2,...,n}, faktorisieren wir die i—1-te Zeile durch (z;—z;) und nutzen
n-Linearitat der Determinante um diesen Faktor herauszuziehen. Wir erhalten

n—2 k n—2—*FL
n I 2o+ Dih—0 T1T3
detV,, = H(I’ — x1)det :
— 2 oo
=2 1z, + 21 S akan2k
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Bemerke, dass

7’
!
m
n—2 o k_m—k
(1 T T x, ) 1 —lexz
k=0
0

n—2

]_ X9 x2

2

1 z, x,

mit der oberen Dreiecksmatrix

2 n—2
1 = o7 Ty \
h—

0 1 = xy

0O 0 O 1

geschrieben werden. Wir benutzen die Induktionshypothese zusammen mit der
Multiplikativitat der Determinante und erhalten

H(IZ — 1) - 1_[ () — ;) - 1

2<j<k<n—1

1<i<j<n

det V,

6. Fiihren Sie die folgende Polynomdivision iiber R durch:

205 — 3t + Ta® — 422 +9x — 5
224+ 2z —1

Lésung: Der Quotient ist: 222 — 7a? + 23z — 57; der Rest ist: 1462 — 62.
7. Fiihren Sie die folgende Polynomdivision iiber Fy durch:

Tttt 41
2 +x+1

Lésung: Der Quotient ist: 2% + 2% + 2 + 1; der Rest ist: .



