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Serie 15

POLYNOME, EIGENVEKTOREN /-WERTE
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. Gegeben sei die Matrix A= |2 0 —2 | iiber R.

01 1

(a) Bestimme das charakteristische Polynom von A.

(b) Bestimme die Eigenwerte von A.

Fiir eine beliebige invertierbare n x n-Matrix A, driicke das charakteristische Po-
lynom von A~! mit Hilfe des charakteristischen Polynoms von A aus.

Sei K ein Korper. Zeige durch explizite Rechnung, dass fiir beliebigen Martrizen
A, B € M,y,(K)
Tr(AB) = Tr(BA)

gilt.

Sei A eine nilpotente n x n-Matrix, das heisst eine, fiir die ein m > 1 existiert mit
A™ = Opxn. Zeige, dass der einzige mogliche Eigenwert von A gleich 0 ist. Wann
genau ist 0 ein Eigenwert von A?

Seien V' ein K-Vektorraum und F, G € End(V'). Zeige:

(a) Falls v € V ein Eigenvektor von F o G zum Eigenwert X ist und G(v) # 0,
dann ist G(v) ein Eigenvektor von G o F' zum Eigenwert A.

(b) Ist V' endlichdimensional, so haben F'o G und G o F' die gleichen Eigenwerte.
(c) Gib ein Gegenbeispiel zu (b) an, falls V' nicht endlichdimensional ist.

Es seien K ein Korper und zg,...,z, € K paarweise verschiedene Elemente.
Ausserdem seien yo,...,y, € K beliebig. Zeigen Sie unter Zuhilfenahme einer
Vandermonde-Matrix, dass es genau ein Polynom p € K[z| mit p(z;) = y; fir
i =0,...,n und mit deg(p) < n gibt.

(a) Sei f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums V', und
sei V =V ®...®V, mit f-invarianten Unterrdumen V;. Zeige, dass die
algebraische bzw. geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts A € K von f
gleich der Summe der algebraischen bzw. geometrischen Vielfachheiten von
A als Eigenwert der Endomorphismen f|y, von V; ist.



(b)
(c)

Folgere, dass f diagonalisierbar ist genau dann, wenn f|y, diagonalisierbar
ist fiir jedes 1.

Seien f und g Endomorphismen desselben endlich-dimensionalen Vektor-
raums V. Zeige, dass f und g simultan diagonalisierbar sind (das heisst,
dass eine Basis aus simultanen Eigenvektoren fiir f und g existiert) genau
dann, wenn sie miteinander kommutieren und separat diagonalisierbar sind.
Tipp: Um die Riickwértsimplikation zu beweisen, zeigen Sie zuerst, dass je-
der Eigenraum von f g-invariant ist, d.h. dass ¢ Eigenvektoren von f auf
Eigenvektoren von f im selben Eigenraum abbildet.



