D-MATH Lineare Algebra II FS 2025
Prof. Dr. S. Zerbes . )
Musterlosung Serie 15

POLYNOME, EIGENVEKTOREN /-WERTE

3 0 -2
1. Gegeben sei die Matrix A= [2 0 —2 | {iber R.
01 1

(a) Bestimme das charakteristische Polynom von A.

(b) Bestimme die Eigenwerte von A.
Lésung:
(a) Wir berechnen mit der Determinantenformel fiir 3 x 3-Matrizen:

X-3 0 2
chars(X) = det (X - I3 — A) = det -2 X 2
0 -1 X -1
=(X-3)X(X-1)+4+2(X-3)
= X3 —4X?+5X —2.

(b) Da das Polynom normiert ist und Koeffizienten in Z hat, sind alle Nullstellen
in Q schon in Z und Teiler des konstanten Koeffizienten -2 . Probieren liefert
die Nullstelle X = 1. Mit Polynomdivision und erneutem Raten (oder dann
der Mitternachtsformel) folgt

chary(X) = (X — 1) (X? - 3X +2) = (X — 1)*(X — 2).
Daher sind die Eigenwerte A; := 1 und Ay := 2.

2. Fiir eine beliebige invertierbare n x n-Matrix A, driicke das charakteristische Po-
lynom von A~! mit Hilfe des charakteristischen Polynoms von A aus.

Lésung: Es gilt

chary—1(X) = det (X -, — A™")
= det ((—X) AL (X—l I, — A))
= (=X)"det (A7") det (X" I, — A)
(=X)" .
= der(a)  hara (X))



3. Sei K ein Korper. Zeige durch explizite Rechnung, dass fiir beliebigen Martrizen
A, B € M,y,(K)
Tr(AB) = Tr(BA)

gilt.
Losung: Sei AB =: C' = (¢;5)1<ij<n- Die Diagonaleintrige von C sind gegeben

durch
n
Ckk = Z akibik
i=1

fiir 1 < k < n. Daher ergibt sich

Ck

=

Tr(C) =

i abiinat

zzk

L2
Z ik ki
r(BA).

4. Sei A eine nilpotente n x n-Matrix, das heisst eine, fiir die ein m > 1 existiert mit
A" = Opxn. Zeige, dass der einzige mogliche Eigenwert von A gleich 0 ist. Wann
genau ist 0 ein Eigenwert von A?

’% Ibllﬂ: Il

Liosung: Sei X\ € K ein Eigenwert von A mit Eigenvektor v. Dann gilt Av = v,
und durch Induktion folgt A*v = A*v fiir alle k > 0. Nach Voraussetzung ist dann
Ay = A"y = Ov = 0. Wegen v # 0 folgt daraus A = 0. Also ist A = 0 der einzige
mogliche Eigenwert von A.

Wir zeigen, dass 0 immer ein Eigenwert von A ist. Wenn A invertierbar wére,
wiirde die Matrix A™ das Produkt invertierbarer Matrizen sein, was im Wider-
spruch zu A™ = O steht. Folglich ist A nicht invertierbar. Dies impliziert, dass
(die Abbildung “Linksmultiplikation mit”) A einen nicht-trivialen Kernel hat und
daher 0 ein Eigenwert von A ist.

Aliter: Fiir n > 1ist A° = I, # O. Die kleinste natiirliche Zahl m > 1 mit A™ = 0
erfiillt daher A™~! # 0. Es gibt daher einen Vektor v € K™ mit w := A™ v # 0.
Wegen

Aw=A"w=0-w =0

ist dann w ein Eigenvektor zu A mit Eigenwert 0.
5. Seien V ein K-Vektorraum und F, G € End(V'). Zeige:

(a) Falls v € V ein Eigenvektor von F' o G zum Eigenwert A ist und G(v) # 0,
dann ist G(v) ein Eigenvektor von G o F' zum Eigenwert \.
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(b) Ist V' endlichdimensional, so haben F'o G und G o F' die gleichen Eigenwerte.
(c) Gib ein Gegenbeispiel zu (b) an, falls V' nicht endlichdimensional ist.

Lésung:

(a) Sei v € V ein Eigenvektor von F o G zum Eigenwert A mit G(v) # 0. Dann

gilt
Go F(G(v)) = G(FoG(v)) = G(Av) = A\G(v).

Also ist G(v) auch ein Eigenvektor von G o F' zum Eigenwert A.

(b) Sei (A,v) ein Eigenvektor-Eigenwert-Paar von F o G. Wir unterscheiden die
Félle G(v) # 0 und G(v) = 0.
Wenn G(v) # 0 ist, dann ist A geméB (a) ein Eigenwert von G o F.
Wenn G(v) = 0 ist, dann gilt Av = (F o G)(v) = F(0) = 0. Also ist A =0
und wir miissen zeigen, dass 0 ein Eigenwert von G o F' ist. Dies ist dquivalent

dazu, dass G o F' einen nicht-trivialen Kernel hat, was genau dann der Fall
ist, wenn G o F' Rang < dim (V') hat. Nun gilt aber

rank(G o F') < min(rank(G), rank(F')) < dim(V),

da G geméifl der Annahme ein Endomorphismus von V' mit nicht-trivialem
Kern ist. Daher ist 0 ein Eigenwert von G o F'.

Dies zeigt, dass jeder Eigenwert von F' o G ein Eigenwert von G o F ist. Die
umgekehrte Inklusion ergibt sich durch Vertauschen von G und F' wie oben.

(c) Sei V. = RN := {(an),o} der Vektorraum aller Folgen in R. Definiere die
linearen Abbildungen F,G : V — V durch
F : (ag,a1,as,...) — (0,a9,a1,as,...)
G: (ag,al,ag, .. ) = (al,aQ, .. ) .
Dann ist G o F' die Identitdt mit dem einzigen Eigenwert 1, wohingegen F'oG

wegen

(FOG>(170707) = (Oa0707)
auch 0 als Eigenwert besitzt.
*6. Es seien K ein Korper und zg,...,x, € K paarweise verschiedene Elemente.
Ausserdem seien g, ...,y, € K beliebig. Zeigen Sie unter Zuhilfenahme einer

Vandermonde-Matrix, dass es genau ein Polynom p € K[z] mit p(z;) = y; fir
i =0,...,n und mit deg(p) < n gibt.

Losung: Wir betrachten die Vandermonde-Matrix

V =



Wir wissen bereits, dass

det(V) = H ‘]_[ (z; — ;)

gilt, und da die x; nach Voraussetzung paarweise verschieden sind, gilt also det(V') #
0. Daher ist V invertierbar. Wir definieren
Qo Yo
_ V_l .
Qn Yn
und zeigen, dass das Polynom

n

plx) = ) a;a

7=0
das einzige Polynom vom Grad kleiner gleich n mit p(x;) = y; fiir i = 0,...,n ist.
Es gilt namlich

Yo ag ap + a1xo + ... + a,xy p(z0)

Yn an, ap + a1, + ... + a,x) p(z,)

also erfiillt p die gewiinschten Gleichungen, und natiirlich ist der Grad von p nicht
grofler als n. Nun sei

g(x) = > b’
=0

ein weiteres Polynom vom Grad nicht groBer als n mit g(z;) = y; fir alle i =
0,...,n. Mit der gleichen Rechnung wie in (1) folgt dann, dass

bo q(xo) Yo
Vil o= : =1:
bn q(n) Yn
Es folgt schliefflich
bo Yo Qo
=Vl :|=

und damit p = ¢, also die Eindeutigkeitsaussage.



7.

()

(a)

Sei f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums V', und
sei V =V ®... 0V, mit f-invarianten Unterrdumen V;. Zeige, dass die
algebraische bzw. geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts A € K von f
gleich der Summe der algebraischen bzw. geometrischen Vielfachheiten von
A als Eigenwert der Endomorphismen f|y, von V; ist.

Folgere, dass f diagonalisierbar ist genau dann, wenn f|y, diagonalisierbar
ist fiir jedes 1.

Seien f und ¢ Endomorphismen desselben endlich-dimensionalen Vektor-
raums V. Zeige, dass f und g simultan diagonalisierbar sind (das heisst,
dass eine Basis aus simultanen Eigenvektoren fiir f und g existiert) genau
dann, wenn sie miteinander kommutieren und separat diagonalisierbar sind.
Tipp: Um die Riickwértsimplikation zu beweisen, zeigen Sie zuerst, dass je-
der Eigenraum von f g-invariant ist, d.h. dass g Eigenvektoren von f auf
Eigenvektoren von f im selben Eigenraum abbildet.

Lésung:

Fiir jedes 1 < ¢ < r wéhle eine geordnete Basis B; von V;. In aufsteigender
Reihenfolge zusammengesetzt ergeben diese eine geordnete Basis B von V.
Die Darstellungsmatrix von f beziiglich B ist dann die Blockdiagonalmatrix
mit Diagonalblécken M gj( flv,) fiir 1 < ¢ < r. Das charakteristische Polynom
von f ist deshalb das Produkt der charakteristischen Polynome von f|y;; das
heisst, es gilt

char;(X) = Hcharﬂvi (X) (2)

Fiir jedes A € K ist daher die arithmetische Vielfachheit von \ als Eigenwert
von f gleich der Summe iiber 1 < i < r der arithmetischen Vielfachheit von
A als Eigenwert von f|y..

Sodann betrachte einen beliebigen Vektor v = vy + - -+ 4+ v, mit allen v; € V;.
Dann gilt f(v) = f(v1)+...+ f(v,) mit allen f(v;) € V;. DaV =Vi®...@V,
eine direkte Summe ist, gilt die Gleichung

fo)+...4+ flv,) = f(v) = v =X vy + -+ Ao,

genau dann, wenn f(v;) = Av; ist fur alle 7. Also gilt

Vi)

Eig,(f) = é_)Eig/\(f
i=1

und somit

dim Eigy(f) = ) dimEig,(f],).
i=1
Daher ist die geometrische Vielfachheit von A als Eigenwert von f die Summe

iitber 1 < ¢ < r der geometrischen Vielfachheiten von A als Eigenwert von f

V-
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(b) Nach einem Satz der Vorlesung ist ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen
Vektorraums genau dann diagonalisierbar, wenn das charakteristische Poly-
nom in Linearfaktoren zerfallt und fiir jeden Eigenwert die geometrische Viel-
fachheit mit der arithmetischen Vielfachheit iibereinstimmt.

Aus der Formel (1) folgt, dass charf(.X') genau dann in Linearfaktoren zerfillt,
wenn chary),. (X) in Linearfaktoren zerféllt fiir jedes . Sodann betrachte ein
beliebiges A € K. Dann folgt aus (a) sowie dem Umstand, dass die geome-
trische Vielfachheit stets < der arithmetischen Vielfachheit ist, dass diese
Vielfachheiten fiir f genau dann tibereinstimmen, wenn sie fiir jedes fl|y,
iibereinstimmen. Also ist f genau dann diagonalisierbar, wenn jedes f|y; dia-
gonalisierbar ist.

(¢) Angenommen f und g sind simultan diagonalisierbar. Dann sind f und g auch
separat diagonalisierbar. Sei vy, ..., v, eine Basis von V bestehend aus simul-
tanen Eigenvektoren fiir f und ¢ zu den Eigenwerten Aq,...,\, respektive
[ - s fy. Fiir jedes Element " | ayv; € V' gilt dann

S (9 (Z ai“i)) = f <Z %Mz‘%‘) = YA
i=1 i=1 i=1

= i%/\iﬂwi =g (i Otz‘/\ﬂ)i> =49 (f (z”: Oéivz‘)) .
i=1 i=1 i=1

Daraus folgt, dass f und g kommutieren.

Umgekehrt nehmen wir an, dass f und g kommutieren und separat diagonali-
sierbar sind. Weil f diagonalisierbar ist, existieren Eigenwerte A, ..., )\, von
fmit V= @;_, Eigy (f). Fiir jedes 1 <i < und v € Eig, (f) gilt wegen
der Kommutativitdt von f und g:

flg(v)) = g(f(v)) = g(Aiv) = Nig(v)

und daher ist g(v) € Eigy (f). Die Eigenrdume von f sind somit g-invariant.
Weil g diagonalisierbar ist, ist also auch g|gig, (r) diagonalisierbar fiir jedes
1 < i < r nach Teil (b). Daher existiert cine Basis B; von Eig,,(f) aus
Eigenvektoren von g. Zusammen ist damit B := By u --- U B, eine Basis von
V' aus simultanen Eigenvektoren von f und g; daher sind f und g simultan
diagonalisierbar.



