D-MATH Lineare Algebra II FS 2025
Prof. Dr. S. Zerbes . )
Musterlosung Serie 16

EIGENVEKTOREN /-WERTE

Durchgehend auf diesem Ubungsblatt wird angenommen, dass K ein Kérper ist.

3 0 -2
1. Betrachte die Matrix A= |2 0 —2 | aus Serie 15 Ubung 2.
01 1

(a) Bestimme die Eigenrdume den Eigenwerten von A.

(b) Bestimme die algebraische und geometrische Vielfachheit jedes Eigenwerts
von A.

Lésung:
(a) Sie haben auf dem vorherigen Ubungsblatt berechnet, dass
chary(X) = (X — 1)*(X —2).

Daraus folgerten Sie, dass die Eigenwerte von A gegeben sind durch A\, :=1
und Ag := 2. Wir haben

2 0 =2
Eig, (A1) = ker(A — \I3) =ker |2 —1 -2
0 1 O

Nach einer kurzen Zeilenreduktion finden wir

1
1

Fiir A\ haben wir

1 0 =2
Eig4(A2) = ker(A — \of3) = ker |2 —2 =2
0 1 -1

Unter Verwendung eines dhnlichen Verfahrens erhalten wir

2
Eig 4 (A2) :< 1 >
1

1



(b) Die arithmetische Vielfachheit ist die Vielfachheit der Eigenwerte als Nullstel-
le des charakteristischen Polynoms. Deshalb ist die arithmetische Vielfachheit
von A; gleich 2 und von A, gleich 1. Die geometrische Vielfachheit ist die Di-
mension des Eigenraumes. Wie oben berechnet, haben sowohl A; als auch A,
eine geometrische Vielfachheit von 1.

2. Berechne das charakteristische Polynom, die Eigenwerte und die Eigenvektoren
der folgenden Matrizen iiber Q und iiberpriife, ob die Matrizen diagonalisierbar
sind. Wenn sie es sind, finde die Basiswechselmatrix, die sie in eine Diagonalmatrix
umwandelt.

wa=(, )

2 2 3
b) B:=[1 2 1
2 =2 1
-4 -3 -1 -7
-3 -1 -1 —4
(@ C=14¢ 4 3 s
3 3 1 6
Lésung:

(a) Die Matrix A hat das charakteristische Polynom
char4(X) = X2 - 5X +6 = (X —2)(X - 3)

und damit die Eigenwerte 2 und 3 , jeweils mit der arithmetischen Vielfachheit
1. Die Eigenrdume F) 4 zum Eigenwert A sind

swin=(( ). men=(( 1))

Da fiir jeden Eigenwert von A die geometrische Vielfachheit mit der arithme-
tischen Vielfachheit {ibereinstimmt, ist A diagonalisierbar. Sei

1 1
SA = (_1 _2> .

ST1AS, = (g g)

Denken Sie daran, dass die Figenvektoren einer diagonalisierbaren Matrix
M € My«n(K) eine Basis von K" bilden, beziiglich der A diagonal ist.

Dann haben wir



(b) Die Matrix B hat das charakteristische Polynom
charp(X) = X? —5X? +2X +8 = (X —4)(X —2)(X +1).

und damit die Eigenwerte 4,2,-1, jeweils mit der arithmetischen Vielfachheit
1. Die Eigenrdume sind

8 2 1
Eig,(B) = < 5 >7 Eigy(B) = < 3 >7 Eig_,(B) = < 0 >
2 -2 -1

Da fiir jeden Eigenwert von B die geometrische Vielfachheit mit der arith-
metischen Vielfachheit iibereinstimmt, ist B diagonalisierbar. Betrachte

8§ 2 1
SB = 5 3 0
2 -2 -1
Es folgt, dass
4
S3'BSp = 2

—1
(c) Die Matrix C' hat das charakteristische Polynom
charg(X) = X* —4X3 +3X? +4X —4 = (X - 1)(X + 1)(X —2)%

und damit die Eigenwerte 1, -1, 2 mit den jeweiligen arithmetischen Vielfach-
heiten 1, 1, 2. Die Eigenrdume sind

1 1
Eig1(0):< _11 >> Eig—1(0):< _21 >> Eng(C)=< _21 >

Der Eigenwert 2 hat arithmetische Vielfachheit 2, aber geometrische Viel-
fachheit 1. Die Matrix C ist also nicht diagonalisierbar.

3. Seien V ein K-Vektorraum und f € End (V). Nehme an, dass f2 = id ist und, dass
—1 kein Eigenwert von f ist. Zeige, dass f = id.

Léosung: Beachten Sie, dass jeder Vektor in V' geschrieben werden kann als

v:%(erfv—varv).

Einerseits haben wir,
(f —id)(v + fv) = fPo —v =0,

3



da f? = id. Andererseits haben wir,

(f +id)(v — fv) = v — f20 = 0.
Daher gilt als Vektorraum,

V =ker(f —id) + ker(f +id).
Da —1 kein Eigenwert von f ist, gilt

ker(f — (—1)id) = ker(f + id) = {0}.
Wir schlielen, dass V' = ker(f —id) ist, d.h. fir alle v € V' gilt
fo—v=0,

was impliziert, dass f = id.

Aliter: Since f? = id, the polynomial X? — 1 = (X — 1)(X + 1) annulates f.
Hence the minimal polynomial of f divides (X — 1)(X + 1). Since any zero of the
minimal polynomial is an eigenvalue, and since —1 is not an eigenvalue, it follows
that my; = X — 1. Thus f = id.

. Sei V ein endlichdimensional K-Vektorraum, 7" € End(V'), und v € V mit v # 0.
Sei p € K[z] ein nichttriviales Polynom minimalen Grades, sodass p(T)v = 0.
Zeige, dass jede Nullstelle von p ein Eigenwert von T’ ist.

Losung: Sei A\ € K eine Nullstelle von p. Mit anderen Worten, p faktorisiert sich
als (z — A)g(z) in K[z]. Durch Annahme haben wir dann

0=p(T)v = (T — Aid)qg(T)v.

Angenommen, zum Widerspruch, dass A kein Eigenwert von T ist. Dann ist 7'— \id
injektiv, also folgt aus der obigen Gleichung, dass

q(T)v = 0.

Dies widerspricht jedoch der Minimalitdtsannahme {iber den Grad von p. Daher
muss A ein Eigenwert von T sein. Da A eine beliebige K-Nullstelle von p war, folgt
daraus der Beweis.

. Betrachten Sie den Raum C*(R) der glatten Funktionen {iber R und die Abbildung
T: C*(R) - C*(R)
foo- 7

Finden Sie die Figenwerte und die entsprechenden Eigenfunktionen (dies ist ein
Synonym fiir Eigenvektoren, wenn man in einem Raum arbeitet, dessen Elemente
Funktionen sind) von 7.



Lésung: Fiir A € K konnen wir eine Idee der Losung bekommen, indem wir die
lineare gewohnliche Differentialgleichung 16sen

d f(z)

Wir haben

1 df@)
x) d

f( x
— fﬁdg(;) dz = J)\dx

d f(z)
P dz

Durch Ersetzen von u durch f(x) auf der linken Seite erhalten wir du =

f%du=)\x+0, CeK

—  log(u) =Xz +C
= log(f(z)) =z +C

—_ f(ZE) _ €Am+C'

Daher ist die Familie {f(x) = f(0)e* | A € K} eine Menge von Eigenfunktionen
von T, und zumindest formal sollten Eigenfunktionen die Form f(z) = f(0)e?®
fiir A € K haben.

Um zu tiberpriifen, dass dies die einzigen moglichen Losungen sind, verwenden
wir den folgenden Trick: Betrachten Sie eine Losung fy der Differentialgleichung
%(;) = Af(x) und definieren Sie die modifizierte Funktion

go(x) = e’)‘zfo(m).
Nun gilt

d
S0 (2) = =N fo(x) + Ae ™ fo(x)
dx
= 0.
Wir schlielen, dass go(z) konstant ist, daher gilt fiir alle z € R,
go(x) = 90(0) = fo(0) = fo(x) = fo(0)e .

. Sei A e M,w,(K) und sei

1

pa(z) = (=1)"2" + ap_12™ " + -+ ap

das charakteristische Polynom von A.

b}



(a) Zeige, dass A genau dann invertierbar ist, wenn agy # 0.

(b) Zeige, dass fiir invertierbare A € M, (K) gilt:

ATl = (—i) (—D)"A" '+ ap A2+t agly)

1 2 3
(c) Sei A:==| 2 3 1 |.Finde ein Polynom p(z) mit p(A) = AL
3 1 2

Lésung:
(a) det(A) = pa(0) = ag. Wenn die Determinante # 0 ist, dann ist die Matrix
invertierbar.
(b) Aus Cayley-Hamilton wissen wir, dass pa(A) = 0. Daraus folgt
(—1)"A™ + ap A"+ @A+ agl, =0
= aol, = —((-1)"A" + a, A"+ ...+ a1 A)
= A= —((-1)"A" 4 a, A"+ all,)

0

(c) Das charakteristische Polynom von A ist
pa(z) = —2° + 62° + 3v — 18

und wir setzen in die Formel von (b) ein, um

1 1 1
A o A2 4 A+ 2,
Ry Tttt

zu bekommen.



