D-MATH Lineare Algebra II FS 2025
Prof. Dr. S. Zerbes . )
Musterlosung Serie 18

JORDANSCHE NORMALENFORM

Durchgehend auf diesem Ubungsblatt wird angenommen, dass K ein algebraisch abge-
schlossener Koérper ist. Ausserdem werden die Begriffe “Hauptraum” und “verallgemei-
nerter Eigenraum” synonym verwendet.

1. Bestimme die Jordansche Normalenform und eine zugehorige Basiswechselmatrix
der Matrix

Losung: Die Matrix A hat eine einzige Eigenwert A = 7. Wir berechnen zuerst

dim Eig4(A) = dimker(A — X - I5)
01
0 2
= dim ker 0 3
0 4
0
=1.

Also hat die Jordansche Normalenform von A nur einen Block zum Eigenwert A
und sonst nichts. Folglich ist A &hnlich zu ihrer Normalenform
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2. Bestimme die Jordansche Normalenform und eine zugehorige Basiswechselmatrix
der komplexen Matrix
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Léosung: Das charakteristische Polynom der Matrix A ist
chary(X) = X*—11X3 +45X? - 81X +54 = (X —2)- (X —3)3.

Wir betrachten die Eigenwerte 2 und 3 separat.

Eigenwert 2: Der Raum Ef)\fg 4(2) ist eindimensional und gleich dem Eigenraum
von A zum Eigenwert 2. Wir berechnen Kern(L4_»7,) und finden den zugehérigen
Eigenvektor

1
vy = 0
0
Eigenwert 3: Fiir B := A — 31, gilt
-1 2 2 2 1 =2 =2 6
10 00 2 2|0 0 0 0] 3
B=10o 002 md B=1g 0 o o|" %
0 000 0O 0 0 O
Dies impliziert
k 11234
rank(B") 21111
dim Kern(Lgr) 213133
# k x k-Jordanblécke zum EW 3 || 110 |0
Sodann rechnen wir
2 2 —6
~ 1 0 0
Eig,(3) = Kern(Lps) = < ol'l111'| o >
0 0 1

Dann suchen wir einen Vektor vy € Eig 4(3), dessen Bild unter L ungleich Null
ist. Zum Beispiel tut es

mit Buvy, =
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Diesen ergédnzen wir um einen beliebigen Vektor vy € Kern(Lg) \ (Buy), zum
Beispiel

V3 ‘=

S O =N

Dann bildet v, Bug, v3 eine Basis von E/l\i:gA(?)).

Zusammenfiihrung: Nach der Hauptraumzerlegung ist b := (vy, Bug, v, v3) eine
Basis von R?. Nach Konstruktion gilt fiir diese Av; = 2v; und A(Buvy) = 3(Buy)
und Avy = Bug + 3vy sowie Avs = 3vs. Fiir die Basiswechselmatrix

1 2 8 —6
01 2 0
S = (v1 |vs]| Bvy | vg) = 002 0
0 00 1
gilt also
21010 0O
e o300
STAS = 0/013 1
0(0j0 3

Dies ist die Jordansche Normalform von A.
3. Sei N eine komplexe 3 x 3 nilpotente Matrix.

(a) Zeige, dass A = I3+ 3N — £ N? die Gleichung A? = I + N erfiillt. Wir sagen,
dass A eine Quadratwurzel von I + N ist.

(b) Verwende (a), um zu zeigen, dass wenn A # 0 ist, dann Al3 + N eine Qua-
dratwurzel hat.

(c) Sei B eine invertierbare 3 x 3 Matrix. Zeige, dass B eine Quadratwurzel hat.

Hinweis. Verwenden Sie Argumente dhnlich denen, die Sie in (a) und (b)
verwendet haben, um eine allgemeine Formel fiir die Quadratwurzel von pl>+
N zu finden, wobei N eine 2 x 2 komplexe nilpotente Matrix ist und p eine
nicht-null komplexe Zahl ist.

Lésung:

(a) Beachten Sie, dass N als nilpotent (d.h., N*¥ = 0 fiir ein k) nur Null-Eigenwerte
hat, sodass sein charakteristisches Polynom chary(t) = —t3 ist; nach dem
Satz von Cayley-Hamilton schlieBen wir, dass N3 = 0 (also k < 3) ist. Wir



haben dann

1 1 1 1
A= (I+-N—-=N?*|(I+=-N—-_N?
(3= (v =3)

11 1 2
=I4+ =+ )N+ [=—-=)N?
“(3+3) (%)

=1+N
wo wir N3 und héherpotenzierte Terme ignoriert haben, da sie Null sind.

Sei B =M+ N = A+ A!N). Da A™'N auch nilpotent ist, ist eine
Quadratwurzel fiir (I + A7'N) aus (a) A = T + % - %NQ. Somit erfiillt
C = \/2A die Gleichung

C? = A2 =\ (I +A'N) = B.

Sei J die Jordansche Normalform von B, d.h., B = QJQ'. Aus (b) wissen
wir, dass jeder Jordan-Block in J eine Quadratwurzel hat, da alle Eigenwerte
von B ungleich null sind. Wenn J einen einzigen Jordan-Block enthélt, sind
wir mit (a) und (b) fertig.

Jeder Jordan-Block J, der Grofle 1 hat eine Quadratwurzel. Tatséchlich ist
V) eine Quadratwurzel fiir diesen Block.

Wir zeigen nun, dass jeder Jordan-Block Jy der Gréfie 2 mit A # 0 eine
Quadratwurzel hat. Sei N eine nilpotente 2 x 2 Matrix. Dann ist, dhnlich wie
in (a), das charakteristische Polynom char(¢) = t*. Daher ist N* = 0. Durch
Ausprobieren finden wir schnell, dass

1 ~

A=I1+=-N

2
eine Quadratwurzel von I + N ist. Dann zeigen wir, dhnlich wie bei (b), dass
fiir jedes nicht verschwindende A\ € C die Matrix

1 ~
I+-\'N

eine Quadratwurzel von Ay + N ist.

NI

C=A

Dies deckt alle moglichen Arten von Blécken ab, die in der JNF einer inver-
tierbaren 3 x 3 Matrix auftreten kénnen. Beachten Sie zusétzlich, dass jede
Kombination dieser Quadratwurzeln als diagonale Blocke einer 3 x 3 Matrix
angeordnet werden kann. Somit kénnen wir diese Quadratwurzeln kombinie-
ren, um eine Quadratwurzel L fiir J zu erhalten. Definieren wir D = QLQ~*.
Dann gilt

D?*=QL*Q'=QJQ ' = B.
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4. Angenommen, eine Matrix A € My.4(C) hat das folgende charakteristische Poly-
nom. Finde alle moglichen JNFs (Jordan Normalformen) von A unter Umordnung
der Jordan-Blocke.

(a) (z—1)%(z+2)?%
(b) (z—1)3(x + 2).

Lésung:

(a) Die Jordan-Normalform muss Diagonaleintrige haben, die aus zwei 1’en und
zwei —2’en bestehen. Die einzige Wahl besteht darin, ob fiir jede Eigenwert-
einheit ein einzelner Jordan-Block der Gréfle 2 oder zwei Blocke der Grofle 1
vorhanden sind. Es gibt also vier Méglichkeiten:

Hese ey,
I 1Y e,
JVe e %

JP @ Jv).

Diese konnen auch explizit als Matrizen geschrieben werden:

10 0 0
01 0 O
00 -2 0
0 0 -2
11 0
01 0 O
00 -2 0
00 0 =2
10 0 0
01 0 O
00 -2 1Y
00 0 =2
11 0
01 0 O
00 =2 1
00 0 =2

Es ist ebenso korrekt, die Jordan-Blécke in einer anderen Reihenfolge ge-
schrieben zu haben.



(b) Die Jordan-Normalform muss Diagonaleintrége haben, die aus zwei 1’en und
zwei —2’en bestehen. Es gibt also vier Moglichkeiten:

—_
]

SR P, O O, OO O, OO
e
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SO R FEF OO, RFkE OO+

5. Sei B eine komplexe 5 x 5-Matrix mit dem Minimalpolynom (X — 3)(X + 5)?
und dem charakteristischem Polynom (X — 3)*(X + 5)3. Bestimme die mdglichen
Jordanschen Normalformen von B.

Lésung:

Da B das charakteristische Polynom (X — 3)?(X + 5)? besitzt, hat der Eigenwert
3 algebraische Vielfachheit 2 und der Eigenwert —5 algebraische Vielfachheit 3.

Der Faktor (X — 3) tritt im Minimalpolynom mit der Potenz 1 auf; der grosste
Jordan-Block zum Eigenwert 3 ist also ein 1 x 1-Block. Daher enthélt die Jordan-
Normalform genau 2 Jordanblocke der Grosse 1 x 1 zum Eigenwert 3.

Der Faktor (X + 5) tritt im Minimalpolynom mit der Potenz 2 auf; es existiert
also ein Jordanblock zum Eigenwert —5 der Grosse 2 x 2. Aus Dimensionsgriinden
folgt, dass es genau einen weiteren Jordanblock der Grosse 1 x 1 gibt.

Fiir die Jordansche Normalform der Matrix B erhalten wir also bis auf Vertauschen
der Jordanblocke als einzige Moglichkeit

30 0 0 O
03 0 0 0
00 -5 1 O
00 0 -5 O
00 0 0 =5

6. Ein Endomorphismus der Form idy +n fiir einen nilpotenten Endomorphismus n
heisst unipotent. Analog fiir quadratische Matrizen. Sei Q ¢ K. Zeige:

(a) Fir jeden nilpotenten Endomorphismus n ist
'™

exp(n) := Z -

m=0



wohldefiniert und unipotent.

(b) Fiir jeden unipotenten Endomorphismus w ist

fog(u) 1= ¥ (-1 =8

k>1
wohldefiniert und nilpotent.
(c) Fiir jeden nilpotenten Endomorphismus n gilt log(exp(n)) = n.

(d) Fiir jeden unipotenten Endomorphismus u gilt exp(log(u)) = u.
Lésung:

(a) Nach Voraussetzung existiert ein p > 1 mit n” = 0. Dann gilt auch n™ = 0
fir alle m > p. Somit ist die Summe in der Definition von exp(n) endlich.
Der Ausdruck ist also wohldefiniert. Weiter ist

exp(n) —idy = Z v

Da die Endomorphismen n™/m! fiir alle 1 < m < p nilpotent sind und mit-
einander kommutieren, folgt aus Aufgabe 7?7 und einem Induktionsargument,
dass auch exp(n) — idy nilpotent ist. Der Endomorphismus exp(n) ist also
unipotent.

(b) Nach Voraussetzung ist die Abbildung n := u — idy nilpotent. Damit ist die
Summe in der Definition von log(u) endlich und folglich wohldefiniert. Sei p >
1 mit n? = 0, also n™ = 0 fiir alle m > p. Dann ist log(u) = 32—} (—1)F'n*/k
eine endliche Summe von miteinander kommutierenden nilpotenten Matrizen,
also wie in Teil (a) wieder nilpotent.

(d) Sei u ein beliebiger unipotenter Endomorphismus und sei n := u — idy
der zugehorige nilpotente Endomorphismus. Sei p = 1 mit n? = 0 und
(log(idy +n))? =

Fiir alle z € R gilt
xm
exp(x —
)= 2

und fiir alle z € R mit |z| < 1 gilt

ok
log(1+ ) = Z(—l)k’lz :

k=1

Somit ist fiir alle x € R mit |z| <1
1+ z = exp(log(l + x))

Zulzors)

m=0 k=1



Definiere das Polynom
| 1 e X\
p(X):= )] - ( > (=1 ol
o<m<p 1<k<p

Fiir alle k < p stimmt der Koeffizient von X* mit dem Koeffizienten von X* in
der Taylorreihe von exp(log(1+x)) iiberein. Aus (??) und dem Identitatssatz
fiir Potenzreihen folgt also

p(X) =1+ X+ XPq(X)

fiir ein Polynom ¢(X). Wir schliessen

1
exp(log(idy +n)) = Z p- log(1 +n)™

o<m<p

-3 - ( > 1>'H”k)m
0<m<p ml! 1<k<p k

= p(n)

=1+n+nPq(n)

=1+n.

(c) Die Aussage log(exp(n)) = n fiir alle nilpotenten Endomorphismen n folgt
mit dem analogen Argument aus der Entwicklung von log(exp(z)) im Bereich
|exp(z) — 1] < 1.

7. Beweise den Satz von Cayley-Hamilton fiir algebraisch abgeschlossene Kérper K
unter Benutzung der Jordanschen Normalform.

Losung: Durch Wihlen einer Basis geniigt es zu zeigen, dass fiir jede quadratische
Matrix A € M,,«(K) die Gleichung

xa(4) =0 (1)

gilt. Das charakteristische Polynom &hnlicher Matrizen ist gleich, und die Glei-
chung (1) ist ebenfalls invariant unter Ersetzung von A durch eine dhnliche Matrix.
Somit geniigt es, den Satz fiir Matrizen in Jordanscher Normalform zu beweisen.

Sei nun also A in Jordannormalform. Dann ist A insbesondere in Blockdiagonal-
form mit Jordanblécken Ji, ... J; auf der Diagonalen. Das charakteristische Poly-
nom von A ist das Produkt der charakteristischen Polynome der Jordanblocken,
somit geniigt es zu zeigen, dass ein Jordanblock J; Nulstelle seinenes charakteri-
stischen Polynoms ist.

Nun betrachten wir einen einzelnen Jordanblock J; der Grofle m mit Eigenwert
Ai. Das charakteristische Polynom ist xi(A) = (A — \)™. Fir N mit 1 auf der
ersten Oberdiagonale ist J; = A\;1,,xm + IV. Beachte, dass N™ = 1 ist. Also gilt
tatsachlich y s, i(\) = N™ = 0.



*8. Die fiinf reellen Zahlen v, w, z,y, s erfiillen folgendes Gleichungssystem:

v =wr + ys, (2)
2 _ 2 2

v =wT + ys, (3)
v? = wlr + y’s. (4)

Zeigen Sie, dass wenigstens zwei der Zahlen gleich sind.

Lésung: Angenommen, es gelte wyv # 0 (im Fall, dass einer der Werte 0 ist, erfolgt
eine einfache Fallunterscheidung). Das gegebene Gleichungssystem ist dquivalent

zu
woy v T 0
w? y? v? s |=10]. (5)
w? oy w3 \—1 0
~ ~r Z N~
A u

Beachte, dass u € ker(A), aber u # Ops, weshalb A nicht invertierbar ist. Somit
folgt det(A) = 0. Da A im Wesentlichen eine Vandermonde-Matrix ist, erhélt man

0 = det(A) = wyv - (v —y)(v —w)(y — w), (6)

woraus die Aussage resultiert.

Hinweis: Diese Aufgabe war Teil des deutschen Bundeswettbewerb fiir Mathema-
tik, siehe:

https://bundeswettbewerb-mathematik.de/Bundesrunde 2024/1.



