D-MATH Lineare Algebra II FS 2025

Prof. Dr. S. Zerbes .
Serie 20

SKALARPRODUKT, ORTHOGONALITAT

1. Es sei (V,{,-)) ein reeller Vektorraum mit innerem Produkt. Ziel dieser Aufgabe
ist es zu beweisen, dass fiir jeden Vektor ungleich Null ein eindeutiger Vektor auf
der Einheitskugel mit minimalem Abstand existiert. Beweisen Sie die folgenden
Aussagen:

(a) Seien z,y € V mit ||z|| = [|y|]| = 1 und {z,y) = 1. Dann gilt z = y.
(b) Sei v eV ~\ {0} beliebig. Fiir jedes u € V mit |lul| =1 gilt

v

BT < [lv—ull.

(c) Sei v eV ~ {0}. Weiterhin sei u € V mit ||ul| = 1, sodass
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= b=l

Dann gilt u = L”

[lv
*(d) Gilt die Aussage auch, wenn die Norm nicht von einem Skalarprodukt indu-
ziert wird?

2. (a) Angenommen 6 € R. Zeigen Sie, dass

cos 6 —sinf
sinf /)’ \ cosf
cos 6 sin 0
sin@ )’ \ —cosf

orthonormale Basen von R? sind.

und

(b) Zeigen Sie, dass jede orthonormale Basis von R? eine der Formen in (a) hat.

N R

und versehen Sie Msyo(R) mit dem in Serie 20 Ubung 6 definierten Skalarprodukt.
Finden Sie eine orthonormale Basis von LH(A;, A,).

3. Betrachten Sie

1



. Seien V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und S < V' ein Ortho-
normalsystem. Zeige, dass sich S zu einer Orthonormalbasis von V' ergénzen lésst.

. Ein Unterraum U von R? mit dem Standardskalarprodukt sei aufgespannt von den
beiden Vektoren vy = (1,1,1)" und vy = (0,2,1)7.

(a) Bestimme je eine Orthonormalbasis von U und von U+.

(b) Berechne die Darstellungsmatrizen der orthogonalen Projektionen R3 — U
und R?* — U+ beziiglich der Standardbasis von R? und der jeweiligen Basis
aus (a).

. Zeige die folgende Behauptung:

Satz. Sei (V,{:,-)) ein endlichdimensionaler K- Vektorraum mit innerem Produkt.
Nehme an, dass T € Hom(V'). Wenn T eine obere Dreiecksmatriz beziiglich einer
Basis von V' hat, dann hat T eine obere Dreiecksmatriz beziiglich einer orthonor-
malen Basis von V.

. Fiir jeden der folgenden Vektorrdume V' mit dem Skalarprodukt (-, -) soll die Menge
U+ fiir die gegebene Teilmenge U gefunden werden.

(a) Betrachte zuerst

o o
Vi= {(a07a17a27 .- ) | Z ‘an‘2 < OO} ) <(an);.10:07 (bn>;.10:0> = Z Ay by,
n=0 n=0

Uy = {(an)y_y €V |3IN = 0 sodass Vm = N : a,, = 0}

(b) Zweitens betrachte

Vo= C(0.1]), (fog) = f f(z) - ga)dr,

1/2
ng{feV\fO f(x)dasz()}.



