D-MATH Lineare Algebra II FS 2025
Prof. Dr. S. Zerbes

Musterlosung Serie 20

SKALARPRODUKT, ORTHOGONALITAT

1. Es sei (V,{,-)) ein reeller Vektorraum mit innerem Produkt. Ziel dieser Aufgabe
ist es zu beweisen, dass fiir jeden Vektor ungleich Null ein eindeutiger Vektor auf
der Einheitskugel mit minimalem Abstand existiert. Beweisen Sie die folgenden
Aussagen:

(a) Seien z,y € V mit ||z|| = ||ly|| = 1 und {z,y) = 1. Dann gilt z = y.
(b) Sei v eV ~ {0} beliebig. Fiir jedes u € V mit ||ul| = 1 gilt

v
H < |lv —wul|.

o]

(c) Sei v eV ~ {0}. Weiterhin sei u € V mit ||ul| = 1, sodass

= lo-l

-
U_ —
o]

Dann gilt u = m

*(d) Gilt die Aussage auch, wenn die Norm nicht von einem Skalarprodukt indu-
ziert wird?

Lésung:

(a) Es gilt
lz =yl = [|=]* — 2z, 9) + yl* =2 -2 =0,

also x = y.

(b) Sei w € V mit ||ul]| = 1. Aus der umgekehrten Dreiecksungleichung erhalten
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(c¢) Da sowohl u und ”z—” die Norm 1 haben, geniigt es zu zeigen, dass

v
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was dquivalent zu
(v, u) = ||v]|

ist. Es gilt
lo = ull® = [Jol|* = 2€v, ) + [ull* = [Jv]]* = 2¢u, v) + 1.

Es folgt, dass

<U,U> =
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w,v) = vll;

wie gewiinscht.

Aliter: Wir beweisen nur, dass = jener eindeutige normierte Vektor mit minima-
lem Abstand zu v ist. Unser Ziel ist es also das Minimierungsproblem

min ||v — ul|
ueV
flull=1

zu 16sen und zu zeigen, dass das Minimum nur bei einem Argument angenommen
wird. Da wir ein Minimum iiber nicht-negative reelle Zahlen betrachten, und die
Funktion z ~— 22 dort streng monoton wachsend ist, kénnen wir also fquivalent
das Problem

min ||v — ul?

ueV

[lull=1
l6sen. Es gilt

lo —ull® = [Jol|* = 2v, w) + 1,

und dieser Wert ist minimal, wenn (v, u) maximal ist. Unser Problem ist daher
dquivalent zu
max v, u).

ueV
flull=1

Nach der Cauchy-Schwarz Ungleichung gilt fiir jedes w € V' mit |jul| = 1

(0, u) < lvf[fJull = vl
Dieses Maximimum wird bei HZ_H angenommen. Daher folgt schon einmal, dass HZ_H
minimalen Abstand zu v unter allen normierten Vektoren hat. Angenommen, ein
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Vektor u € V mit ||u|| = 1 hat ebenfalls minimalen Abstand zu v. Dann gilt also
{v,uy = |lv|| nach obiger Uberlegung. In der Cauchy-Schwarz Ungleichung tritt
Gleichheit genau dann ein, wenn die Vektoren linear abhingig sind. Da v # 0,
existiert also ein A € R mit u = Av. Dann ist

Il = (v, up = Xv,v) = Ajo|?,

1

woraus A = Tl und somit u = ﬁ folgt. Damit ist auch die Eindeutigkeit bewiesen.

Abschlieflend bemerken wir noch, dass wir obige Beweise nahezu wortlich auch auf
den komplexen Fall {ibertragen kénnen. Denn im komplexen Fall gilt

lz—yl|* = Co—y,z—y) = (x, 2) e, )~y )+ ) = ||~z )~ y)+lyll* = [|lz]*~2Re(¢

Adaptiert man nun die obigen Rechnungen geméf, erhélt man entsprechende Re-
sultate.

2. (a) Angenommen 6 € R. Zeigen Sie, dass

cos 0 —sinf
sinf /)’ \ cos@
cos sin 6
sin@ )’ \ —cosf

orthonormale Basen von R? sind.

und

(b) Zeigen Sie, dass jede orthonormale Basis von R? eine der Formen in (a) hat.
Lésung:

(a) Man kann leicht iiberpriifen, dass jeder der vier Vektoren die Norm sin? 6 +
cos? § hat, was gleich 1 ist. AuBerdem haben wir

{(cosB,sinf), (—sinb, cosf)) = —cosfhsinf + sinf cos§ = 0
{(cosf,sinb), (sinf, —cosf)) = cosfsinf — sin cos = 0,

was zeigt, dass sie orthogonal sind.

(b) Offensichtlich kénnen wir fiir beliebige v und v in R? mit |[v| = [ju] = 1
schreiben v = (cos#,sinf) und u = (cos e, sin «) fiir einige Winkel 6 und «a.
Wenn v, u eine Orthonormalbasis ist, dann muss gelten

0 = (v, uy = {(cosb,sinh), (cos a, sin a) )
= cosfcosa + sin fsin o

= cos(f — a).



Eine Losung ist, # und a so zu wihlen, dass a = 6 + 7. Dann

(cosa, sina) = (cos (6 + g) ,sin (9 + g))

= (cos@cos T _sinfsin z,sin@cosz + sin — COSQ)
2 2 2 2
= (—sind, cos ).

Was zeigt, dass v, u von der ersten Form in Teil (a) sind.

[ (4 D ¢ D)

und versehen Sie Ms,o(R) mit dem in Serie 20 Ubung 6 definierten Skalarprodukt.
Finden Sie eine orthonormale Basis von LH(A;, A,).

Losung: Das betreffende Skalarprodukt ist &hnlich dem Standard-Skalarprodukt
auf R*. Wir beginnen damit, A; zu normieren:

1 1/1 1

Der zweite Schritt besteht darin,

N R T B e

Nun normieren wir By:

3. Betrachten Sie

g () 1),

Dann ist {W7, Ws} eine orthonormale Basis von LH(A;, As).

4. Seien V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und S < V ein Ortho-
normalsystem. Zeige, dass sich S zu einer Orthonormalbasis von V' ergénzen lasst.

Lésung: Schreibe S = {vy,...,v,} und ergénze (vi,...,v,) zu einer geordne-
ten Basis (vy,...,v,) von V. Wende Gram-Schmidt-Orthogonalisierung darauf an
mit dem Resultat (b,...,b,). Die Konstruktion impliziert dann (b1,...,b,) =
(v1,...,v0m); folglich ist {by, ..., b,} eine Orthonormalbasis von V', welche S enthilt.

Aliter: Nach Annahme ist S eine Orthonormalbasis des Unterraums U := (S).
Da V endlich-dimensional ist, gilt V = U @ U*. Dabei ist U wieder endlich-
dimensional und besitzt daher eine Orthonormalbasis T'. Nach der Vorlesung ist
dann S U T eine Orthonormalbasis von V.



5. Ein Unterraum U von R? mit dem Standardskalarprodukt sei aufgespannt von den
beiden Vektoren vy = (1,1,1)" und vy = (0,2,1)7.

()
(b)

Bestimme je eine Orthonormalbasis von U und von U+,

Berechne die Darstellungsmatrizen der orthogonalen Projektionen R3 — U
und R? — U+ beziiglich der Standardbasis von R? und der jeweiligen Basis
aus (a).

Lésung:

(a)

Ein einfacher Weg, Orthonormalbasen von U und U+ gleichzeitig zu bestim-
men, ist die Anwendung der Gram-Schmidt-Orthonormalisierung auf die Vek-
toren vy, vo sowie einen zusitzlichen Vektor vs € R3, der die beiden zu einer
Basis erginzt, beispielsweise vz = (1,0,0)7. Man erhiilt damit

1 1 1 -1 1 1

wy = —= 5 wy=—=| 1 [, w3 = —=

v g vl NAR

Also ist (wy, ws) eine Orthonormalbasis von U und ws eine von U T,

Alternativ ermittelt man mit Gram-Schmidt fiir die Vektoren (v, vs) eine
Orthonormalbasis (wi,ws) von U, und 16st unabhéngig davon das lineare
Gleichungssystem (v;,w) = (vy,w) = 0 um einen Basisvektor «’ von UT zu
bestimmen, so dass dann w3 := u’/|v/| eine Orthonormalbasis von U7 ist.

Die orthogonale Projektion von R? auf U ist gegeben durch die Formel
v — {wy, vywy + {we, V)Ws.

Thre Darstellungsmatrix beziiglich der Standardbasis (ey, €9, e3) von R3 und
der Basis (wq,wsy) von U ist gleich

, 1/vV3  1/V3 13
(<ej,wi>)§;§§ = (wilwy)” = (_1/\@ 1/4/2 0 )

Analog erhilt man fiir die orthogonale Projektion von R? auf U* die Matrix

(<ej7w3>)1<j<3 = wg = (1/\/6 1/\/6 _2/\/6)-



6. Zeige die folgende Behauptung:

Satz. Sei (V,{:,-)) ein endlichdimensionaler K- Vektorraum mit innerem Produkt.
Nehme an, dass T € Hom(V'). Wenn T eine obere Dreiecksmatriz beziiglich einer
Basis von V' hat, dann hat T eine obere Dreiecksmatriz beziiglich einer orthonor-
malen Basis von V.

Beweis. Angenommen, T hat eine obere Dreiecksmatrix beziiglich einiger Basis

{v1,...,v,} von V. Somit ist LH (vy, ..., v;) fiir jedes j = 1,...,n unter T invari-
ant. Wenden Sie das Gram-Schmidt-Verfahren auf vy,...,v, an und erzeugen Sie
eine Orthonormalbasis eq, ..., e, von V. Da

L}I(€17...,6j):= LI{(Ul,...,lU)

fir jedes j ist, folgern wir, dass LH (eq, ..., e;) fiir jedes j = 1,...,n unter T inva-
riant ist. Somit hat 7" eine obere Dreiecksmatrix beziiglich der Orthonormalbasis
€1y,...,E€En.

]

7. Fiir jeden der folgenden Vektorrdume V' mit dem Skalarprodukt ¢, -) soll die Menge
U+ fiir die gegebene Teilmenge U gefunden werden.

(a) Betrachte zuerst

a0 e ¢]
‘/1 = {(a()aa'haQ) .. ) | Z |a7’b|2 < OO} ) <(an);.10=07 (bn>;?=0> = Z Ay, - bn7
n=0 n=0

Uy = {(an)p_y €V | IN = 0 sodass Ym = N : a,, = 0}

n=0

(b) Zweitens betrachte

Vo= C(0.1]), (fog) = f f(z) - gla)d,
1/2
Ug={f€V|f0 f(x)dasz()}.

(a) Fiir i € Zsq schreiben wir s fiir die Folge, deren Elemente alle 0 sind, ausser
dem i-ten Element, welches 1 ist. Fiir alle i € Zs, ist dann s® e U. Sei
b= (bn)nez-o € U*. Per Definition gilt fiir jedes i € Zx

Solutions:

© .
Db =0 = b=0
n=0

Da dies fiir alle Indizes @ gilt, folgt b = 0. Da b ein beliebiges Element von
U+ ist, erhalten wir Ut = {0y }.



(b) Bemerke zunichst, dass jede Funktion h € Ut auf [1/2, 1] verschwindet. Um
dies zu sehen nehme an, dass h € UL nicht auf [1/2,1] verschwinde. Aus
der Stetigkeit von h folgte dann die Existenz von zp € (1/2,1) und n € N
so, dass h sein Vorzeichen im Intervall (g — 1/n, ¢ + 1/n) nicht dndert und
sodass dieses in (1/2, 1) enthalten wére. Sei fy die stiickweise lineare Funktion
definiert durch

0, ze€ [O,xo — %]
folx) =% n, z=ux
0, ze[zo+ L,1]

Beispiel fiir h(z) = 522, xg = 3/4, n = 5.

— h(z)
1| fo(ZL‘)

0.25 0.5 0.75 1

Dann wire fy e U. Es folgte

fmw&hih(xﬂMx)dx

zo—1/n

>0,

J:ﬁ@M@Mx

da der Integrand sein Vorzeichen [:1:0 — %,xo + %] in nicht wechselte. Dies
wiire ein Widerspruch zu h e U*.

Als niichstes zeigen wir, dass jedes g € U+ auf [0, 1/2] konstant ist. Seien a, b €
(0,1/2) mit a < b. Dann existiert N(a,b) € N, sodass fiir alle ganzahligen n >
N(a,b) die stiickweise lineare Funktion f,, definiert wie folgt in V' enthalten

ist:
0, ze[0,a— 2]
n, r=a
falz) = 0, xe[avt%,b—%]
—n, x=>0

0, ze[b+1,1/2]
Da das Integral von f, auf [0,1/2] trivial ist, gilt f, € U. Sei g € U*. Dann



1st
1/2 a+l/n b+1/n
L f@)g(@)ds =0 = fe@ =~ [ h@taas

a—1/n b—1/n

Im Fall n — 400 konvergiert die zweite Gleichung zu g(a) = g(b). Wir zeigen
die Konvergenz der linken Seite der entsprechenden zu g(a) (die Konvergenz
rechte Seite ldsst sich dhnlich zeigen). Da g in a stetig ist, existiert fiir alle
€ >0 ein § > 0, sodass

|t —a|l <0 = |g(z) — g(a)] <e.

Sei nun n so, dass 1/n < §. Wir erhalten

[ st~ [ @gtaas

a—1/n a—1/n

a+1/n
_ f fu(@)(g(x) — g(a))da

a—1/n

N

a+1/n
f fulz) l9(z) — g(a)| da

a—1/n

a+1/n
< e lh@ld

a—1/n

= 8,

wobei wir benutzt haben, dass f,, auf [a — 1/n,a + 1/n] zu 1 integriert, um
die letzte Gleichung zu erhalten. Wenn wir £ gegen 0 gehen lassen, zeigt dies
die gewiinschte Konvergenz.

Da g stetig ist und a und b beliebig gewihlt waren, muss g auf [0, 1/2] konstant

sein. Da g auf [1/2, 1] verschwindet folgt aus seiner Stetigkeit, dass g auf dem
Intervall [0, 1] verschwindet. Also ist U+ = {0y }.



