
D-MATH Lineare Algebra II FS 2025
Prof. Dr. S. Zerbes

Musterlösung Serie 21

Skalarprodukt, Orthogonalität

1. Es sei A P GLnpRq. Dann gibt es eindeutig bestimmte Q P Opnq und eine untere
Dreiecksmatrix R P MnˆnpRq mit positiven Elementen entlang der Diagonalen, so
dass A “ RQ.

Lösung : Nach dem Theorem der Vorlesung existiert eine QR-Zerlegung von A´1,
also Q1 P Opnq und eine obere Dreiecksmatrix R1 P MnˆnpRq mit positiven Ele-
menten entlang der Diagonalen, sodass A´1 “ Q1R1. Invertieren der Gleichung
liefert eine Zerlegung mit den gewünschen Eigenschaften A “ pR1q´1pQ1q´1. Diese
ist eindeutig, da wir ansonsten verschiedene QR-Zerlegungen von A´1 generieren
könnten, was im Widerspruch zur Eindeutigkeit der QR-Zerlegung steht.

2. Berechne eine Zerlegung A “ QR der Matrix

A “

¨

˝

´1 1 ´1
2 0 1

´2 1 0

˛

‚

in eine orthogonale Matrix Q und eine rechte obere Dreiecksmatrix R. Verwende
diese Zerlegung, um das lineare Gleichungssystem Ax “ b für b “ p0, 3,´3qT zu
lösen.

Lösung : Mit dem Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren findet man die ge-
suchten Matrizen

Q “

¨

˝

´1{3 2{3 ´2{3
2{3 2{3 1{3

´2{3 1{3 2{3

˛

‚ und R “

¨

˝

3 ´1 1
0 1 0
0 0 1

˛

‚.

Durch Multiplikation der Gleichung Ax “ QRx “ b von links mit der invertierba-
ren Matrix Q´1 “ QT erhält man das äquivalente Gleichungssystem Rx “ QT b “

p4, 1,´1qT . Da R obere Dreiecksgestalt hat, erhält man hieraus schnell die Lösung
x “ p2, 1,´1qT .

3. Berechne eine QR-Zerlegung von

¨

˝

1 1 0
0 1 1
1 0 1

˛

‚.
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Lösung: Wir wenden Gram-Schmidt auf die Spalten von A an und erhalten eine
orthogonale Basis pv1, v2, v3q. Der Algorithmus liefert

v1 “ Ap1q
“

¨

˝

1
0
1

˛

‚,

v2 “ Ap2q
´

@

v1, A
p2q

D

}v1}
2 v1 “

1

2

¨

˝

1
2

´1

˛

‚,

v3 “ Ap3q
´

@

v1, A
p3q

D

}v1}
2 v1 ´

@

v2, A
p3q

D

}v2}
2 v2 “

2

3

¨

˝

´1
1
1

˛

‚.

Wir setzen rekursiv die Formeln ein und erhalten

v1 “ Ap1q

v2 “ ´
1

2
Ap1q

` Ap2q

v3 “ ´
1

3
Ap1q

´
1

3
Ap2q

` Ap3q.

Normierung liefert die ONB pw1, w2, w3q mit wi “ 1
}vi}

vi pi “ 1, 2, 3q, wobei

}v1} “
?
2, }v2} “

c

3

2
, }v3} “

2
?
3
.

Gegeben Vektoren ṽ1, . . . , ṽn P Km sei pṽ1| ¨ ¨ ¨ |ṽnq P MmˆnpKq die Matrix, deren
j-te Spalte gleich ṽj ist. Dann folgt aus obiger Rechnung

A

¨

˝

1 ´1
2

´1
3

0 1 ´1
3

0 0 1

˛

‚“ pv1 |v2| v3q “ pw1 |w2|w3q

¨

˚

˝

?
2 0 0

0
b

3
2

0

0 0 2?
3

˛

‹

‚

.

Mittels Gausselimination berechnet man
¨

˝

rccc|cccs1 ´1
2

´1
3

1 0 0
0 1 ´1

3
0 1 0

0 0 1 0 0 1

˛

‚

Z1` 1
3
Z3

ÝÝÝÝÝÑ
Z2` 1

3
Z3

¨

˝

rccc|cccs1 ´1
2

0 1 0 1
3

0 1 0 0 1 1
3

0 0 1 0 0 1

˛

‚

Z1` 1
2
Z2

ÝÝÝÝÝÑ

¨

˝

1 0 0 1 1
2

1
2

0 1 0 0 1 1
3

0 0 1 0 0 1

˛

‚
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und es folgt

A “ pw1 |w2|w3q

¨

˚

˝

?
2 0 0

0
b

3
2

0

0 0 2?
3

˛

‹

‚

¨

˝

1 1
2

1
2

0 1 1
3

0 0 1

˛

‚

“

¨

˚

˝

1?
2

1?
6

´ 1?
3

0
b

2
3

1?
3

1?
2

´ 1?
6

1?
3

˛

‹

‚

¨

˚

˝

?
2 1?

2
1?
2

0
b

3
2

1?
6

0 0 2?
3

˛

‹

‚

.

4. Sei A P OnpRq. Zeige, dass es einen eindeutigen Unterraum U Ă Rn gibt, so dass
A|U “ idU und ApUKq Ă UK ist und A|UK keine Fixpunkte ausser 0 P UK hat.

Lösung: Sei U der Eigenraum von A zum Eigenwert 1 (insbesondere U “ t0u falls
1 kein Eigenwert von A ist). Dann erfüllt U die Behauptungen. In der Tat gilt per
Definition dass A|U “ idU ist. Sei nun w P UK, also xu,wy “ 0 für alle u P U ,
wobei x, y das euklidische Skalarprodukt von Rn ist. Dann gilt aber

0 “ xu,wy “ xAu,Awy “ xu,Awy,

da A orthogonal ist und u laut Voraussetzung invariant unter A. Da dies für alle
u P U gilt, folgt also Aw P UK, dh. ApUKq Ă UK. Wäre nun w P UK ∖ t0u ein
Fixpunkt, dh. Aw “ w, dann wäre es ein Eigenvektor zum Eigenwert 1, dh. w P U .
Das ist ein Widerspruch da U X UK “ t0u ist.
Nehmen wir nun an wir hätten einen weiteren Teilraum W mit den Eigenschaften
aus der Aufgabe. Die Bedingung A|W “ idW ist äquivalent dazu, dass W im
Eigenraum von A zum Eigenwert 1 enthalten ist, also W Ă U . Wäre W ein echter
Teilraum von U so gäbe es einen Vektor 0 ‰ w P U senkrecht zu W . Dann ist w
ein Fixpunkt von A, der in WK ∖ t0u enthalten ist, ein Widerspruch.

5. Sei V “ Cpr´1, 1s,Rq der Vektorraum der stetigen reellwertigen Funktionen auf
dem Intervall r´1, 1s mit dem inneren Produkt

xf, gy “

ż 1

´1

fpxqgpxqdx,

für f, g P V . Sei φ : V Ñ R das lineare Funktional definiert durch φpfq “ fp0q.
Zeige, dass kein g P V existiert, sodass

@f P V : φpfq “ xf, gy

ist.

Warum ist dies kein Gegenbeispiel zu Theorem 13.8.3 der Vorlesung?
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Lösung : Nehme an, dass ein solches g P V existiert. Sei f0 ” 1 auf dem Intervall
r´1, 1s. Dann wäre

1 “ f0p0q “ xf0, gy “

ż 1

´1

1 ¨ gpxqdx “

ż 1

´1

gpxqdx.

Also existierte ein x0 P p´1, 1q mit gpx0q ą 0 und, da g stetig wäre, existierte
ein offenes Intervall U0 mit x0 P U0, sodass gpxq ą 0 auf U0 wäre. Indem wir U0

wenn nötig schrumpfen, könnten wir annehmen, dass 0 nicht im Abschluss von U0

enthalten wäre. Per Definition wäre hp0q “ 0.

Definiere h P V als stetige Funktion auf r´1, 1s, welche auf einem Subinterval
U1 von U0 strikt positv wäre und überall sonst verschwände, zum Beispiel als
stückweise lineare Funktion wie in Aufgabe 6.(b) der 21. Serie.

Dann wäre

0 “ hp0q “ xh, gy “

ż 1

´1

hpxqgpxqdx “

ż

U1

hpxqgpxq ą 0.

Die ist ein Widerspruch und zeigt somit, dass g nicht existiert.

Das widerspricht nicht dem Theorem 15.7.3, da dieser Satz nur für endlich dimen-
sionale Räume gilt.
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6. Das Ziel dieser Übung ist es, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz. Sei V ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum und F eine nicht-
leere Menge von kommutierenden normalen Operatoren in HompV q. Mit anderen
Worten, für alle A,B P F gilt AB “ BA und AA˚ “ A˚A. Es existiert eine
Orthonormalbasis von V , bezeichnet mit C “ tv1, . . . , vnu, sodass für alle 1 ď j ď n
und für alle A P F der Vektor vj ein Eigenvektor von A ist. Solche Operatoren
werden simultan diagonalisierbar genannt.

(a) Sei U ein linearer Unterraum von V und A P HompV q mit AU Ď U . Beweisen
Sie, dass A einen Eigenvektor in U hat.

(b) Sei U ein linearer Unterraum von V und G Ă HompV q eine Familie von
kommutierenden Operatoren, sodass für alle A P G gilt AU Ď U . Beweisen
Sie, dass es einen nicht-null Vektor v P U gibt, der ein Eigenvektor für jedes
A P G ist.

(c) Verwenden Sie (a) und (b), um den obigen Satz zu beweisen.

(d) Finden Sie eine Orthonormalbasis von C2, in der

A :“

ˆ

0 i
i 0

˙

und B :“
1

2

ˆ

1 ` i 1 ´ i
1 ´ i 1 ` i

˙

simultan diagonalisiert sind, falls diese den Voraussetzungen des Satzes ent-
sprechen.

Lösung:

(a) Da AU Ď U , ist die Einschränkung

A|U : U Ñ U
u ÞÑ Apuq

wohldefiniert. Da C algebraisch abgeschlossen ist, existiert ein Eigenwert λ P

C von A|U , und wir bezeichnen mit w P U einen zugehörigen Eigenvektor.
Schließlich haben wir

Apwq “ A|Upwq “ λw.

Daher ist w ein Eigenvektor von A in U .

(b) Wir beweisen diese Behauptung durch Induktion über die Dimension von U .
Nehmen wir zunächst an, dass dimpUq “ 1. Da für alle A P G, AU Ď U gilt,
haben wir sofort, dass für jeden nicht-null Vektor u P U und für jedes A P G
gilt, dass Au “ λu für irgendein λ P C.
Nehmen wir nun an, dass die Behauptung für 1 ď dimpUq ă k bewiesen
ist und sei dimpUq “ k. Wenn jedes A P G ein Vielfaches der Identität ist,
sind wir fertig. Andernfalls fixieren wir ein A P G so, dass A ‰ µ id für
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jedes µ P C. Nach (a) existiert ein Eigenvektor w von A in U . Sei λ der
entsprechende Eigenwert. Definiere

U 1
“ tv P U | Av “ λvu.

Nun ist dimpU 1q ă dimpUq, da A ‰ λ id. Für jedes B P G gilt dann BU 1 Ď U 1.
Tatsächlich, sei v P U 1, dann

ApBvq “ BpAvq “ λpBvq.

Also gibt es nach der Induktionshypothese einen nicht-null Vektor v0 P U 1,
der ein Eigenvektor für jedes Element von G ist.

(c) Sei V “ Cn. Nach (b) gibt es einen Vektor v1, der ein Eigenvektor für jedes
A P G ist. Setze e1 “ v1

}v1}
und V1 “ LHpe1q. Wir haben in den Vorlesungen

gesehen, dass e1 ebenfalls ein Eigenvektor von A˚ für jedes A P G ist. Also
AV1 Ď V1 und, nochmals nach einem Ergebnis aus den Vorlesungen, AV K

1 Ď

V K
1 für alle A P G. Setze U1 “ V K

1 und benutze (b) in U1. Es folgt, dass es
einen nicht-null Vektor v2 P V K

1 gibt, der ein Eigenvektor für jedes A P G ist.
Setze e2 “ v2

}v2}
und definiere

V2 “ LHpe1, e2q, U2 “ V K
2 .

Wir beobachten, dass

A˚V2 Ď V2 und AU2 Ď U2, für alle A P G.

Verfahren Sie ähnlich, bis en gefunden ist.

(d) Direkte Rechnungen zeigen, dass A und B den Voraussetzunen genügen. Eine
Orthonormalbasis ist

B “

"

1
?
2

ˆ

1
1

˙

,
1

?
2

ˆ

´1
1

˙*

In den folgenden zwei Aufgaben wollen wir eine wichtige Charakterisierungen von
positiv definiten Matrizen herleiten.

7. In dieser Aufgabe beweisen wir den Trägheitssatz von Sylvester. Sei A P MnˆnpCq

hermitesch. Dann gibt es eine invertierbare Matrix B P MnˆnpCq, sowie eindeutig
bestimmte r, s P N0, sodass

B˚AB “ diagp1, . . . , 1
loomoon

r

,´1, . . . ,´1
looooomooooon

s

, 0, . . . , 0
loomoon

n´r´s

q.

Genauer gilt

r “ maxtdimpUq | U ď V, @u P U ∖ t0u : u˚Au ą 0u,

s “ maxtdimpUq | U ď V, @u P U ∖ t0u : u˚Au ă 0u,
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wobei u˚ jener Vektor ist, der aus u durch Transposition und komplexe Konjuga-
tion entsteht.

Wir schreiben
xu, vy “ v˚Au

für u, v P Cn. Beachte, dass das kein inneres Produkt in unserem Sinne ist, da die
Definitheitsbedingung nicht erfüllt sein muss. Allerdings ist es davon abgesehen
eine Sesquilinearform und erfüllt insbesondere xu, uy P R.

(a) Wir zeigen zuerst die Existenz von B und der Diagonalmatrix. Wir verwenden
Induktion nach n. Der Basisfall n “ 0 ist trivial. Angenommen, n ą 0, und
die Aussage gilt für alle hermiteschen Matrizen der Dimension n´1. Beweisen
Sie die Aussage im Fall xu, vyA “ 0 für alle u, v P Cn.

(b) Zeigen Sie, dass für v, w P Cn die Gleichung

xu, vy “
1

4
pxu` v, u` vy ´ xu´ v, u´ vy ` ipxu` iv, u` ivy ´ xu´ iv, u´ ivyqq

gilt.

(c) Wir nehmen nun an, dass es u, v P Cn gibt mit xu, vy ‰ 0. Zeigen Sie, dass es
ein w P Cn gibt mit xw,wy ‰ 0.

(d) Wir ersetzen w durch

x “
w

a

|xw,wy|
.

Zeigen Sie, dass xx, xy P t´1, 1u.

(e) Sei
W “ ty P Cn

| xx, yy “ 0u.

Zeigen Sie, dass dimpW q “ n ´ 1 und dass

Cn
“ W ‘ spanptxuq.

(f) Wir erweitern x durch Elemente w2, . . . , wn P W zu einer Basis von Cn. Wir
bezeichnen mit C jene invertierbare Matrix, die durch Ce1 “ x, Cej “ wj

für j “ 2, . . . , n eindeutig festgelegt ist. Zeigen Sie, dass

C˚AC “

ˆ

xx, xy 0Tn´1

0n´1 A1

˙

,

wobei 0n´1 einen Spaltenvektor mit n ´ 1 Einträgen, die alle Null sind, be-
zeichnet und wobei A1 eine Matrix der Dimension n ´ 1 ist.

(g) Zeigen Sie, dass A1 hermitesch ist und verwenden Sie die Induktionsvoraus-
setzung, um den Existenzbeweis zu vollenden.
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(h) Wir zeigen nun noch, dass r tatsächlich mit dem oben behaupteten Wert
übereinstimmt. Es sei

N “ maxtdimpUq | U ď V, @u P U ∖ t0u : u˚Au ą 0u.

Wir zeigen zuerst r ď N . Es sei B “ pv1, . . . , vnq die Basis der Spalten von
B. Wir setzen W “ spanpv1, . . . , vrq. Zeigen Sie, dass für alle w P W ∖ t0u

gilt, dass w˚Aw ą 0, und folgern Sie daraus, dass r ď N .

(i) Wir zeigen r ě N per Widerspruch. Angenommen, es gibt einen Unterraum
U ď V mit dimpUq ą r und u˚Au ą 0 für alle u P U ∖ t0u. Sei U 1 “

spanpvr`1, . . . vnq. Zeigen Sie, dass U X U 1 ‰ t0u.

(j) Sei x P pU X U 1q ∖ t0u. Zeigen Sie, dass xx, xy ď 0, und erklären Sie, warum
das ein Widerspruch ist. Folgern Sie, dass r “ N .

(k) Indem Sie A durch ´A ersetzen und das bereits bewiesene anwenden, zeigen
Sie die obige Formel für s.

Lösung :

(a) Es gilt
0 “ xei, ejy “ e˚

jAei “ aji.

Daher ist A die Nullmatrix und somit bereits in der behaupteten Diagonal-
form.

(b) Es gilt aufgrund der Sesquilinearität

xu ` v, u ` vy ´ xu ´ v, u ´ vy “ 2xu, vy ` 2xv, uy “ 2pxu, vy ` xu, vyq

“ 4Repxu, vyq.

Die gleiche Rechnung zeigt, dass

xu` iv, u` ivy´xu´ iv, u´ ivy “ 4Repxu, ivyq “ 4Rep´ixu, vyq “ 4Impxu, vyq.

Daraus folgt

1

4
pxu ` v, u ` vy ´ xu ´ v, u ´ vy ` ipxu ` iv, u ` ivy ´ xu ´ iv, u ´ ivyqq

“ Repxu, vyq ` iImpxu, vyq “ xu, vy.

(c) Die oben bewiesene Darstellung zeigt, dass xu, vy als Kombination von Ter-
men der Form xw,wy geschrieben werden kann. Wenn letztere alle verschwin-
den, so verschwindet also xu, vy, was wir ausgeschlossen haben.

(d) Es gilt

xx, xy “
xw,wy

|xw,wy|
P t´1, 1u,

da xw,wy P R∖ t0u.
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(e) Die Abbildung

φx : Cn
Ñ C

y ÞÑ xx, yy

ist linear und nicht null, da φxpxq “ xx, xy ‰ 0. Also ist φx surjektiv, denn
C hat Dimension 1 als C-Vektorraum. Weiterhin ist W “ kerpφxq, also gilt
aufgrund des Dimensionssatzes dimpW q “ n ´ 1. Da x R W folgt

Cn
“ W ‘ spanptxuq.

(f) Die Matrix C˚AC ist hermitesch, denn

pC˚ACq
˚

“ C˚A˚
pC˚

q
˚

“ C˚AC,

da A˚ “ A. Also genügt es zu zeigen, dass die erste Spalte von C˚AC aus
dem Eintrag xx, xy, gefolgt von Nullen besteht. Der Eintrag pi, jq von C˚AC
ist durch e˚

iC
˚ACej gegeben, also gilt für j ě 2

e˚
1C

˚ACe1 “ pCe1q
˚ACe1 “ x˚Ax “ xx, xy,

e˚
jC

˚ACe1 “ w˚
jAx “ xx,wjy “ 0.

(g) Da C˚AC hermitesch ist, ist auch A1 hermitesch. Nach Induktionsvorraus-
setzung existiert eine invertierbare Matrix C 1 der Dimension n ´ 1, sodass
pC 1q˚A1C 1 eine Diagonalmatrix mit Einträgen 1, ´1 und 0 ist. Wir setzen

C̃ “

ˆ

1 0Tn´1

0n´1 C 1

˙

.

Dann ist C̃ invertierbar, und es gilt

C̃˚C˚ACC̃ “

ˆ

xx, xy 0Tn´1

0n´1 pC 1q˚A1C 1

˙

.

Da xx, xy P t´1, 1u ergibt das, eventuell nach einem Tausch von Zeilen und
Spalten, die gewünschte Form.

(h) Es gilt Bei “ vi. Sei w “
řr

i“1 αivi P W ∖ t0u. Dann folgt

w˚Aw “

r
ÿ

i“1

αiᾱiv
˚
i Avi `

r
ÿ

i,j“1
i‰j

ᾱiαjv
˚
i Avj

“

r
ÿ

i“1

|αi|
2 e˚

iBABei
loooomoooon

“1

`

r
ÿ

i,j“1
i‰j

ᾱiαj e
˚
iBABej

loooomoooon

“0

“

r
ÿ

i“1

|αi|
2

ą 0,

da ein αi ‰ 0 existiert. Da W ein Unterraum der Dimension r ist, der die
Bedingung in der Definition von N erfüllt, folgt r ď N .
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(i) Da dimpUq ď N ď n folgt insbesondere, dass r ă n. Beachte, dass dimpU 1q “

n ´ r. Aus dem Dimensionssatz folgt also

dimpU X U 1
q “ dimpU 1

q ` dimpUq ´ dimpU ‘ U 1
q ą r ` n ´ r ´ n “ 0,

denn dimpU ‘ U 1q ď n und dimpUq ą r.

(j) Da x P U 1 ∖ t0u können wir x “
řn

i“r`1 βivi schreiben. Nun führen wir
die gleiche Rechnung wie in W oben durch. Der einzige Unterschied besteht
darin, dass

e˚
iB

˚ABei P t´1, 0u

für i ě r ` 1 gilt. Also folgt
xx, xy ď 0.

Da x P U ∖ t0u widerspricht dies der Definition von U . Also kann ein Un-
terraum mit den Eigenschaften von U nicht existieren, und das zeigt, dass
r ě N . Mit dem vorherigen Punkt folgt also r “ N , wie behauptet.

(k) Ersetzen wir A durch ´A, so vertauscht dies die Rollen von r und s. Die
Bedingung

u˚
p´Aqu ą 0

ist äquivalent zu
u˚Au ă 0,

und da das r für ´A die oben behauptete Form hat, hat also das s für A
auch die behauptete Form.

8. Sei A P MnˆnpCq. Wir bezeichnen die linke obere pk ˆ kq-Teilmatrix von A als
Apkq. Die Hauptminoren von A sind die Werte detpApkqq für k “ 1, . . . , n. Sei A
hermitesch. Dann ist A genau dann positiv definit, wenn alle Hauptminoren von
A positiv sind. Diese Aussage bezeichnet man als Hauptminorenkriterium.

(a) Es sei zunächst A positiv definit. Zeigen Sie, dass Apkq für alle k “ 1, . . . , n
hermitesch und positiv definit ist.

(b) Es sei 1 ď k ď n. Wir wählen eine invertierbare Matrix Bk und eine Diagonal-
matrix Dk wie im Trägheitssatz von Sylvester, sodass Dk “ B˚

kA
pkqBk. Zeigen

Sie, dass Dk positiv definit ist, und folgern Sie, dass alle Diagonaleinträge von
Dk gleich 1 sind.

(c) Zeigen Sie, dass
detpB˚

k q “ detpBkq

und folgern Sie, dass detpApkqq ą 0.

(d) Nun nehmen wir umgekehrt an, dass alle Hauptminoren positiv sind. Für
1 ď k ď n sei

Vk “ spanpte1, . . . , ekuq.
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Wir zeigen durch Induktion nach k, dass die Einschränkung von A auf Vk

positiv definit ist. Da Vn “ Cn folgt daraus, dass A positiv definit ist. Zeigen
Sie den Basisfall k “ 1.

(e) Nun sei 1 ă k ď n und bereits bewiesen, dass A auf Vk´1 eingeschränkt
positiv definit ist. Zeigen Sie, dass detpDkq ą 0.

(f) Zeigen Sie, unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung, sowie der Formel
für r aus dem Trägheitssatz von Sylvester, dass alle Diagonaleinträge von Dk

gleich 1 sind.

(g) Folgern Sie, dass A auf Vk eingeschränkt positiv definit ist, was den Beweis
vollendet.

Lösung :

(a) Es ist klar, dass Apkq hermitesch ist. Ist v P Ck, und erweitern wir v mit
Nullen zu einem Vektor ṽ P Cn, so folgt

v˚Apkqv “ ṽ˚Aṽ.

Ist A also positiv definit, so auch Apkq.

(b) Für v P Ck∖ t0u ist auch Bkv P Ck∖ t0u, da Bk invertierbar ist. Daraus folgt
nun

v˚Dkv “ pBkvq
˚ApkqBkv ą 0,

da Apkq positiv definit ist. Also ist auch Dk positiv definit. Insbesondere gilt
e˚
iDkei ą 0, und das ist genau der i-te Diagonaleintrag von Dk. Da die Diago-
naleinträge von Dk entweder ´1, 0 oder 1 sind, müssen alle Diagonaleinträge
gleich 1 sein.

(c) Wir wissen bereits, dass die Determinante durch Transposition nicht verändert
wird. Also gilt

detpB˚
k q “ detpBkq.

Da komplexe Konjugation mit Multiplikation und Summen kommutiert, folgt
aus der Leibnitzformel für die Determinante, dass

detpBkq “ detpBkq.

Es gilt also

1 “ detpDkq “ detpB˚
k q detpBkq detpApkq

q “ | detpBkq|
2

loooomoooon

ą0

detpApkq
q,

und daher detpApkqq ą 0.

(d) Jeder Vektor in V1 ist ein skalares Vielfaches von e1. Es genügt also zu zeigen,
dass e˚

1Ae1 ą 0. Das ist genau der Eintrag an der Stelle p1, 1q von A, also die
Determinante von Ap1q, und dieser Wert ist nach Voraussetzung positiv.
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(e) Wie oben sehen wir, dass

detpDkq “ | detpBkq|
2 detpApkq

q ą 0.

(f) Wir beobachten, dass die Einschränkung vonA auf Vk´1 mit der Einschränkung
von Apkq auf Vk´1 übereinstimmt (wenn wir Apkq um Nullspalten und Null-
zeilen zu einer Matrix der Dimension n erweitern). Also ist Apkq auf Vk´1

positiv definit. Mit der Notation aus dem Trägheitssatz von Sylvester folgt,
dass r ě k ´ 1 ist, denn dimpVk´1q “ k ´ 1. Also hat Dk mindestens pk ´ 1q-
mal den Eintrag 1 auf der Diagonale. Da die Determinante von Dk genau das
Produkt der Diagonaleinträge ist, muss der letzte Diagonaleintrag also auch
1 sein.

(g) Die Einschränkung von A auf Vk ist genau Apkq. Beachte, dass Dk positiv
definit ist, denn Dk hat k-mal den Eintrag 1 auf der Diagonale. Nach dem
Trägheitssatz von Sylvester ist das r für Dk also genau k, und somit ist Dk

auf einem Unterraum der Dimension k positiv definit. Das ist aber ganz Vk.
Nun ist

Apkq
“ pB´1

k q
˚DkB

´1
k ,

und analog zu oben folgt, dass Apkq positiv definit ist.
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