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Adjungierte Abbildung, Selbstadjungierten und normalen Operatoren

Definition. Ein linear Operator T : V Ñ V heißt selbstadjungiert, wenn T “ T ˚.
Anders ausgedrückt ist T P HompV q selbstadjungiert genau dann, wenn

xTv, wy “ xv, Twy

für alle v, w P V gilt.

1. Es seien pV, x¨, ¨yV q und pW, x¨, ¨yW q IP Räume über einem Körper K, und es sei
T : V Ñ W linear. Zeige, dass

BildpT ˚
q “ kerpT q

K and BildpT q “ kerpT ˚
q

K.

2. Seien V und W wie oben. Nehme an, dass T P HompV,W q. Zeige, dass

(a) T genau dann injektiv ist, wenn T ˚ surjektiv ist.

(b) T genau dann surjektiv ist, wenn T ˚ injektiv ist.

3. SeiK ein Körper und sei pV, x¨, ¨yq ein endlichdimensionalerK-Skalarproduktraum.
Betrachte T P EndpV q und einen Unterraum U von V . Zeige, dass U invariant
unter T ist genau dann wenn UK invariant unter T ˚ ist.

4. (a) Geben Sie ein Beispiel für einen Operator T P HompC2q an, der nicht normal
ist. Erklären Sie sorgfältig, warum es sich nicht um einen normalen Operator
handelt.

(b) Geben Sie ein Beispiel für einen diagonalisierbaren Operator T P HompC2q

an, der nicht normal ist.

(c) Geben Sie ein Beispiel für einen Operator T P HompC3q an, der normal, aber
nicht selbstadjungiert ist.

(d) Geben Sie ein Beispiel für einen Operator T P HompR2q an, der diagonali-
sierbar, aber nicht selbstadjungiert ist.

(e) Überprüfen Sie, ob der Operator

T : R2 Ñ R2

v ÞÑ

ˆ

0 ´1
1 0

˙

v

normal ist. Erklären Sie, warum er nicht selbstadjungiert ist.
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5. Sei R2 mit dem Skalarprodukt ausgestattet

xx, yy “ 2x1y1 ´ x1y2 ´ x2y1 ` x2y2, x, y P R2.

(a) Definieren Sie einen selbstadjungierten Operator T auf dem Skalarproduk-
traum pR2, x¨, ¨yq mit Eigenwerten

?
2, 1.

(b) Ist der lineare Operator

T : R2 Ñ R2

v ÞÑ

ˆ

1 1
1 1

˙

v

ein selbstadjungierter Operator auf dem Skalarproduktraum pR2, x¨, ¨yq?

6. Sei V ein K-Vektorraum mit IP. Fixiere u, x P V . Definiere T P HompV q durch

Tv “ xv, uyx

für jedes v P V .

(a) Angenommen, K “ R. Zeigen Sie, dass T genau dann selbstadjungiert ist,
wenn tu, xu linear abhängig ist.

(b) Zeigen Sie, dass T genau dann normal ist, wenn tu, xu linear abhängig ist.
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