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Musterlösung Serie 24

Tensorprodukt

1. Sei S1 “ t1, x, 2x, x2, . . . , xku und S2 “ t1, x, x2, . . . , xku. Sei K ein Körper. Zeigen
Sie, dass KpS1q nicht isomorph zu KpS2q ist.

Lösung : Wir wissen aus der Vorlesung, dass dimKpKpS1qq “ |S1| “ k ` 2 und
dimKpKpS2qq “ |S2| “ k ` 1. Daher können diese beiden Vektorräume nicht
isomorph sein.

2. Vereinfache den folgenden Ausdruck in R2 b R3.
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Lösung : Wir drücken jeweils den ersten Faktor als Linearkombination der Stan-
dardbasisvektoren
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aus, benutzen die Linearität des Tensorprodukts
in der ersten Variablen, und fassen dann alle Terme mit demselben ersten Fak-
tor zusammen unter Benutzung der Linearität des Tensorprodukts in der zweiten
Variablen. Wir rechnen also
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Für den gewünschten Ausdruck erhalten wir somit
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3. Betrachte die K-Vektorräume U, V,W . Zeige mithilfe der universellen Eigenschaf-
ten, dass:

(a) U b pV b W q – pU b V q b W

(b) U b pV ‘ W q – pU b V q ‘ pU b W q

Lösung :

(a) Das Tensorprodukt V bW ist gemäss Satz 16.3.8 durch eine bilineare Abbil-
dung b : V ˆ W Ñ V b W charakterisiert,

pv, wq ÞÑ v b w

sodass für jeden weiteren Vektorraum U und jede bilineare Abbildung Φ :
V ˆ W Ñ U eine eindeutige lineare Abbildung φ : V b W Ñ U existiert,
sodass Φ “ φ ˝ b gilt.

Zuerst sei u P U . Definiere fu : V ˆ W Ñ pU b V q b W .

pv, wq ÞÑ pu b vq b w

fu ist bilinear p˚q, daher existiert eine eindeutige lineare Abbildung Fu :
V b W Ñ pU b V q b W .

v b w ÞÑ pu b vq b w
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Sei nun f : U ˆ pV b W q Ñ pU b V q b W

pu, v b wq ÞÑ Fupv b wq “ pu b vq b w.

Dann ist f bilinear p˚˚q, also existiert eine eindeutige lineare Abbildung F :
U b pV b W q Ñ pU b V q b W .

u b pv b wq ÞÑ pu b vq b w

Analog sei w P W , und definiere gw : U ˆ V Ñ U b pV b W q.

pu, vq ÞÑ u b pv b wq

gw ist bilinear p˚ ˚ ˚q, daher existiert eine eindeutige lineare Abbildung Gw :
U b V Ñ U b pV b W q.

u b v ÞÑ u b pv b wq

Sei nun g : pU b V q ˆ W Ñ U b pV b W q.

pu b v, wq ÞÑ Gwpu b vq “ u b pv b wq

g ist bilinear p˚ ˚ ˚˚q, daher existiert eine eindeutige lineare Abbildung G :
pU b V q b W Ñ U b pV b W q.

pu b vq b w ÞÑ u b pv b wq

Dann gilt

GpF pu b pv b wqqq “ Gppu b vq b wq “ u b pv b wq

F pGppu b vq b wqq “ F pu b pv b wqq “ pu b vq b w,

somitG˝F “ idUbpV bW q und F˝G “ idpUbV qbW und F undG sind zueinander
inverse Isomorphismen pU b V q b W – U b pV b W q.

p˚q fupv ` v1, wq “ pub pv ` v1qq b w “ ppub vq ` pub v1qq b w “ pub vq b

w ` pu b v1q b w “ fupv, wq ` fupv1, wq

fupαv, wq “ pu b αvq b w “ pαpu b vqq b w “ αppu b vq b wq “ αfupv, wq.

fupv, w`w1q “ pubvqbpw`w1q “ pubvqbw`pubvqbw1 “ fupv, wq`fupv, w1q

fupv, αwq “ pu b vq b αw “ αppu b vq b wq “ αfupwq.

p˚˚q Linearität in 2. Variablen folgt aus Linearität von Fu.

fpu` u1, v b wq “ pu` u1q b vq b w “ pub v ` u1 b vq b w “ pub vq b w `

pu1 b vq b w “ fpu, v b wq ` fpu1, v b wq

p˚ ˚ ˚q gwpu ` u1, vq “ pu ` u1q b pv b wq “ u b pv b wq ` u1 b pv b wq “

gwpu, vq ` gwpu1, vq
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gwpαu, vq “ pαuq b pv b wq “ αpu b pv b wqq “ αgwpu, vq

gwpu, v`v1q “ ubppv`v1qbwq “ ubpvbw`v1bwq “ ubpvbwq`ubpv1bwq “

gwpu, vq ` gwpu, v1q

gwpu, αvq “ u b pαv b wq “ u b pαpv b wqq “ αpu b pv b wqq “ αgwpu, vq

p˚ ˚ ˚˚q Linearität in 1. Variablen folgt aus Linearität von Gw.

gpub v, w`w1q “ ub pvb pw`w1qq “ ub pvbw` vbw1q “ ub pvbwq `

u b pv b w1q “ gpu b v, wq ` gpu b v, w1q

gpubv, αwq “ ubpvbαwq “ ubpαpvbwqq “ αpubpvbwqq “ αgpubv, wq.

Die Lösung dieser Aufgabe wurde von Jannik Kochert aufgeschrieben.

(b) Zeige, dass U b pV ‘ W q – pU b V q ‘ pU b W q.

Für diesen Isomorphismus nutzen wir die universelle Eigenschaft des Tensor-
produkts.

Definiere folgende Abbildungen:

i. Φ : U b pV ‘ W q Ñ pU b V q ‘ pU b W q

ii. Ψ : pU b V q ‘ pU b W q Ñ U b pV ‘ W q

Für Φ betrachte ich zunächst die bilineare Abbildung

φ : U ˆ pV ‘ W q Ñ pU b V q ‘ pU b W q

definiert durch φpu, pv, wqq “ pu b v, u b wq.

Nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts existiert eine eindeu-
tige lineare Abbildung Φ : U b pV ‘ W q Ñ pU b V q ‘ pU b W q mit

Φpu b pv, wqq “ pu b v, u b wq

für alle u P U, v P V,w P W .

Für Ψ definiere ich zwei bilineare Abbildungen:

ψ1 : U ˆ V Ñ U b pV ‘ W q

durch ψ1pu, vq “ u b pv, 0q, und

ψ2 : U ˆ W Ñ U b pV ‘ W q

durch ψ2pu,wq “ u b p0, wq.

Nach der universellen Eigenschaft existieren eindeutige lineare Abbildungen:

ψ̃1 : U b V Ñ U b pV ‘ W q

und
ψ̃2 : U b W Ñ U b pV ‘ W q

mit ψ̃1pu b vq “ u b pv, 0q und ψ̃2pu b wq “ u b p0, wq.
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Nun definiere ich Ψ : pU b V q ‘ pU b W q Ñ U b pV ‘ W q durch

Ψppu1 b vq, pu2 b wqq “ ψ̃1pu1 b vq ` ψ̃2pu2 b wq “ u1 b pv, 0q ` u2 b p0, wq

Für elementare Tensoren mit u1 “ u2 “ u erhalten wir

Ψppubvq, pubwqq “ ub pv, 0q `ub p0, wq “ ub ppv, 0q ` p0, wqq “ ub pv, wq

Um zu zeigen, dass Φ und Ψ zueinander invers sind, rechnen wir:

Für u P U, v P V,w P W :

pΨ ˝ Φqpub pv, wqq “ Ψppub v, ubwqq “ ub pv, 0q ` ub p0, wq “ ub pv, wq

Also ist Ψ ˝ Φ “ idUbpV ‘W q.

Für die andere Richtung: Sei pu1 b v1, u2 b w1q ein elementarer Tensor in
pU b V q ‘ pU b W q.

pΦ ˝ Ψqppu1 b v1, u2 b w1qq “ Φpu1 b pv1, 0q ` u2 b p0, w1qq

Wegen der Linearität von Φ und der Definition von Φ erhalten wir:

Φpu1bpv1, 0qq`Φpu2bp0, w1qq “ pu1bv1, u1b0q`pu2b0, u2bw1q “ pu1bv1, u2bw1q

Da elementare Tensoren eine Basis des Tensorprodukts bilden, folgt

Φ ˝ Ψ “ idpUbV q‘pUbW q.

Somit haben wir U b pV ‘ W q – pU b V q ‘ pU b W q bewiesen.

4. Eine Matrix A P Rnˆn heißt antisymmetrisch (oder schiefsymmetrisch), falls

AJ
“ ´A.

Sei nun A P Rnˆn eine reelle antisymmetrische Matrix. Beweise:

(a) A is normal.

(b) Alle Eigenwerte von A sind rein imaginär oder 0.

(c) Es existiert eine orthogonale Matrix Q P Rnˆn, so dass

QJAQ “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 λ1
´λ1 0

. . .

0 λk
´λk 0

0pn´2kqˆpn´2kq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

5



mit λj ą 0 für j “ 1, . . . , k. Die Matrix besteht aus k vielen 2 ˆ 2-Blöcken
der Form

ˆ

0 λj
´λj 0

˙

und einem Nullblock, falls n ungerade ist.

Solution:

Lemma 1. Sei A P Rnˆn antisymmetrisch. Dann ist A normal, d.h.

AJA “ AAJ.

Beweis. Da AJ “ ´A, folgt

AJA “ p´AqA “ ´A2
“ Ap´Aq “ AAJ.

Lemma 2. Alle Eigenwerte einer reellen antisymmetrischen Matrix sind rein ima-
ginär oder gleich null.

Beweis. Sei λ P C ein Eigenwert von A, und v P Cn, v ‰ 0, ein zugehöriger
Eigenvektor, d.h. Av “ λv. Dann gilt:

xAv, vy “ λxv, vy.

Da AJ “ ´A, gilt auch:

xAv, vy “ ´xv,Avy “ ´λxv, vy.

Also folgt:
λxv, vy “ ´λxv, vy ñ pλ ` λqxv, vy “ 0.

Da xv, vy ą 0, folgt λ ` λ “ 0 ñ λ P iR.

Lemma 3. Die reellen Eigenwerte einer antisymmetrischen Matrix sind gleich
null.

Beweis. Da alle Eigenwerte rein imaginär sind (nach vorherigem Lemma), kann
ein reeller Eigenwert nur dann auftreten, wenn λ “ 0.

Lemma 4. Zu jedem nichttrivialen Paar konjugiert komplexer Eigenwerte ˘iλ
mit λ ą 0, existiert ein reeller, A-invarianter Unterraum V Ă Rn der Dimension
2, auf dem A die Form

A|V “

ˆ

0 λ
´λ 0

˙

besitzt.
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Beweis. Sei λ “ iµ mit µ ą 0 ein Eigenwert von A, und v P Cn ein zugehöriger
Eigenvektor, d.h. Av “ iµv. Schreibe v “ x ` iy mit x, y P Rn. Dann gilt:

Av “ iµpx ` iyq “ iµx ´ µy.

Andererseits:
Av “ Apx ` iyq “ Ax ` iAy.

Vergleiche Real- und Imaginärteil:

Ax “ ´µy, Ay “ µx.

Daher ist spanpx, yq Ă Rn ein 2-dimensionaler A-invarianter Unterraum, auf dem
A wie

A|spanpx,yq “

ˆ

0 µ
´µ 0

˙

agiert.

Spektralsatz für antisymmetrische Matrizen

Satz (Spektralsatz für antisymmetrische Matrizen). Sei A P Rnˆn eine reelle
antisymmetrische Matrix. Dann existiert eine orthogonale Matrix Q P Rnˆn, so
dass

QJAQ “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 λ1
´λ1 0

. . .

0 λk
´λk 0

0pn´2kqˆpn´2kq

˛

‹
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mit λj ą 0 für j “ 1, . . . , k. Die Matrix besteht aus k vielen 2 ˆ 2-Blöcken der
Form

ˆ

0 λj
´λj 0

˙

und einem Nullblock, falls n ungerade ist.

Beweis. Wir wählen für jedes Paar konjugiert komplexer Eigenwerte ˘iλj wie im
vorherigen Lemma einen reellen A-invarianten Unterraum Vj der Dimension 2, auf
dem A durch eine Matrix der Form

ˆ

0 λj
´λj 0

˙
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dargestellt wird. Die Orthogonalität dieser Räume folgt aus der Normalität von
A, d.h. sie können gemeinsam diagonalisiert werden.

Die Summe aller Vj hat Dimension 2k, und wir wählen ein Orthonormalsystem für
jeden Vj. Falls n ungerade ist, bleibt ein eindimensionaler Raum übrig, auf dem A
null ist.

Zusammengesetzt ergibt dies eine orthogonale Matrix Q, sodass

QJAQ “

k
à

j“1

ˆ

0 λj
´λj 0

˙

‘ 0.

5. Zeige: Ist 1 ď n :“ mintdimkpV1q, dimKpV2qu ă 8 für Vektorräume V1 und V2, so
ist jeder Tensor in V1bKV2 eine Summe von n reinen Tensoren, aber im allgemeinen
nicht von n ´ 1 reinen Tensoren.

Lösung : Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir n “ dimKpV2q ď

dimKpV1q annehmen. Sei tbiuiPI eine Basis von V1 und sei tb1
1, . . . , b

1
nu eine Ba-

sis von V2. Dann ist
t bi b b1

j | i P I, 1 ď j ď nu

eine Basis von V1 b V2. Jeder Vektor v P V1 b V2 lässt sich daher schreiben als

v “
ÿ

iPI

n
ÿ

j“1

aijbi b b1
j

für eindeutige Koeffizienten aij P K. Mit vj :“
ř1

iPI aijbi P V1 für alle j folgt

v “

n
ÿ

j“1

vj b b1
j.

Also ist v die Summe der n reinen Tensoren v1 b b1
1, . . . , vn b b1

n.

Wir müssen weiter zeigen, dass ein Tensor existiert, welcher nicht die Summe von
n´1 reinen Tensoren ist. Wegen dimpV1q ě dimpV2q können wir dabei t1, . . . , nu Ă

I annehmen.

Behauptung. Der Tensor v :“
řn

i“1 bi b b1
i lässt sich nicht als Summe von n ´ 1

reinen Tensoren schreiben.

Beweis. Angenommen, es sei v “
řn´1

i“1 vibwi für Vektoren vi P V1 und wi P V2. Aus
Dimensionsgründen existiert dann eine nicht-verschwindende Linearform ℓ : V2 Ñ K
mit ℓpwiq “ 0 für alle i “ 1, . . . , n ´ 1. Durch Anwenden der linearen Abbildung
idV1 b ℓ : V1 bK V2 Ñ V1 bK K erhalten wir

n
ÿ

i“1

ℓpb1
iq ¨ pbi b 1q “

n
ÿ

i“1

bi b ℓpb1
iq “ pidV1 b ℓqpvq “

n´1
ÿ

i“1

vi b ℓpwiq “ 0.
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Da die Vektoren bi b 1 für alle i P I eine Basis von V1 bK K bilden, folgt daraus
ℓpb1

iq “ 0 für alle i. Da andererseits die b1
i eine Basis von V2 bilden, folgt daraus

ℓ “ 0, im Widerspruch zur Annahme.
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