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TENSORPRODUKT

1. Sei S; = {1, 2,22, 22, ..., 2%} und Sy = {1,2,22,...,2%}. Sei K ein Korper. Zeigen
Sie, dass K (S7) nicht isomorph zu K (S5) ist.

Lésung: Wir wissen aus der Vorlesung, dass dimg (K (S1)) = |Si| = k + 2 und
dimg (K (S2)) = |S2] = k + 1. Daher konnen diese beiden Vektorrdume nicht
isomorph sein.

2. Vereinfache den folgenden Ausdruck in R? ® R3.
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Léosung: Wir driicken jeweils den ersten Faktor als Linearkombination der Stan-
dardbasisvektoren ((1)) und (?) aus, benutzen die Linearitdt des Tensorprodukts
in der ersten Variablen, und fassen dann alle Terme mit demselben ersten Fak-
tor zusammen unter Benutzung der Linearitit des Tensorprodukts in der zweiten
Variablen. Wir rechnen also
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und analog
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Fiir den gewiinschten Ausdruck erhalten wir somit
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3. Betrachte die K-Vektorraume U, V, W. Zeige mithilfe der universellen Eigenschaf-
ten, dass:

() URQ(VW)=UV)W
b) UR(VeW)=(URV)d(UW)
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Lésung:

(a) Das Tensorprodukt V@ W ist geméss Satz 16.3.8 durch eine bilineare Abbil-
dung ® : V x W — V ® W charakterisiert,

(v,w) > VW

sodass fiir jeden weiteren Vektorraum U und jede bilineare Abbildung & :
V x W — U eine eindeutige lineare Abbildung ¢ : V® W — U existiert,
sodass ® = p o ® gilt.

Zuerst sei u € U. Definiere f, : V xW - (U®V)Q W.
(v,w) » (L®V) ®w

fu ist bilinear (x), daher existiert eine eindeutige lineare Abbildung F, :
VW - UV)W.

VW (U®V) ®w



Seinun f:Ux (VW) - URV)W
(u,v@w) - F,(v®@w) = (u®v) ®w.

Dann ist f bilinear (#+), also existiert eine eindeutige lineare Abbildung F' :
U (VW)—->UV)W.

U® (VW) — (L®v) ®w
Analog sei w € W, und definiere g, : U x V > U ® (VR W).
(u,v) — u® (v ®w)

Gw st bilinear (= = x), daher existiert eine eindeutige lineare Abbildung G|, :
U@V -U® (VW)

UV~ u® (v w)
Seinun g: (URV)xW U (VRW).
(L@ uv,w) > Guu®v) =u® (vRw)

g ist bilinear (= = =x), daher existiert eine eindeutige lineare Abbildung G :

URV)I)IW - U®(VW).
(L®V)®w — u® (vRw)
Dann gilt

GFu®Ww)) =G(u®v)@w) =ud® (vew)
FG(u®v)@w) = Flu® (v@w)) = (u®v) @w,

somit GoF' = idygwew) und FoG = idygv)ew und F und G sind zueinander
inverse Isomorphismen (U@ V)W = U ® (VR W).

() fulv +0,w) = (@O (0 + ) @ = (U@ V) + (U V) @ w = (1B V) ®
w4+ (uV)@w = fu(v,w) + fu(v,w)

fulav,w) = (U@ av) @w = ((u®V)) w = a((L®v) ®w) = af,(v,w).
fulv, w+w") = (u@v)R(w+w') = (URV)RW+ (URV)RW' = f, (v, W)+ fu (v, W)
fuv,aw) = (L) ®aw = a((u®v) ®w) = af,(w).

(#+) Linearitét in 2. Variablen folgt aus Linearitéit von F,.
flu+v,v@w)=(u+u)Rv)Quw=(uUv+u V) Quw = (L V) W +
(W ®v)Qw = flu,v@w) + f(u',vQ@w)

(x5 x%) gplu+u,v) = U+ ) QVOW) =u® (VW) +u® (vRw) =
Gu(u, v) + gu (W', v)



gu (o, v) = (au) @ (VO w) = a(u® (v w)) = agw(u,v)
Guw(u, v+0") = u((v+v")Qw) = UR(VROW+V'®W) = UR(VAW) +uR(V®w) =
9u (1, 0) + gu(u, V')

Gw(t,av) =u® (@ w) =u® (a(v@w)) = a(u® (VR w)) = ag,(u,v)
(* + »+) Linearitét in 1. Variablen folgt aus Linearitit von G,
JuRuuw+uw)=u®VR(w+u)) =uRVRUW+rRuW) =u® (VW) +
u® (vw) =g(u®uv,w) + glu®v,w)
g(u®v, aw) = u® (V®aw) = u (a(VRw)) = (U (VROW)) = ag(u®uv, w).

Die Liosung dieser Aufgabe wurde von Jannik Kochert aufgeschrieben.

Zeige, dass UQ (Ve W)= (UV)®d (U W).
Fiir diesen Isomorphismus nutzen wir die universelle Eigenschaft des Tensor-
produkts.

Definiere folgende Abbildungen:
Lo UVeW)->UV)e((UW)
i U:(UV)e(UW)->U® (VaeWw)
Fiir ® betrachte ich zunéchst die bilineare Abbildung

p:Ux(VeW)—-UV)e(UW)

definiert durch ¢(u, (v,w)) = (L@ v, u @ w).

Nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts existiert eine eindeu-
tige lineare Abbildung ®: U@ (VW) - (U®V)® (U® W) mit

P(u® (v,w)) = (L®v,u®@w)

fir alle wu e Uyjve V,we W.
Fiir ¥ definiere ich zwei bilineare Abbildungen:

b UXV U VEW)
durch 9 (u,v) = u® (v,0), und
Yo UxW ->URVaeW)

durch g (u, w) = u ® (0, w).
Nach der universellen Eigenschaft existieren eindeutige lineare Abbildungen:

D UQV UV aWw)

und )
Y : UQW - U (VaeW)

mit 1 (u@v) = u® (v,0) und Py (v @ w) = u® (0, w).
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Nun definiere ich ¥ : (U ®@ V)@ (U @ W) — U ® (V @ W) durch

U((uy @), (ug ®w)) = 1 (u1 @) + h(uz @ w) = uy ® (v,0) + uy @ (0, w)
Fiir elementare Tensoren mit u; = us = u erhalten wir

U((u®v), (u®@w)) = u®(v,0) +u® (0, w) = u® ((v,0)+ (0,w)) = U (v, w)

Um zu zeigen, dass ® und ¥ zueinander invers sind, rechnen wir:
FirueUwveV,weWV:

(Vod)(u® (v,w)) =¥ ((u®v,u®w)) =u® (v,0) +u® (0,w) =u® (v,w)

Also ist Vo ® = idU@(V@W)~

Fiir die andere Richtung: Sei (u; ® v1,us ® w;) ein elementarer Tensor in

UV)e(UW).

(PoU)((u; ®v1,us ®@wy)) = P(u; ® (v1,0) + uz ® (0, wn))
Wegen der Linearitédt von ® und der Definition von ® erhalten wir:
D (u1®(v1,0))+P(u®(0,w1)) = (W1Qv1, U1 ®0)+(u2®0, us@w1 ) = (U V1, Us@w )
Da elementare Tensoren eine Basis des Tensorprodukts bilden, folgt

© oW =idugviewew):
Somit haben wir U® (VO W) = (U®V)® (U® W) bewiesen.
4. Eine Matrix A € R™*™ heifit antisymmetrisch (oder schiefsymmetrisch), falls
AT = —A.
Sei nun A € R™*" eine reelle antisymmetrische Matrix. Beweise:

(a) A is normal.
(b) Alle Eigenwerte von A sind rein imaginér oder 0.

(c) Es existiert eine orthogonale Matrix ¢ € R"*", so dass

0 N
A 0
.

AO =
Q AQ 0 A
- 0

0(n—2k)x (n—2k)



mit A\; > 0 fir j = 1,..., k. Die Matrix besteht aus %k vielen 2 x 2-Blécken

der Form
0 A
=A; 0

und einem Nullblock, falls n ungerade ist.
Solution:

Lemma 1. Se: A € R™*" antisymmetrisch. Dann ist A normal, d.h.
ATA = AAT,
Beweis. Da AT = — A, folgt
ATA=(-A)A=—-A*= A(-A) = AA".
O

Lemma 2. Alle Figenwerte einer reellen antisymmetrischen Matrix sind rein ima-
gindr oder gleich null.

Beweis. Sei A € C ein Eigenwert von A, und v € C", v # 0, ein zugehoriger
Eigenvektor, d.h. Av = Av. Dann gilt:

(Av,v) = X, v).
Da AT = —A, gilt auch:
(Av,v) = —(v, Av)y = —Xv, v).

Also folgt:
Mv, vy = =Mv,v) = (A + N){v,v) = 0.

Da (v,v) > 0, folgt A+ A = 0= ) € iR. O

Lemma 3. Die reellen Eigenwerte einer antisymmetrischen Matriz sind gleich
null.

Beweis. Da alle Eigenwerte rein imaginér sind (nach vorherigem Lemma), kann
ein reeller Eigenwert nur dann auftreten, wenn \ = 0. ]

Lemma 4. Zu jedem nichttrivialen Paar konjugiert komplexer Eigenwerte +il\
mit A > 0, existiert ein reeller, A-invarianter Unterraum V < R™ der Dimension

2, auf dem A die Form
0 A
Alv = (—)\ 0)

besitzt.



Beweis. Sei A = iy mit g > 0 ein Eigenwert von A, und v € C" ein zugehoriger
Eigenvektor, d.h. Av = ipv. Schreibe v = x + iy mit x,y € R". Dann gilt:

Av = ip(z +iy) = ipz — py.

Andererseits:
Av = Az +1iy) = Az + iAy.

Vergleiche Real- und Imaginérteil:
Ar = —py, Ay = px.

Daher ist span(z,y) < R" ein 2-dimensionaler A-invarianter Unterraum, auf dem

A wie
_ (0 n
= (1)

agiert. O

Spektralsatz fiir antisymmetrische Matrizen

Satz (Spektralsatz fiir antisymmetrische Matrizen). Sei A € R™"™ eine reelle
antisymmetrische Matrix. Dann existiert eine orthogonale Matriz ) € R"™ ", so
dass

0 N
-X 0
.

AO =
Q AQ 0 A
—Ax 0

O(n—2k)x (n—2k)

mit \; > 0 fir j = 1,...,k. Die Matriz besteht aus k vielen 2 x 2-Blicken der
Form

und einem Nullblock, falls n ungerade ist.

Beweis. Wir wéhlen fiir jedes Paar konjugiert komplexer Eigenwerte +i)\; wie im
vorherigen Lemma einen reellen A-invarianten Unterraum V; der Dimension 2, auf
dem A durch eine Matrix der Form



dargestellt wird. Die Orthogonalitdt dieser Rdume folgt aus der Normalitdt von
A, d.h. sie kbnnen gemeinsam diagonalisiert werden.

Die Summe aller V; hat Dimension 2k, und wir wéhlen ein Orthonormalsystem fiir
jeden V. Falls n ungerade ist, bleibt ein eindimensionaler Raum {ibrig, auf dem A
null ist.

Zusammengesetzt ergibt dies eine orthogonale Matrix (), sodass

k
TAQ = (O Aj)@o.
Q"AQ j@l A0
O

. Zeige: Ist 1 < n := min{dimg(V}), dimg (V5)} < oo fiir Vektorrdume V; und V3, so
ist jeder Tensor in V;® V5 eine Summe von n reinen Tensoren, aber im allgemeinen
nicht von n — 1 reinen Tensoren.

Lésung: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir n = dimg(V3) <
dimg (V7)) annehmen. Sei {b;};c; eine Basis von Vi und sei {b},...,b/} eine Ba-
sis von V5. Dann ist

{bi®b;|iel, 1 <j<n}
eine Basis von V; ® V5. Jeder Vektor v e V1 ® V2 lasst sich daher schreiben als

’UZZ Zn:awbz®b;

iel j=1

fiir eindeutige Koeffizienten a,; € K. Mit v; := Z;E 7 ai;b; € Vi fiir alle j folgt

v = Zvj®b;.
j=1

Also ist v die Summe der n reinen Tensoren v; @ b), ..., v, ®b,.

Wir miissen weiter zeigen, dass ein Tensor existiert, welcher nicht die Summe von
n—1 reinen Tensoren ist. Wegen dim(V7) > dim(V3) kénnen wir dabei {1,...,n} c
I annehmen.

Behauptung. Der Tensor v := Y, | b; ® b} ldsst sich nicht als Summe von n — 1
reinen Tensoren schreiben.

. . 1
Beweis. Angenommen, es sei v = Z" 1 Ui®uj fiir Vektoren v; € Vy und w; € Va. Aus

Dimensionsgriinden existiert dann eine nicht-verschwindende Linearform ¢: V5 — K
mit {(w;) = 0 fiir alle i = 1,...,n — 1. Durch Anwenden der linearen Abbildung
idy, ® 0: V1 Qg Vo — V1 @k K erhalten wir

n —

Do) (i ®1) Zb QLD = (idy, ®0)(v Z i@ L(w;) = 0.

i=1 i=1



Da die Vektoren b; ® 1 fiir alle ¢ € I eine Basis von V} ®x K bilden, folgt daraus
((b;) = 0 fir alle i. Da andererseits die b eine Basis von V5 bilden, folgt daraus
¢ =0, im Widerspruch zur Annahme. n



