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Tensorprodukt

1. Seien V,W endlichdimensionale Vektorräume über einem Körper K. Zeige

V ˚
b W – HompV,W q.

2. Sei V ein Vektorraum der Dimension n und sei t ein Element von V bK V . Seien
B “ pb1, . . . , bnq und B1 “ pb1

1, . . . , b
1
nq geordnete Basen von V und schreibe

t “

n
ÿ

i,j“1

αij ¨ bi b bj “

n
ÿ

i,j“1

α1
ij ¨ b1

i b b1
j

mit eindeutigen Koeffizienten αij, α
1
ij P K. Beschreibe die Beziehung zwischen den

Matrizen
A :“ pαijq1ďi,jďn und A1 :“ pα1

ijq1ďi,jďn

in Termen der Basiswechselmatrix ridsBB1 .

3. Seien U, V,W endlichdimensionale Vektorräume über einem Körper K. Zeigen Sie,
dass

HompU b V,W q – HompU,HompV,W qq.

Unwichtige Bemerkung. Wir sagen, dass der “Hom-Funktor” und das Tensorpro-
dukt ein adjungiertes Paar bilden.

4. Sei
`

V, x , y
˘

ein unitärer Vektorraum. Bezeichne V aufgefasst als reellen Vektor-
raum mit VR. Zeige:

(a) Der Realteil Re x , y ist ein (euklidisches) Skalarprodukt auf VR.

(b) Für jede Orthonormalbasis B von pV, x , yq ist

␣

v, iv
ˇ

ˇ v P B
(

eine Orthonormalbasis von pVR,Re x , yq.

(c) Jeder unitäre Endomorphismus von V ist ein orthogonaler Endomorphismus
von VR.
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5. Sei f : V Ñ V 1 eine lineare Abbildung vonK-Vektorräumen, und sei L ein Oberkörper
von K. Zeige:

(a) Die Abbildung f b idL : VL Ñ V 1
L ist L-linear.

(b) Kernpf b idLq “ Kernpfq bK L.

(c) Bildpf b idLq “ Bildpfq bK L.

(d) RangLpf b idLq “ RangKpfq.

6. Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum über einem Körper K mit charpKq “ 0.
Berechne die Dimension des r-fachen alternierenden Produkts AltrpV q.
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