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Musterlosung Serie 25

TENSORPRODUKT

1. Seien V, W endlichdimensionale Vektorrdume iiber einem Korper K. Zeige

V*@W = Hom(V,W).

Solution: Definiere die Abbildung

o: V*xW — Hom(V, W)
(£7 U)) — (@(ﬂ,w) U= g(v>w>
Nach den Regeln der Addition und Skalarmultiplikation fiir lineare Funktionale
und lineare Abbildungen folgt, dass diese Abbildung bilinear ist (Nachrechnen!).

Also existiert eine eindeutige lineare Abbildung 7 : V*®W — Hom(V, W), sodass
das Diagram

VEXW — 1T s VrW
Hom(V, W)

kommutiert. In anderen Worten gilt fiir beliebige £ € V* we W

Nl ®w) = Vw)-

Zuerst zeigen wir, dass diese Abbildung surjektiv ist. Seien L € Hom(V, W) und
B = {e;}!", eine Basis von V und sei B* die korrespondierende Dualbasis. Be-
trachte {w; := L(e;) | 1 <i < n} c W. Jetzt gilt fiir ve V

" <2 e; ®wi) (V) = D, (e i) <Z e;(“)%’) = Zef(v)L(ei) = L(v).

Also ist n surjektiv.
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Als nichstes zeigen wir die Injektivitdt von 7. Sei C = {f;}7, eine Basis von W.
Nehme an, dass

n (Zn:i a; (€] ®fj)> =1 <Zn:i Bij(ef ®fj)> :

i=1j=1 i=1j=1
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Dies ist dquivalent zu
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woraus folgt
ZZ aj(e; @ fj) :ZZ ij(e; ® fj).

Also ist n injektiv, und damlt sind wir fertlg.

. Sei V' ein Vektorraum der Dimension n und sei ¢ ein Element von V ®x V. Seien
B = (by,...,b,) und B’ = (b},...,0],) geordnete Basen von V' und schreibe

r n
n n
. / / /
Zaij'bi@)bj = Z%j‘bi@bj
ij=1 ij=1

mit eindeutigen Koeffizienten a;;, o; € K. Beschreibe die Beziehung zwischen den
Matrizen

A= (aijhi<ijen und A= (0f)1<ij<n

in Termen der Basiswechselmatrix [id]5,.

Lésung: Die Matrix M := [id]5, = (my;);; ist charakterisiert durch die Formel
bi = >, my;bj, fiir alle i. Es folgt

”Zill ijb;®b; = ;aij<;mkibﬁc) ® (ZK: mgjb}>

/ /
= Z QMg TN bk X bf

i7j7kié

= Z <Z aijmkim€j>b;c ® b2 :

kol i
Da {b; @0 | i,j = .,n} eine Basis von V ® V' bildet, folgt fiir alle k, ¢
Oy = kaiaijmgj.
,J

In Matrizen bedeutet dies A’ = M - A- M7T.



3. Seien U, V, W endlichdimensionale Vektorrdume iiber einem Koérper K. Zeigen Sie,
dass
Hom(U ® V, W) =~ Hom(U, Hom(V, W)).

Unwichtige Bemerkung. Wir sagen, dass der “Hom-Funktor” und das Tensorpro-
dukt ein adjungiertes Paar bilden.

Losung: Definieren wir die Abbildung

®: Hom(U®V,W) — Hom (U, Hom(V, W))
P UV W] [@(7): U — Hom(V, W)

u = T v T(U®)

Wir {iberpriifen, dass diese Abbildung linear ist: seien 7,0 € Hom(U ® V, W) und
a,be K. Dann

(at 4+ bo)u(v) = (a7 + bo)(u® v)
=at(u®v) + bo(u®v)
= at,(v) + boy,(v)
Da dies fiir alle w € U und v € V gilt, haben wir ®(a7 +bo) = a®(7) + bP(c). Dies

beweist, dass ® linear ist. Wir miissen noch beweisen, dass ® eine lineare Inverse
zuldsst. Betrachten wir die Abbildung

U Hom (U, Hom(V, W)) — Hom(U® V, W)
o U — Hom(V,W)] . [\p(a): U@V — W

u Ou u®v  — oy(v)

Dies ist eine beidseitige Inverse von ®. Tatséchlich haben wir

(Wod)(m)(u®@v) = (2(7)(w))(v) = T(u @)
(20 W)(0)(W)](v) = V(o) (u®v) = ou(v)

Da v beliebig war, gilt (® o ¥)(o)(u) = o, als Elemente von Hom(V, W), und da
dies fiir alle u gilt, ist (¥ o ®)(0) = o als Elemente von Hom (U, Hom(V, W)).

4. Sei (V,{,)) ein unitérer Vektorraum. Bezeichne V aufgefasst als reellen Vektor-
raum mit Vg. Zeige:

(a) Der Realteil Re( , ) ist ein (euklidisches) Skalarprodukt auf Vg.
(b) Fiir jede Orthonormalbasis B von (V. {, )) ist

{v,iv | ve B}

eine Orthonormalbasis von (Vg,Re(, )).



(c)

Jeder unitére Endomorphismus von V ist ein orthogonaler Endomorphismus
von Vg.

Lésung:

(a)

Man priift direkt, dass Re( , ) bilinear ist; zum Beispiel gilt Re{(\v,w) =
Re(AMv,w)) = ARe{v,w) fir alle v,w € Vg und A € R. Wegen ReZ = Rez
fiir jedes z € C ist

Re{v,w) = Re({w, v)) = Re{w,v)
fiir alle v, w € Vg, also Re(, ) symmetrisch, und wegen (v, v) > 0 fiir alle v €

Ve~ {0} ist Re(, ) zudem positiv definit, also ein euklidisches Skalarprodukt.

Jeder Vektor in V ist eine komplexe Linearkombination der Basisvektoren
B, also auch eine reelle Linearkombination der Vektoren {v,iv|v € B}; Die
Vektoren v, iv fiir alle v € B erzeugen also V.

Aus (b, b") = dpy fiir alle b, b' € B folgt

Re <b, b/> = 5(,[,/,
Re <b, Zb/> = Re(z : (5be> = 0,
Re (ib, ib") = Re(i - (=) - Spy) = Ouwr-

Also ist {b,ib | b € B} eine Orthonormalbasis von (Vg,Re(, )).

Fiir einen unitdren Endomorphismus f von V' gilt (f(v), f(w)) = (v, w), also
Re{f(v), f(w)) = Re{v,w) fir alle v,w € V, also f orthogonal beziiglich

Re(, ).



5. Sei f: V — V' eine lineare Abbildung von K-Vektorraumen, und sei L ein Oberkorper
von K. Zeige:
(a) Die Abbildung f®id,: Vi, — V] ist L-linear.
(b) Kern(f ®idy) = Kern(f) ®x L.
(c¢) Bild(f ®idy) = Bild(f) ®x L.
(d) Rang,(f ®idr) = Rangg(f).

Lésung:

(a) Nach Konstruktion ist die Abbildung f ® id; K-linear, also insbesondere
additiv. Ausserdem gilt fiir alle v € V und x,y € L

(f@idp)(z- (v®y)) = (fRid)(v®ry) = flv)@zy
= - (f()®y) = = (fidL)(v®y).
Da jedes Element v € V ®g L eine Summe von Elementen der Form v ® y
ist, folgt
(f®idy)(z-0) = z- (f ®id.)(0)
fiir alle x € L. Insgesamt ist f ® id;, also L-linear.

(b-c) Wihle eine Basis B von Kern(f), ein Komplement U < V von Kern(f), sowie
eine Basis B’ von U. Dann induziert f eine bijektive Abbildung von B’ auf
eine Basis B” = f(B’) von Bild(f). Nach der Vorlesung sind dann

B:={b®1|be B} eine Basis von Kern(f) ®gx L,

B :={¥®1|teB} eine Basis von U ® L,
BuB ={b®1|be Bu B} eine Basis von V ®x L,

B":={"®1|b e B"} eine Basis von Bild(f) ®x L.

Insbesondere ist somit

Fiir jedes b € B gilt (f®id)(b®1) = f(b)®1 = 0® 1 = 0; also ist
B < Kern(f ®idy) und somit Kern(f) ®x L < Kern(f ®idy). Andererseits
bildet f ® id;, die Menge B’ bijektiv auf B” ab und induziert daher einen
Isomorphismus U ®x L — Bild(f) ®x L. Zusammen impliziert dies also
Bild(f ® id;) = Bild(f) ®x L und Kern(f ® idy) = Kern(f) ®x L, wie
gewiinscht.

(d) Aus der Definition des Rangs, der Aussage (c), und der Dimensionsinvarianz
der Basiserweiterung folgt

Rang, (f ®id;) = dim; (Bild(f ®id;))
= dimg(Bild(f)) = Rangg(f).



6. Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum tiber einem Koérper K mit char(K) = 0.
Berechne die Dimension des r-fachen alternierenden Produkts Alt" (V).

Lésung: Wir berechnen dim A"V. Es sei vy, ..., v, eine Basis von V. Dann ist
{viy Ao At dg # i Y 0
ein Erzeugendensystem von A"V weiterhin gilt
Vo(i) A" AUg(i) EC U Ao AT Yo eS,.

Daher ist
B:{Uil/\"‘/\ﬂirl 1<21<22<<ZT<TZ}

ein Erzeugendensystem von A"V. Weiterhin ist dieses Erzeugendensystem linear
unabhaengig, da die Bilder der Elemente unter A, linear unabhaengig sind. Daher
ist dim A"V die Anzahl der Elemente in B, d.h. gleich (7:)



