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Prof. Dr. S. Zerbes

Musterlösung Serie 25
Tensorprodukt

1. Seien V,W endlichdimensionale Vektorräume über einem Körper K. Zeige

V ˚
b W – HompV,W q.

Solution: Definiere die Abbildung

φ : V ˚ ˆ W Ñ HompV,W q

pℓ, wq ÞÑ pφpℓ,wq : v ÞÑ ℓpvqwq

Nach den Regeln der Addition und Skalarmultiplikation für lineare Funktionale
und lineare Abbildungen folgt, dass diese Abbildung bilinear ist (Nachrechnen!).
Also existiert eine eindeutige lineare Abbildung η : V ˚ bW Ñ HompV,W q, sodass
das Diagram

V ˚ ˆ W V ˚ b W

HompV,W q

T

φ
η

kommutiert. In anderen Worten gilt für beliebige ℓ P V ˚, w P W

ηpℓ b wq “ φpℓ,wq.

Zuerst zeigen wir, dass diese Abbildung surjektiv ist. Seien L P HompV,W q und
B “ teiu

n
i“1 eine Basis von V und sei B˚ die korrespondierende Dualbasis. Be-

trachte twi :“ Lpeiq | 1 ď i ď nu Ă W . Jetzt gilt für v P V

η

˜

n
ÿ

i“1

e˚
i b wi

¸

pvq “

n
ÿ

i“1

φpe˚
i ,wiq

˜

n
ÿ

j“1

e˚
j pvqej

¸

“

n
ÿ

i“1

e˚
i pvqLpeiq “ Lpvq.

Also ist η surjektiv.

Als nächstes zeigen wir die Injektivität von η. Sei C “ tfju
m
j“1 eine Basis von W .

Nehme an, dass

η

˜

n
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1

αijpe
˚
i b fjq

¸

“ η

˜

n
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1

βijpe
˚
i b fjq

¸

.
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Dies ist äquivalent zu

@v P V :
n
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1

αije
˚
i pvqfj “

n
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1

βije
˚
i pvqfj

ô @v P V, @1 ď j ď m :
n
ÿ

i“1

αije
˚
i pvq “

n
ÿ

i“1

βije
˚
i pvq

ô @1 ď j ď m :
n
ÿ

i“1

αije
˚
i “

n
ÿ

i“1

βije
˚
i

ô @1 ď j ď m, @1 ď i ď n : αij “ βij,

woraus folgt
n
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1

αijpe
˚
i b fjq “

n
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1

βijpe
˚
i b fjq.

Also ist η injektiv, und damit sind wir fertig.

2. Sei V ein Vektorraum der Dimension n und sei t ein Element von V bK V . Seien
B “ pb1, . . . , bnq und B1 “ pb1

1, . . . , b
1
nq geordnete Basen von V und schreibe

t “

n
ÿ

i,j“1

αij ¨ bi b bj “

n
ÿ

i,j“1

α1
ij ¨ b1

i b b1
j

mit eindeutigen Koeffizienten αij, α
1
ij P K. Beschreibe die Beziehung zwischen den

Matrizen
A :“ pαijq1ďi,jďn und A1 :“ pα1

ijq1ďi,jďn

in Termen der Basiswechselmatrix ridsBB1 .

Lösung : Die Matrix M :“ ridsBB1 “ pmijqi,j ist charakterisiert durch die Formel
bi “

řn
k“1mkib

1
k für alle i. Es folgt

t “

n
ÿ

i,j“1

αij bi b bj “
ÿ

i,j

αij

´

ÿ

k

mkib
1
k

¯

b

´

ÿ

ℓ

mℓjb
1
ℓ

¯

“
ÿ

i,j,k,ℓ

αijmkimℓj b
1
k b b1

ℓ

“
ÿ

k,ℓ

´

ÿ

i,j

αijmkimℓj

¯

b1
k b b1

ℓ .

Da tb1
i b b1

j | i, j “ 1, . . . , nu eine Basis von V b V bildet, folgt für alle k, ℓ

α1
kℓ “

ÿ

i,j

mkiαijmℓj.

In Matrizen bedeutet dies A1 “ M ¨ A ¨ MT .
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3. Seien U, V,W endlichdimensionale Vektorräume über einem Körper K. Zeigen Sie,
dass

HompU b V,W q – HompU,HompV,W qq.

Unwichtige Bemerkung. Wir sagen, dass der “Hom-Funktor” und das Tensorpro-
dukt ein adjungiertes Paar bilden.

Lösung: Definieren wir die Abbildung

Φ : HompU b V,W q Ñ HompU,HompV,W qq

rτ : U b V Ñ W s ÞÑ

„

Φpτq : U Ñ HompV,W q

u ÞÑ τu : v ÞÑ τpu b vq

ȷ

Wir überprüfen, dass diese Abbildung linear ist: seien τ, σ P HompU b V,W q und
a, b P K. Dann

paτ ` bσqupvq “ paτ ` bσqpu b vq

“ aτpu b vq ` bσpu b vq

“ aτupvq ` bσupvq

Da dies für alle u P U und v P V gilt, haben wir Φpaτ ` bσq “ aΦpτq ` bΦpσq. Dies
beweist, dass Φ linear ist. Wir müssen noch beweisen, dass Φ eine lineare Inverse
zulässt. Betrachten wir die Abbildung

Ψ : HompU,HompV,W qq Ñ HompU b V,W q
„

σ : U Ñ HompV,W q

u ÞÑ σu

ȷ

ÞÑ

„

Ψpσq : U b V ÞÑ W
u b v ÞÑ σupvq

ȷ

Dies ist eine beidseitige Inverse von Φ. Tatsächlich haben wir

ppΨ ˝ Φqpτqqpu b vq “ pΦpτqpuqqpvq “ τpu b vq

rppΦ ˝ Ψqpσqqpuqspvq “ Ψpσqpu b vq “ σupvq

Da v beliebig war, gilt pΦ ˝ Ψqpσqpuq “ σu als Elemente von HompV,W q, und da
dies für alle u gilt, ist pΨ ˝ Φqpσq “ σ als Elemente von HompU,HompV,W qq.

4. Sei
`

V, x , y
˘

ein unitärer Vektorraum. Bezeichne V aufgefasst als reellen Vektor-
raum mit VR. Zeige:

(a) Der Realteil Re x , y ist ein (euklidisches) Skalarprodukt auf VR.

(b) Für jede Orthonormalbasis B von pV, x , yq ist

␣

v, iv
ˇ

ˇ v P B
(

eine Orthonormalbasis von pVR,Re x , yq.
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(c) Jeder unitäre Endomorphismus von V ist ein orthogonaler Endomorphismus
von VR.

Lösung :

(a) Man prüft direkt, dass Re x , y bilinear ist; zum Beispiel gilt Re xλv, wy “

Repλxv, wyq “ λRe xv, wy für alle v, w P VR und λ P R. Wegen Re z “ Re z
für jedes z P C ist

Re xv, wy “ Rep xw, vyq “ Re xw, vy

für alle v, w P VR, also Re x , y symmetrisch, und wegen xv, vy ą 0 für alle v P

VR∖t0u ist Re x , y zudem positiv definit, also ein euklidisches Skalarprodukt.

(b) Jeder Vektor in V ist eine komplexe Linearkombination der Basisvektoren
B, also auch eine reelle Linearkombination der Vektoren tv, iv | v P Bu; Die
Vektoren v, iv für alle v P B erzeugen also V .

Aus xb, b1y “ δbb1 für alle b, b1 P B folgt

Re xb, b1
y “ δbb1 ,

Re xb, ib1
y “ Re

`

i ¨ δbb1

˘

“ 0,

Re xib, ib1
y “ Re

`

i ¨ p´iq ¨ δbb1

˘

“ δbb1 .

Also ist tb, ib | b P Bu eine Orthonormalbasis von pVR,Re x , yq.

(c) Für einen unitären Endomorphismus f von V gilt xfpvq, fpwqy “ xv, wy, also
Re xfpvq, fpwqy “ Re xv, wy für alle v, w P V , also f orthogonal bezüglich
Re x , y.
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5. Sei f : V Ñ V 1 eine lineare Abbildung vonK-Vektorräumen, und sei L ein Oberkörper
von K. Zeige:

(a) Die Abbildung f b idL : VL Ñ V 1
L ist L-linear.

(b) Kernpf b idLq “ Kernpfq bK L.

(c) Bildpf b idLq “ Bildpfq bK L.

(d) RangLpf b idLq “ RangKpfq.

Lösung :

(a) Nach Konstruktion ist die Abbildung f b idL K-linear, also insbesondere
additiv. Ausserdem gilt für alle v P V und x, y P L

pf b idLqpx ¨ pv b yqq “ pf b idLqpv b xyq “ fpvq b xy

“ x ¨ pfpvq b yq “ x ¨ pf b idLqpv b yq.

Da jedes Element ṽ P V bK L eine Summe von Elementen der Form v b y
ist, folgt

pf b idLqpx ¨ ṽq “ x ¨ pf b idLqpṽq

für alle x P L. Insgesamt ist f b idL also L-linear.

(b-c) Wähle eine Basis B von Kernpfq, ein Komplement U Ă V von Kernpfq, sowie
eine Basis B1 von U . Dann induziert f eine bijektive Abbildung von B1 auf
eine Basis B2 “ fpB1q von Bildpfq. Nach der Vorlesung sind dann

B̃ :“ tb b 1 | b P Bu eine Basis von Kernpfq bK L,

B̃1 :“ tb1
b 1 | b1

P B1
u eine Basis von U bK L,

B̃ Y B̃1
“ tb b 1 | b P B Y B1

u eine Basis von V bK L,

B̃2 :“ tb2
b 1 | b2

P B2
u eine Basis von Bildpfq bK L.

Insbesondere ist somit

V bK L “ pKernpfq bK Lq ‘ pU bK Lq.

Für jedes b P B gilt pf b idLqpb b 1q “ fpbq b 1 “ 0 b 1 “ 0; also ist
B Ă Kernpf b idLq und somit Kernpfq bK L Ă Kernpf b idLq. Andererseits
bildet f b idL die Menge B̃1 bijektiv auf B̃2 ab und induziert daher einen
Isomorphismus U bK L

„
Ñ Bildpfq bK L. Zusammen impliziert dies also

Bildpf b idLq “ Bildpfq bK L und Kernpf b idLq “ Kernpfq bK L, wie
gewünscht.

(d) Aus der Definition des Rangs, der Aussage (c), und der Dimensionsinvarianz
der Basiserweiterung folgt

RangLpf b idLq “ dimLpBildpf b idLqq

“ dimLpBildpfq bK Lq

“ dimKpBildpfqq “ RangKpfq.
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6. Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum über einem Körper K mit charpKq “ 0.
Berechne die Dimension des r-fachen alternierenden Produkts AltrpV q.

Lösung : Wir berechnen dim^rV . Es sei v1, . . . , vn eine Basis von V . Dann ist

tvi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ vir : ik ‰ iℓ @k, ℓu

ein Erzeugendensystem von ^rV ; weiterhin gilt

vσpi1q ^ ¨ ¨ ¨ ^ vσpirq P x vi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ viry @ σ P Sr.

Daher ist
B “ tvi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ vir : 1 ď i1 ă i2 ď ¨ ¨ ¨ ď ir ď nu

ein Erzeugendensystem von ^rV . Weiterhin ist dieses Erzeugendensystem linear
unabhaengig, da die Bilder der Elemente unter Ar linear unabhaengig sind. Daher
ist dim^rV die Anzahl der Elemente in B, d.h. gleich

`

n
r

˘

.
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