D-MATH Lineare Algebra I HS 2024
Prof. Sarah Zerbes ..
Losungen 8

1. Seien U, V, W beliebige Vektorraume. Beweisen Sie folgende Ungleichungen:

(a) Fir beliebige lineare Abbildungen f,g: U — V gilt
k(f +g) < tk(f) +1k(g).
(b) Fiir beliebige lineare Abbildungen f: U — V und g: V — W gilt

rk(g o f) < min {rk(f),rk(g)}.

(c) Formulieren und beweisen Sie analoge Eigenschaften fiir Matrizen.
Solution:

(a) Es gilt
im(f + g) Cim(f) +im(g),
denn fiir alle w € U ist (f + g)(u) = f(u) + g(u) € im(f) + im(g), woraus
folgt
rk(f + ¢g) = dimim(f + g) < dimim(f) + dimim(g) = rk(f) + rk(g) .

(b) Wegen im(g o f) C im(g), gilt sicherlich rk(g o f) < rk(g).
Da die Abbildung
Ilim(p) 1 im(f) = im(g o f)

linear und surjektiv ist, gilt zudem aufgrund der Dimensionsformel
dimim(g o f) = dimim(f) — dimker(gim(p)) < dimim(f)

und damit auch die Gesamtaussage.

(c) Da der Rang der n x m-Matrix A gleich dem Rang der linearen Abbildung
Ty: K™ — K" v~ Tyo ist, folgt:

(i) Fiir beliebige n x m Matrizen A und B gilt:
rk(A + B) < rk(A) 4+ rk(B) .
(ii) Fiir jede m x n Matrix A und jede n x r Matrix B gilt:

rk(AB) < min(rk(A), rk(B)) .



2. Sei V ein nichttrivialer endlich-dimensionaler Vektorraum. Beweisen oder wider-
legen Sie:

(a) V ist eine direkte Summe von 1-dimensionalen Unterrdumen, d.h. V kann
geschrieben werden als

V=UeUs® @ Uy,

wobei U; ein 1-dimensionaler Unterraum fur alle 1 < 7 < n ist.

(b) Fiir jeden Endomorphismus f: V — V gilt V = ker(f) & im(f).

(c¢) Fiir Unterrdume Vi, Vo, V3 von V gilt V =V} @ V, @ V3 genau dann, wenn
V=Vi+V,+V3und V; N Vo N V3 = {0} ist.

Solution:

(a) Diese Aussage ist richtig. Sei B = {b:...,b,} eine Basis von V. Dann ist die
Abbildung
K" =V, (x1,...,2,) = 210y + - + by

bijektiv. Andererseits ist jedes Element b € B ungleich Null und somit ist die
Abbildung K — (b), x;, — xpb bijektiv. Also ist auch die Abbildung

<b1> DD <bn> — V, (ﬂflbl, . ,l’nbn) — xlbl + e +l’nbn
bijektiv. Somitist V = (by)®- - -@B(b,) die direktet Summe von 1-dimensionalen
Unteraumen.

(b) Diese Aussage ist falsch. Betrachte zum Beispiel den durch Linksmultiplika-

tion mit der Matrix
A 01
~\0 O

gegebenen Endomorphismus T4: R*? — R?. Dann ist ker(T4) = ((})) =
im(74). Die zwei Unterrdume haben weder den Durchschnitt {0}, noch
erzeugen sie zusammen R?, daher konnen sie nicht die direkte Summe V =

ker(f) @ im(f) bilden.
(c) Diese Aussage ist falsch, zum Beispiel fiir die Unterrdume V; := ((})) und
Vo :={(9)) und V3 := ((1})) von R? gilt
V=Vi+Va+ V3,
sowie
VinVanvs = {0},

jedoch gilt nicht
V=VioVhaels



1 0 3 ) 2
3. Seien By :=({0],[1 yund Bo:= (2 ]|,15],(2])
1 0 0 2 1

Sei € := (e, €9, €3) die Standardba51s des R3.

(a) Zeigen Sie, dass B; und B, Basen vom R? sind.

(b) Bestimmen Sie die Transformationsmatrix 77 (bzw. T,) des Basiswechsels
von By nach By (bzw. von By nach By).

(c) Uberpriifen Sie durch Nachrechnen, dass T3 Ty = To T} = I gilt.

Solution:
(a) Explizite Rechnungen zeigen, dass die Vektoren linear unabhéngig sind. Da

die Mengen jeweis Kardinalitit 3 haben, sind sie Basen des R3.

(b) Seien By = (x1,x2,23), By = (y1,Y2,y3). Wir wollen die Vektoren von B; als
linear kombination der Vektoren von By schreiben. Also ist

3

ri= Y ()5,

Jj=1

und
3

Y = Z(TQ)ji Zj-

J=1

Durch Losen von drei 3 x 3-Gleichungssystemen fiir die 9 Koeffizienten von

z.B. T; folgt:
Yy = —3$1 —71’2 +3x3
Yyo= —x1 —4dxzs +3u3
Yz = —Ty  tI3
Unter Beachtung der Indizes folgt:
-3 -1 0
Ty =[idps]pz = | -7 —4 -1 |,
3 3 1
1 -1 -1
Ty = [idgs] g} = (fidgs]g?) ' = -4 3 3
9 —6 —5
(c) Es gilt
-3 -1 0 1 -1 -1 1 00
-7 -4 -1 -4 3 3 |=101201],
3 3 1 9 —6 -5 00 1



sowie

1 -1 -1 -3 -1 0 1 00
-4 3 31| -7 -4 -1]1=([0120
9 -6 -5 3 3 1 0 01

4. Sei T : V. — W eine invertierbare lineare Abbildung und B und C geordnete
(endliche) Basen fiir V und W. Geben Sie einen Beweis oder finden Sie ein Gegen-
beispiel fiir die folgende Aussage:

([8) " =118

Solution: Diese Aussage ist falsch. Im allgemeinen gilt

Nicht einmal wenn V' = W gilt, und die Abbildung [T1]5 auch definiert ist gilt
diese Aussage.

Wir betrachten das folgende Gegenbeispiel. Es sei V =W = R? und B = {e;, 5}
die Standardbasis, sowie C = {c1, ca} wobei

cl = 361 + 462, Cy = 261 + 362,
gilt. Sei T': R? — R? die lineare Abbildung, definiert auf der Basis B durch

T(el) = €9,
T(eg) = €1 — 362.

Dann ist T'(e;) = —2¢; + 3¢ sowie T'(e2) = 9¢; — 13¢o. Somit gilt

= (3 ).

Die inverse lineare Abbildung 7! ist auf der Basis B gegeben durch

Tﬁl(el) = 361 + €2,
T_l(eg) = €1,

denn T'(e1) = eg und T'(3e; + e3) = ;.
In der Basis C ausgedriickt ergibt das

T Y(ey) = Tey — 9es,
T71<€2) = 301 — 402.

= (4 %)

4

Damit gilt



und somit
1B B _ [0 24
= (5 2

was nicht die Identitatsmatrix ist.

Betrachten wir die lineare Abbildung 7! jedoch als lineare Abbildung der Aus-
gangsbasis C und der Endbasis B so erhalten wir folgendes. Die Abbildung 7!
sendet die Basis C nach

T Y (e1) = T (3e; + dey) = 3(3e; + eg) + dey = 13e; + 3ey,
T ey) = T (2e1 + 3ea) = 2(3e; + €2) + 3e1 = ey + 2e,.

Daher folgt

was wir zeigen wollten.

. Sei V' ein Vektorraum. Ein Endomorphismus P : V' — V heisst idempotent oder
eine Projektion, falls P? = P ist. Zeige:

(a) Fiir jede Projektion P gilt
V = Kern(P) & Bild(P).

(b) Seien Wy, Wy C V zwei beliebige Untervektorrdume mit V = W7 @ W,. Dann
gibt es eine eindeutige Projektion P : V — V', sodass gilt:

Kern(P)=W; und Bild(P)=W;.
Solution:
(a) Sei P:V — V eine Projektion und setze
Wy :=Kern(P) und W, := Bild(P).

Wir miissen zeigen, dass Wi 4+ Wy =V und W; N Wy = 0 ist.
Fiir ein beliebiges v € V' gilt

P(v— P(v)) = P(v) — P*(v) = P(v) — P(v) =0,

also ist v — P(v) € Kern(P) = W. Weiter ist P(v) € Bild(P) = W,. Damit
ist

v=(v—P))+ Pv)

b}



eine Zerlegung von v in eine Summe von v — P(v) € Wj und von P(v) € Ws.

Es bleibt also zu zeigen, dass Wi N W, = {0}. Sei dazu v € W7 N Ws,. Dawv
im Bild von P liegt, gibt es ein w € V, sodass P(w) = v ist. Wenden wir P
auf beide Seiten der Gleichung an, so folgt P?(w) = P(w) = P(v). Da aber
v ebenfalls im Kern von P ist, haben wir 0 = P(v) = P(w) = v.

(b) Seien Wi, Wy C V zwei beliebige Untervektorrdume von V mit V' = Wy @ Ws.
Dann existiert fiir jedes v € V eindeutige w; € W und wy € Wiy, sodass
v = wy +wy ist. Definiere die Abbildung P : V' — V durch P(v) = wy, wobei
wy € Wy das eindeutige Element in W5 ist mit v = wy + wy fiir ein wy € W.
Man priift nun direkt, dass P linear und eine Projektion mit W; = Kern(P)
und Wy = Bild(P) ist.
Es bleibt zu zeigen, dass P eindeutig ist. Sei P’ eine weitere Projektion mit
Wy = Kern(P') und W, = Bild(P’). Dann ist

P|W1:0:P/|W1.

Fiir ein beliebiges Element w € Ws, gibt es Elemente v,v" € V., so dass
P(v) = w und P'(v') = w ist. Es folgt

P(w) — P'(w) = P(P(v)) — P'(P'(v")) = P(v) = P'(v') =w—w=0

und damit stimmen P und P’ auf W5 {iberein, das heisst P|y, = P'|y,. Da
V = Wi @& Ws ist, gilt damit P = P’, denn auf den beiden Untervektorraumen
Wi und W5 sind P und P’ identisch.

6. Betrachten Sie die Ebene E C R? gegeben durch
E={(z,y,2) eR* |z +2z =y}

(a) Zeigen Sie, dass E ein Unterraum ist.

(b) Zeigen Sie, dass das orthogonale Komplement
Et = {(z,y,2) e R®|V(',y/,?) € E: 22’ +yy + 22 =0}

ein nicht-trivialer Unterraum von R? ist und zeigen Sie E @ E+ = R3.

(c) Sei Pg : R? — R3 die orthogonale Projektion auf E, d.h. P ist eine Projektion
mit Ker(Pg) = E+ und Im(Pg) = E. (Wegen Aufgabe 3 wissen Sie schon,
dass diese Projektion existiert.)

Finden Sie eine Basis B von R?, so dass

[PE]g =

O O =
O = O
o O O



(d)

Bestimmen Sie [PE]gg, wobei &3 die Standardbasis von R? ist.

Solution:

(a)

Wir betrachten die Abbildung f : R* — R, (z,9,2)" — o —y + z. Dann ist
[ linear, da f = Ty, 11y und E = Ker(f), also ist E ein Unterraum. Wir

bemerken, dass f # 0, da
O

Folglich ist Rang(f) > 1 und da Im(f) C R, folgt Rang(f) = 1. Also ist
dim F = dim R* — Rang(f) = 2.

Fir zwei gegebene Vektoren v = (g) U = (zx/) € R3, schreiben wir

Z/

(v,0") == za’ +yy' + 22’

Seien v" = (5) € R3, )\ € R gegeben, dann ist
(v, 0" + MN") =x(2" + X2") +y(v' + \y') + 2(2" + \2")
:xx’+yy’—|—zz’+>\(:ca:”+yy”+zz”)
=(v,0") + A(v,0")

Also ist (v,v’) linear in der zweiten Komponente.

Sei {vy, v} eine Basis von E (vgl. Teilaufgabe 6a). Dann impliziert die
obige Rechnung, dass v € E+ genau dann, wenn (v,v;) = (v,v3) = 0 gilt.
Dieselbe Rechnung wie vorhin angewendet auf die erste Komponente zeigt,
dass die Abbildungen fi, fo : R*> — R gegeben durch f; : v — (v,v;) und
fo i v (v,vy) linear sind. Also gilt

E* = Ker(f)) NKer(fs).

Da vy,vy # 0, sind fi, fo nicht-trivial: gegeben k existiert ein 1 < ¢ < 3 so
dass fr(e;) # 0; sei namlich i so gewéhlt, dass die i-te Komponente von vy,

nicht 0 ist, dann ist fi(e;) gleich der i-ten Komponente von vy und somit ist
fr # 0. Dies zeigt, dass dim Ker(f;) = dim Ker(f;) = 2 und daraus folgt

dim E* =dim (Ker(f1) N Ker(f»))
= dim Ker(f;) + dim Ker(f2) — dim(Ker(f1) + Ker(f3)) > 1

~
CR3

Angenommen v = (2,y,2) € EN E+, dann ist

0= (v,v) = 2% +y*+ 2



und folglich v = 0. Also ist
dim(E + E*) = dim E 4 dim B+ — dim(E N E*) > 3 = dim R?
und es folgt R? = E @ E+. Man beachte, dass dies zeigt, dass
dim B+ = dim(E @ E*) — dim F = dimR® — 2 = 1.

(c) Wir haben in Aufgabe 3 bereits gezeigt, dass w = Pg(v) genau dann gilt,
wenn w € E und v—Pg(v) € E+. Daraus folgt, dass Pg(v) = v fiir allev € E.
Sei also {vy, v} eine Basis von E, dann ist Pg(v1) = v; und Pg(vy) = vs.
Falls {v3} eine Basis von E*+, dann ist B = (v1, v9, v3) eine Basis von R? und
[Pg|s hat die gewtinschte Form. Es bleibt, vy, v9, v3 explizit zu bestimmen.
Man iiberpriift leicht, dass z. B. v; = (1,2,1) und vy, = (1,0, —1) in E liegen.
Fir A, Ay € R mit A\jv; + Avy = 0 gilt

0 - (/\1 + )\2,2)\1, )\1 - )\2)

und folglich A\; = Ay = 0. Also ist {v1,v2} eine Basis von E.

Wir wihlen vy = (—2,2,—2), d.h. v3 = v; X vy, wobei x das in der Schule
diskutierte Kreuzprodukt beschreibt. Dann ist v3 € E+. Alternativ bestimmt
man den Vektor vz = (z,v, 2) als eine der Losungen des Gleichungssystems

<($ayvz)7vl> =T + 2y +z

0 —
0= {(z,y,2),v2) =2 — 2

Wie eingangs beschrieben, ist B = (v, v, v3) eine Basis fir die gilt

1
[Pelg= |0
0

o = O
o O O

Beachte, dass B in keiner Weise eindeutig ist. Beispielsweise ist {v}} gegeben
durch v = (1,—1,1) ebenfalls eine Basis von E+. Also gilt fiir B :=
(v1, v2,v%) ebenfalls

[Ppl = [Pelg =

O O =
o = O
o O O

(d) Wir verwenden [PE]gg = [idgs], [Pg)B[idgs]%. Es gilt sicherlich

1 =2
0 2
-1 =2

lidgs]2 =

— DN



Fiir die Umkehrung des Basiswechsels iiberlegen wir uns, dass fiir A;, Ao, A3 €

R gilt
A+ Ay — 23
/\1’01 + )\2’02 + )\3213 = 2)\1 + 2)\3
A — Ay —2)3
Wir l6sen nun Ajv; + Agvg + Agvs = ¢; fiir j = 1,2, 3 und erhalten
1 1 1
? 3 g
leils=1| 5 |, leedls=|(0], lesls=1[—35
_1 1 _1
6 6 6
Es folgt
1 1 =2\ /1 00\ /[/: 3 3
P2 =12 0o 2]lo1o]|l 0 -2
11 1
1 -1 =2 0 00 5 5 “&
1 1 1
LoLo2) (5 g
=12 0 2 3 0 —3
1 -1 =2 00 O
2 1 -1
=— 1 2 1
-1 1 2

Bemerkung: Diese Matrix hatte man nahezu unmoglich direkt berechnen
kénnen. Die Verwendung von Basiswechselmatrizen erscheint auf den ersten
Blick vielleicht als Umweg, sie macht das Argument im Grunde genommen
aber relativ einfach und es gibt nur wenig Gelegenheit Fehler zu machen,
insbesondere wenn wir spiter lernen [idgs]% direkt anhand von lidgs]g, zu
bestimmen.

7. Sein € Zso und V,, = (1,...,t") C R[t|] der Vektorraum aller reellen Polynome

vom Grad < n. Es sei B, = (1,...,t") eine Basis und
D,:V, — V,_1, Z aith — Z ka1
k=0 k=1

der Ableitungshomomorphismus.

(a) Bestimmen Sie die Matrix [Dn]gz,l'
(b) Wir betrachten das geordnete Tupel C,, = (1,1+¢, 1+t +¢2, ..., 14+...+t")
in V,,.
Zeigen Sie, dass (), eine Basis von V,, ist und berechnen Sie die Basiswech-
selmatrizen [idy;, |o" und [idvn]gZ-

9



(c) Bestimmen Sie die Matrix [D,]&" .
Solution:
(a) Wir bestimmen die Bilder der Basisvektoren 1,...,t" in der Basis B, _1:

D,(1) =0,D(t) =1,D(t*) =2t,...,D(t") = nt"'.

Folglich ist

01 0 . 0
00 2 . 0
D =1. .
0 00 n

(b) Dati=(1+...+t)— (1+...+t ') wird V, durch C, erzeugt. Da C,, aus
n + 1 = dimV,, Vektoren besteht, sind diese auch linear unabhangig. Wir
erhalten unmittelbar die Transformationsmatrizen

1 -1 0 0 1 1 1 ...1
0 1 -1 0 0 1 1 ...1

[idy,]Jér = | : c dy ]G =0 01
0 0 1 -1

(a)
(a)
ja=)
—_
O e
o
(a)
—_

(¢) Wir berechnen

01 -1 -1 -1
00 2 -1 -1
(00 0 3 -1
00 0 O n
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