D-MATH Lineare Algebra I HS 2024
Prof. Sarah Zerbes ..
Losungen 9

1. Sei T': R™ — R™ gegeben durch die folgenden Matrizen:

ac ad
’(bc bd)’ a,b,c,d € R.

S = O =

1
1
1
1

_ 0 = O
S O O
o= O O

Bestimmen Sie jeweils Basen von ker(7") und im(7").

Solution:

S = O

10
8 (1) ,Tg : R> — R* Durch Auflésen des Gleichungssys-

— = = =

100

tems Bz = 0 erhallt man (1,0,0,—1,—1)% (0,1,—1,—1,—1)" als Basis von
ker(Ts). Die ersten beiden Spaltenvektoren lassen sich durch die letzten drei
ausdriicken, und diese drei sind offensichtlich linear unabhéngig. Also bilden
die letzten drei Spaltenvektoren eine Basis von im (7).

be bd
Sei zunéchst (a,b)! # 0, (¢,d)" # 0. Jedes (x,y) € ker(T¢) erfiillt

[ ac ad x\ [ acx+ady \ a
0_(bc bd)(y)_(bcm+bdy)_(”’+dy)<b)'

Dies gilt genau dann wenn cx + dy = 0 und somit

(b) C = ( ac ad ) a,b,c,d € R, Tp: R2 — R2.

ker(Tc) = {(z,y)" € R* | cx + dy = 0}.

Da xc + dy, fur(z,y)" € R? jeden Wert in R annehmen kann folgt aus der
obigen Gleichung im(7T¢) = ((a,b)").

Falls (a,b)! = 0 oder (c,d)" = 0, so ist T : R* — R? die Nullabbildung und
wir erhalten ker(7T¢) = R? und im(7¢) = {0}.

2. Sei P,(R) der Vektorraum aller Polynome von Grad < n mit reellen Koeffizienten.

(a) Zeigen Sie, dass
F: Fy(R) = F(R) p > p" + 7/

eine lineare Abbildung ist, wobei p’ die Ableitung von p bezeichnet.
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(b) Bestimmen Sie die Matrix von F' beziiglich der Basis (1,x,...,z") von P,(R).
Solution:

(a) Wegen
(Ap + pa)’ = (Ap)' + (ng)" = A"+ g’
fiir alle p,q € P,(R) und A, 1 € R ist die Ableitungsabbildung p +— p’ linear.

Da die Verkniipfung linearer Abbildungen wieder linear ist, ist auch die Bil-
dung der zweiten Ableitung linear. Da die Summe zweier linearer Abbildun-
gen linear ist, ist somit auch p — p” + p’ linear.

(b) Es gilt
0 fir =0
Fla?) =41 fir j = 1
i 4+ 5( - Dad =2 fiir j > 2.
Also die Darstellungsmatrix von F' beziiglich der geordneten Basis C = (1,z,...,z")
gleich

[F1e = (§0ij—1 + 35 — 1)5i,j—2)0@,j<n7
wobei die Indizierung der Matrix bei 0 beginnt.

Fur n > 2 lasst sich diese Matrix alternativ auch schreiben als

01220 O 0

0026 0 0

000 3 12 0

0000 4 0

[Fle=1 . . :
00 0 n(n —1)

00 0 n

0000 O 0

3. Seien V ein Vektorraum, F' : V — V eine lineare Abbildung und v € V, so dass
es eine natiirliche Zahl n gibt fiir die gilt:

F'(v)#0 und  F"t'(v) =0.

Beweisen Sie, dass dann v, F'(v), ..., F™(v) linear unabhéngig sind.

Solution: Wir wissen, dass die Vektoren v, F(v), F2(v),..., F™(v) alle ungleich
Null sind. Denn aus F'(v) = 0 fir 0 < i < n folgt F"(v) = F"(F'(v)) = 0.
Seien ayg, ..., a, € K mit

agv + e F(v) + ...+ a, F"(v) = 0.



Es gilt

0=F"0)=F"(apv+ ...+ a,F"(v))
=aoF"(v) + a1 F"™ (v) + ... + a, F?"(v) = agF"(v)

wobei wir beim letzten Gleichheitszeichen F*(v) = 0 fiir k > n gebraucht haben.
Wir schliessen daraus dass ap = 0 gelten muss. Also gilt

aF(v)+...+a,F"(v) =0.
Wir argumentieren nun genau gleich wie im ersten Schritt. Es gilt

0=F"Y0)=F" Y a,F(v) + ...+ a,F"(v))
=a F"(v) + ...+ a, F*" Y (v) = a1 F"(v)
woraus a; = 0 folgt. So kénnen wir weiterfahren und daraus schliessen dass a; = 0

fiir alle 0 < 7 < n gelten muss. Also sind die Vektoren v, F(v), F2(v), ..., F"(v)
linear unabhangig.

. Bestimmen Sie die Anzahl der Losungen der folgenden linearen Gleichungssysteme
in R? bezichungsweise R*:

(a)
dr — 9y +22 =25
20+2y+2=9

—3xr 4+ 82 =18
T—2y+32=9

O+60+ 7+ 124 =1
20 +50 + 8%+ 11 =1
3O +40 + 9% + 104 =1

Solution: Wir nutzen Satz 4.7.9 und Korollar 4.7.10 um die Anzahl an Losungen
zu bestimmen.

(a) Die Matrizen

4 =9 2
2 2 1
A= -3 0 8
1 -2 3



und

4 -9 215
2 2 1]9
Ay = -3 0 8|18
1 -2 3|9

haben beide Rang rk(A) = rk(A4,;) = 3 somit folgt nach Korollar 4.7.10 die
Existenz einer eindeutigen Losung x*.
Diese Losung ist

2
=11
3
(b) Die Matrizen
1 6 7 12
C=1|2 5 8 11
3 4 9 10
und
16 7 121
Cy=12 5 8 11|1
34 9 101

haben denselben Rang rk(C') = rk(C}) = 2. Da dieser Rang jedoch kleiner
ist als die Anzahl an Variablen, gibt es keine eindeutige Losung. Der Kern
dieser Matrix ist nicht leer, somit gibt es unendlich viele Losungen.

5. Beweisen Sie:

(a) Eine Matrix C' € M,,,x,(K) hat genau dann Rang < r, wenn es Matrizen
A € M5 (K) und B € M, ., (K) gibt, so dass C' = AB.

(b) Ist rk(C') = r, so muss zusétzlich rk(A) = rk(B) = r gelten.
Solution:

(a) Nach Aufgabe 1 der 8. Serie ist rk(AB) < min{rk(A),rk(B)} und daher
rk(C) < r falls C = AB gilt. Andersherum nehmen wir an, dass rk(C) < 7.
Wir betrachten C' als darstellende Matrix einer linearen Abbildung f: K" —
K™ bzgl. der Standardbasen &, bzw. &,,. Da der Rang von C kleinergleich
r ist, konnen wir ém(f) in einen Unterraum U von K™ der Dimension r
einbetten. Dann ist f die Komposition

K" Lim(f) S U 5 K™,

wobei die zweite und dritte Abbildungen ¢ und ¢ die Inklusionen sind. Nach
Wabhl einer Basis C von U ist die Komposition der ersten beiden Abbildungen
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beschrieben durch eine Matrix B = [f o ¢]&", die dritte Abbildung durch eine
Matrix A = [1J¢ und daher C' = AB.

Alternativer Beweis fiir die Riickrichtung: Wir haben gesehen, dass jede m x

E, 0\ .,
0 0 , mit ' = rk(C),

also C' = SNT, mit S € Myum(K), T € M, x,(K) invertierbar. Da aber

n-Matrix C dquivalent ist zur Normalform N =

N = XY mit X = (%J) und Y = (Er/ 0), konnen wir schreiben
C=SXYT.
~
A B

Falls " < r kénnen wir einfach  — ' Nullzeilen bzw. Nullspalten hinzufiigen.

(b) Falls rk(A) < r oder rk(B) < r erhalten wir nach Aufgabe 1 der 8. Serie
direkt einen Widerspruch. Andererseits kann der Rang der Matrizen A und

B auch nicht grosser sein, als deren Anzahl an Spalten, bzw. Zeilen. Daher
folgt rk(A) = rk(B) = r.

6. Es sei V ein Vektorraum ueber einem Korper K und U ein Unterraum. Definieren
Sie folgende Relation auf V': fiir Vektoren w,v € V gilt “w ~ v”, wenn w—v € U.

(a) Zeigen Sie, dass das eine Aequivalenzrelation auf V' definiert.

Die Aequivalenzklassen heissen die Nebenklassen von U in V; wir schreiben V/U
fuer die Menge aller Nebenklassen. . Es seien A, B € V/U, d.h. A und B sind zwei
Nebenklassen von U in V. Definieren Sie “A+ B” wie folgt: wahlen Sie a,b € V so
dass A = a+U, B =b+U. Dann ist A+ B definiert als die Nebenklasse (a+b)+U.

(b) Zeigen Sie, dass A+ B wohl-definiert ist (das heisst wenn a4+ U = o’ + U und
b+ U ="V +U, dann gilt (a +b)+U = (a' +0') +U).

(c) Definieren Sie eine Skalarmultiplikation von K auf V/U und zeigen Sie, dass
diese wohldefiniert ist.

(d) Zeigen Sie, dass V /U durch diese Operationen die Struktur eines K-Vektorraums
erhaelt; er heisst der Quotientenraum von V durch U.

*(e) Nehmen Sie an, dass V' n-dimensional und U m-dimensional ist. Was ist die
Dimension von V/U?

Solution:

(a) Wir zeigen, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

i. Reflexivitat: Sei v € V. Dann gilt v —v =0 € U, da U als Unterraum
den Nullvektor enthalt. Also ist v ~ v.



ii. Symmetrie: Seien v,w € V mit v ~ w. Dann gilt v —w € U. Da U ein
Unterraum ist, gilt auch —(v — w) = w —v € U. Also folgt w ~ v.
iii. Transitivitat: Seien u, v, w € V mit u ~ v und v ~ w. Dann gilt u—v € U
und v—w € U. Da U ein Unterraum ist, folgt (u—v)+(v—w) =u—w €
U. Also gilt u ~ w.
(b) Wohldefiniertheit von A + B:
Seien a,a’,b,b/ € Vmit a+U =a +U und b+ U = b + U. Dies bedeutet
a—ad eUundb—0V0 €U. Zu zeigen: (a+b)+U = (a' +¥V)+U
Dies ist dquivalent zu (a +b) — (' + V') € U. Es gilt: (a+b) — (' + V) =
(a—ad)+ (b—V) € U, da U als Unterraum unter Addition abgeschlossen ist.
(¢) Fir A € K und A € V/U definieren wir die Skalarmultiplikation:

A = (Xa)+UfireinaeVmit A=a+U

Wohldefiniertheit: Sei a4+ U = a' 4+ U, also a —a’ € U. Dann ist A(a —a') =
Aa — A\a’ € U, da U unter Skalarmultiplikation abgeschlossen ist. Also gilt
(Aa) +U = (\d) + U.

(d) Wir zeigen, dass V/U ein K-Vektorraum ist:

i. (V/U,+) ist eine abelsche Gruppe:
e Assoziativitét: ((A+B)+C) = (A4 (B+(C)) folgt aus der Assozia-
tivitat in V'
e Kommutativitat: A+ B = B+ A folgt aus der Kommutativitat in V'
e Neutrales Element: 0 4 U ist neutral
e Inverses Element: Zu a + U ist (—a) + U invers
ii. Die Skalarmultiplikation erfiillt:
e 1- A=A
o (M)A = A(nA)
e AN+ A= A+ pA
e \(A+B)=)A+ B
fir alle \,p € K und A, B € V/U.
*(e) Sei dim(V) = n und dim(U) = m. Dann gilt dim(V/U) = n — m. Dies folgt
daraus, dass man eine Basis von U zu einer Basis von V' erweitern kann, und
die Restklassen der zusétzlichen Basisvektoren eine Basis von V/U bilden.



