
D-MATH Lineare Algebra I/II FS 2025
Prof. Sarah Zerbes

Wiederholungsserie

Wenn nichts anderes gesagt ist, sei K ein beliebiger Körper.

1. Ein Forscher besucht eine Insel, auf der, wie er weiss, zwei verschiedene Stämme
Eingeborener wohnen: Die Angehörigen des einen Stammes sagen immer die Wahr-
heit, die Angehörigen des anderen Stammes lügen immer. Der Forscher will eine
Schlucht auf der Insel erkunden, stösst aber auf dem Weg auf eine Gabelung, bei
der er nicht weiss, ob er rechts oder links abbiegen soll, um zur Schlucht zu ge-
langen. Zum Glück kommt ihm ein Eingeborener entgegen, von dem er aber nicht
weiss, welchem Stamm er angehört. Wie kann der Forscher mit nur einer einzigen
Frage herausfinden, welche Richtung er einschlagen muss?

2. Prüfen Sie, welche der folgenden Aussagen wahr sind:

(a) Für alle x P ∅ gilt x P Zě0.

(b) Für alle x P Zě0 gilt x P ∅.

(c) Für alle x P ∅ existiert ein y P ∅ sodass px, yq P ∅.

(d) Für alle x P Zě0 existiert ein y P ∅ sodass px, yq P Zě0.

(e) Für alle x P ∅ und für alle y P Zě0 gilt tx, yu Ę ∅ Y Zě0.

3. Sei A eine n ˆ n Matrix über K mit der Eigenschaft AX “ XA für alle n ˆ n-
Matrizen X über K. Zeige, dass ein λ P K existiert mit A “ λIn.

4. Die Spur einer n ˆ n-Matrix A “
`

aij
˘

i,j
ist definiert als

SpurpAq :“
n
ÿ

i“1

aii.

Zeige:

(a) Für jedemˆn-MatrixA und jede nˆm-MatrixB gilt SpurpABq “ SpurpBAq.

(b) Für jede invertierbare n ˆ n-Matrix U gilt SpurpUAU´1q “ SpurpAq.

(c) Finde ein Gegenbeispiel zu der Aussage

SpurpABCq “ SpurpACBq.

5. Seien n undm natürliche Zahlen und A eine invertierbare nˆn-Matrix. Zeige, dass
Vektoren v1, . . . , vm P Kn linear unabhängig sind genau dann, wenn Av1, . . . , Avm
linear unabhängig sind.
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6. Prüfe, ob die folgenden Vektoren aus R4 linear unabhängig sind:

¨

˚

˚

˝

1
0
0
1

˛

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˝

2
3

´3
9

˛

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˝

1
3

´4
7

˛

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˝

2
0
1
3

˛

‹

‹

‚

.

7. Beweise oder widerlege: Für beliebige linear unabhängige Vektoren v1, . . . , vn eines
Vektorraumes V und einen beliebigen Vektor w P V sind die Vektoren v1 ` w, . . . ,
vn ` w linear abhängig genau dann, wenn w P xtv1, . . . , vnuy ist.

8. Seien U, V zwei 5-dimensionale Untervektorräume vonK9. Zeige, dass UXV ‰ t0u

ist.

9. Für welche natürlichen Zahlen m existiert ein K-Vektorraum V mit m verschie-
denen Unterräumen V1, . . . , Vm, so dass für alle i ă j der Unterraum Vi ein Kom-
plement von Vj ist?

10. Sei V der R-Vektorraum der reellwertigen Folgen:

V :“
␣

pxiqiě1

ˇ

ˇ xi P R für alle i ě 1u.

Sei P1 die Menge aller schliesslich polynomialen Folgen, das heisst, sei

P1 :“
␣

pxiqiě1 P V
ˇ

ˇ DN ě 1, D Polynom P pxq sodass @i ě N : xi “ P piq
(

,

und sei P2 die Menge aller periodischen Folgen, das heisst, sei

P2 :“
␣

pxiqiě1 P V
ˇ

ˇ Dm ě 1 sodass @i ě 1 : xi`m “ xi

(

.

Zeige, dass P1 und P2 Untervektorräume von V sind.

11. Schreibe die lineare Abbildung f : Q3 Ñ Q5,

f

¨

˝

x1

x2

x3

˛

‚ :“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

x1`x2`3x3

2x1`2x2`6x3

2x1`3x2`8x3

´x1`x2`x3

3x1`x2`5x3

˛

‹

‹

‹

‹

‚

als Linksmultiplikation mit einer Matrix und finde je eine Basis ihres Kerns und
ihres Bildes.

12. Gegeben seien Elemente a1, . . . , an, b1, . . . , bm P K. Welchen Rang kann die n ˆ m
Matrix A :“ paibjq1ďiďn,1ďjďm haben?
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13. Bestimme den Rang der Matrix

¨

˝

1 1 0
1 0 1
0 1 1

˛

‚

über R, beziehungsweise über F2.

14. Gegeben seien die beiden geordneten Basen B :“ pv1, . . . , v4q und B1 :“ pw1, . . . , w4q

von Q4 mit

v1 :“

¨

˚

˚

˝

1
2
3
4

˛

‹

‹

‚

, v2 :“

¨

˚

˚

˝

2
3
4
1

˛

‹

‹

‚

, v3 :“

¨

˚

˚

˝

3
4
1
2

˛

‹

‹

‚

, v4 :“

¨

˚

˚

˝

4
1
2
3

˛

‹

‹

‚

und

w1 :“

¨

˚

˚

˝

1
2
3
4

˛

‹

‹

‚

, w2 :“

¨

˚

˚

˝

2
3
4
3

˛

‹

‹

‚

, w3 :“

¨

˚

˚

˝

3
4
3
2

˛

‹

‹

‚

, w4 :“

¨

˚

˚

˝

4
3
2
1

˛

‹

‹

‚

Berechne die Basiswechselmatrix B1ridsB.

15. Gegeben sei eine reelle nˆn-Matrix A “ paijqi,j“1,...,n mit

(i) |aii| ě 1 für alle 1 ď i ď n, und

(ii) |aij| ă
1

n ´ 1
für alle i ‰ j .

Zeige, dass A invertierbar ist.

16. Berechne eine Basis des Kerns und des Bildes der linearen Abbildung Q4 Ñ Q3,
die durch Linksmultiplikation mit der folgenden Matrix definiert ist:

A :“

¨

˝

2 1 ´1 2
1 0 ´1 0
3 1 ´2 2

˛

‚ .

17. Gegeben sei eine lineare Abbildung f : V Ñ W . Zeige, dass f injektiv bzw. surjek-
tiv bzw. bijektiv ist genau dann, wenn die duale lineare Abbildung f˚ : W ˚ Ñ V ˚

surjektiv bzw. injektiv bzw. bijektiv ist.

3



18. Berechne die Determinante und, wenn möglich, die Inverse folgender Matrizen
über Q:

A1 :“

¨

˝

1 2 3
1 4 9
1 8 27

˛

‚, A2 :“

¨

˝

1 1 1
3 1 1
3 2 1

˛

‚, A3 :“

¨

˝

0 ´1 2
1 0 3

´2 3 0

˛

‚,

A4 :“

¨

˝

2 1 0
1 2 1
0 1 2

˛

‚, A5 :“

¨

˝

3 7 11
5 5 15
1 ´1 2

˛

‚, A6 :“

¨

˝

1 2 ´3
0 2 3
1 ´4 ´12

˛

‚

19. Berechne
ÿ

σPSn

signpσq 2apσq ,

wobei apσq die Anzahl der Fixpunkte von σ bezeichnet:

apσq “ #
␣

k P t1, . . . , nu
ˇ

ˇ σpkq “ k
(

.

(Hinweis : Die Summe ist die Determinante einer gewissen nˆn-Matrix.)

20. Zeige: Für jede m ˆ n Matrix A und für jede n ˆ m Matrix B gilt:

detpIm ` A ¨ Bq “ detpIn ` B ¨ Aq.

(Hinweis : Zerlege die pm`nqˆpm`nq-BlockmatrixM :“

ˆ

Im ´A
B In

˙

als Produkt

M “ M1 ¨M2 von Blockdreiecksmatrizen M1,M2 auf zwei verschiedene Arten und
berechne die Determinante.)

21. Sei K ein Körper, welcher ein Element a P K mit a3 “ 1 und a ‰ 1, enthält. Zeige,
dass die Matrizen

¨

˝

0 1 0
0 0 1
1 0 0

˛

‚ und

¨

˝

1 0 0
0 a 0
0 0 a2

˛

‚

ähnlich sind.

22. Entscheide, welche der folgenden Matrizen über Q ähnlich sind:

A1 :“

ˆ

1 0
0 0

˙

, A2 :“

ˆ

0 1
0 0

˙

, A3 :“

ˆ

0 0
1 0

˙

, A4 :“

ˆ

0 0
0 1

˙

,

A5 :“

ˆ

1 0
0 1

˙

, A6 :“

ˆ

1 1
1 1

˙

, A7 :“

ˆ

1 ´1
1 ´1

˙

, A8 :“

ˆ

2 0
0 0

˙

.

23. Sei A eine quadratische Matrix. Zeige, dass A und AT dieselben Eigenwerte mit
denselben arithmetischen und geometrischen Vielfachheiten besitzen.
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24. Seien Folgen paiqiě0, pbiqiě0, pciqiě0 in Q definiert durch die Rekursionsformeln

ai`1 :“ ai ´ 3bi ` 3ci,

bi`1 :“ ´2ai ` 2ci,

ci`1 :“ ai ´ bi ` 3ci

für alle i ě 0, und die Anfangsbedingungen

a0 :“ 1, b0 :“ 2 und c0 :“ 1 .

Bestimme explizite Lösungsformeln für ai, bi, ci.

*25. Ein stochastischer Vektor ist ein Spaltenvektor mit Einträgen in Rě0 und Sum-
me aller Einträge 1. Eine stochastische oder Markov-Matrix ist eine quadratische
Matrix, deren Spalten stochastische Vektoren sind. Sei A eine stochastische nˆn-
Matrix mit n ą 0. Zeige:

(a) Für jeden stochastischen Vektor v ist auch Av ein stochastischer Vektor.

(b) Jeder komplexe Eigenwert λ von A hat Absolutbetrag |λ| ď 1.

(c) Die Zahl 1 ist ein Eigenwert von A.

Seien nun alle Einträge von A positiv. Zeige:

(d) Der Eigenwert 1 hat geometrische Multiplizität 1.

(e) Der Eigenwert 1 hat arithmetische Multiplizität 1.

(f) Alle komplexen Eigenwerte λ ‰ 1 haben Absolutbetrag |λ| ă 1.

(g) Es existiert genau ein stochastischer Vektor v1 mit Av1 “ v1.

(h) Für jeden stochastischen Vektor v gilt Amv Ñ v1 für m Ñ 8.

(Hinweis: Für (e) und (h) nehme vorläufig an, dass A über C diagonalisierbar ist.
Beweise den allgemeinen Fall, nachdem die Jordan-Normalform behandelt wurde.)

*26. Gegeben sei ein diskretes dynamisches System mit n Zuständen, bei dem in jedem
Zeitschritt der Zustand j mit der Wahrscheinlichkeit aij in den Zustand i übergeht,
und die Übergänge zu verschiedenen Zeiten alle voneinander unabhängig sind.
Dann ist A “ paijqi,j eine Markovmatrix, das heisst, eine quadratische Matrix mit
reellen Koeffizenten ě 0 und jeder Spaltensumme gleich 1. Zur Zeit 0 habe der
Zustand i die Wahrscheilnichkeit vi. Mit dem Spaltenvektor v :“ pviq sind dann
die Wahrscheinlichkeiten der Zustände zur Zeit m die Einträge des Vektors Amv.
Gefragt ist, wie sich das System für m Ñ 8 entwickelt.

Im Jahr 2014 waren an der ETH Zürich 18178, an der Universität Zürich 25715
und an der EPFL Lausanne 9666 Studenten eingeschrieben. Wir nehmen hypothe-
tisch das folgende an: Während jedes Jahres wechseln 1/8 der ETH Studenten zur
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UZH und 1/8 zur EPFL. Von der UZH wechseln jedes Jahr 1/3 der Studenten zur
ETH und 1/3 zur EPFL. Von der EPFL wechseln jedes Jahr 1/4 der Studenten
zur ETH und 1/8 zur UZH. Alle übrigen Studenten bleiben an ihrer Heimatuni-
versität. Wir nehmen weiter an, dass die Gesamtanzahl Studierender gleichbleibt
und die Studentenschaft sich in gleichem Masse erneuert (gleiche Anzahl Aus- und
Eintritte).

(a) Bestimme die Markov-Übergangsmatrix zu diesem System.

(b) Bestimme die Studentenanteile und die Zahl der Studenten der drei Univer-
sitäten im Jahr 2114.

(c) Schätze die Anteile nach Ablauf des Jahrs 3014 möglichst genau, wenn die
Anteile im Jahr 2014 unbekannt sind.

*27. (a) Beweise das Bruhat-Lemma: Für je zwei Fahnen F und F 1 eines endlich-
dimensionalen Vektorraums V existiert eine Basis von V , so dass jeder Teil-
raum in F Y F 1 von einer Teilmenge der Basis erzeugt wird.

(b) Folgere daraus die Bruhat-Zerlegung: Jede invertierbare quadratische Matrix
A lässt sich schreiben als A “ BWB1 mit oberen Dreiecksmatrizen B und B1

sowie einer Permutationsmatrix W .

28. Zeige durch Kopfrechnen, dass die folgende reelle Matrix invertierbar ist:

A :“

¨

˚

˚

˝

2015 2344 1234 1990
2124 4123 1990 3026
1230 2014 9095 1230
1262 1776 1880 3907

˛

‹

‹

‚

29. Sei A P OnpRq. Zeige, dass es einen eindeutigen Unterraum U Ă Rn gibt, so dass
LA|U “ idU und LApUKq Ă UK ist und LA|UK keine Fixpunkte ausser 0 P UK hat.

30. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum, und seien v1, . . . , vm und
w1, . . . , wm Vektoren in V , sodass für alle i, j gilt:

xvi, vjy “ xwi, wjy.

Zeige, dass ein Endomorphismus f : V Ñ V existiert mit fpviq “ wi für alle i.

31. (Hermitesche Polynome) Sei Crxs der Vektorraum aller komplexen Polynome in
einer Variablen x, und betrachte die Endomorphismen

D : Crxs Ñ Crxs, u ÞÑ Du :“ ux :“ du
dx
,

P : Crxs Ñ Crxs, u ÞÑ Pu :“ ´ux ` xu,

L : Crxs Ñ Crxs, u ÞÑ Lu :“ ´uxx ` xux.
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(a) Zeige, dass

pu, vq :“

ż 8

´8

upxqvpxqe´x2{2 dx

ein Skalarprodukt auf Crxs definiert.

(b) Zeige, dass P zu D adjungiert ist bezüglich p¨, ¨q.

(c) Zeige, dass L selbstadjungiert ist bezüglich p¨, ¨q.

(d) Zeige: Für jeden Eigenvektor u von L ist auch Pu ein Eigenvektor.

(Deshalb heisst P auch Erzeugungs-Operator für L.)

(e) Zeige, dass für jede natürliche Zahl n ein eindeutiges normiertes Polynom hn

vom Grad n existiert, welches ein Eigenvektor von L ist. Dieses heisst das
n-te Hermitesche Polynom.

(f) Zeige für alle n die Formel

hnpxq “ p´1q
nex

2{2 dn

dxn
e´x2{2.

(g) Berechne die Skalarprodukte phn, hmq für alle n,m ě 0.

(Hinweis: Verwende das Gauss-Integral
ş8

´8
e´x2{2 dx “

?
2π.)

Bemerkung: Die Hermiteschen Polynome sind wichtig für Anwendungen in der
Physik. Sie tauchen zum Beispiel in der quantenmechanischen Beschreibung des
harmonischen Oszillators auf, siehe:

http://de.wikipedia.org/wiki/Harmonischer_Oszillator_(Quantenmechanik)
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32. SeiM die Darstellungsmatrix bezüglich der Standardbasis der quadratischen Form

q : R3
Ñ R,

´

x1
x2
x3

¯

ÞÑ x2
1 ` 2x2

2 ` 6x2
3 ´ 2x1x3 ` 4x2x3

Zeige, dass M positiv definit ist und berechne ihre Cholesky-Zerlegung.

33. Sei A eine positiv-definite reelle symmetrische n ˆ n-Matrix.

(a) Ist A2 positiv definit?

(b) Ist A´1 positiv definit?

34. Zeige, dass jede symmetrische komplexe Matrix mit positiv definitem Realteil in-
vertierbar ist.

35. Sei ε P t`1,´1u und betrachte die reelle 5 ˆ 5-Matrix

A :“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ε 0 1
0 1 0 1 0
ε 0 1 0 ε
0 1 0 1 0
1 0 ε 0 1 .

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Bestimme eine orthogonale Matrix U , sodass U´1AU Diagonalgestalt hat.

*36. Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension 0 ă n ă 8, und sei f : V Ñ V
ein selbstadjungierter Endomorphismus mit Eigenwerten λ1 ď . . . ď λn. Zeige:

λ1 “ min

"

xfpxq, xy

xx, xy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0 ‰ x P V

*

,

λn “ max

"

xfpxq, xy

xx, xy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0 ‰ x P V

*

.

Zeige allgemeiner das Min-Max-Prinzip: Für jedes r “ 1, . . . , n gilt

λr “ min

"

max
xPW∖t0u

ˆ

xfpxq, xy

xx, xy

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

W Ď V, dimW “ r

*

.

37. Seien V ein reeller Vektorraum der Dimension n und β eine nicht-ausgeartete
symmetrische Bilinearform auf V mit der Signatur pp, qq. Bestimme die maximale
Dimension eines Unterraums U Ă V mit β|UˆU “ 0.

*38. Der Index einer reellen symmetrischen nˆn-Matrix A mit Eigenwerten λ1, . . . , λk

der jeweiligen Vielfachheiten m1, . . . ,mk ist definiert als

IndpAq :“
ÿ

i:λią0

mi ´
ÿ

i:λiă0

mi,
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also als die Anzahl positiver minus die Anzahl negativer Eigenwerte von A, gezählt
mit Vielfachheiten.

Seien A und B zwei symmetrische n ˆ n-Matrizen mit

xTAx ď xTBx

für alle x P Rn. Zeige, dass IndpAq ď IndpBq ist.

39. Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum.

(a) Zeige oder widerlege: Für jeden invertierbaren Endomorphismus f : V Ñ V
existiert ein Skalarprodukt x , y auf V , für welches f orthogonal ist.

(b) Sei nun V “ R3 und f “ LA mit

A :“

¨

˝

´5 4 4
2 ´3 ´2

´8 8 7

˛

‚ .

Finde, falls möglich, eine 3 ˆ 3-Matrix M , sodass px, yq ÞÑ xTMy ein Skalar-
produkt auf V ist, bezüglich das der Endomorphismus LA orthogonal ist.

40. Seien R, S : R3 Ñ R3 zwei nicht-triviale Drehungen um je eine Gerade durch den
Ursprung. Beweise die Äquivalenz der folgenden beiden Aussagen:

(a) R und S kommutieren, das heisst, es gilt RS “ SR.

(b) R und S haben entweder dieselbe Drehachse oder sind Rotationen um 180˝

bezüglich orthogonaler Drehachsen.

41. Sei f ein Automorphismus eines endlich-dimensionalen unitären Vektorraums V .
Zeige: Ist f selbstadjungiert, bzw. unitär, bzw. normal, so haben f˚ und f´1

dieselbe Eigenschaft.

42. Sei V der euklidische Raum der reellen 2 ˆ 2-Matrizen mit dem Skalarprodukt

xA,By :“ SpurpATBq.

Für u P R sei die lineare Abbildung Fu : V Ñ V definiert durch

FupAq :“ AT
´ u ¨ pSpurAq ¨ I2

(a) Für welche u P R ist Fu selbstadjungiert?

(b) Für welche u P R ist Fu orthogonal?

(c) Sei u P R so gewählt, dass Fu sowohl selbstadjungiert als auch orthogonal ist.
Welche Abbildung ist dann Fu ˝ Fu?
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43. Beweise oder widerlege: Jeder normale Endomorphismus eines endlich-dimensio-
nalen unitären Vektorraums ist die Komposition eines selbstadjungierten mit ei-
nem unitären Endomorphismus.

44. Wir betrachten ein korrekt ausgefülltes Sudokugitter als eine 9 ˆ 9 Matrix S mit
Einträgen in t1, 2, . . . , 9u Ă Z. Welche der folgenden Aussagen sind für alle, für
manche, für kein S korrekt?

(a) Die Zahl 45 ist ein Eigenwert von S.

(b) Die Determinante von S ist durch 9 teilbar.

(c) Der Vektor p1, . . . , 9qT ist ein Eigenvektor von S.

*(d) Die Determinante von S ist positiv.

45. Für welche reellen Zahlen a und b existiert eine reelle 2 ˆ 2-Matrix A mit

A20
“

ˆ

a 0
0 b

˙

?

46. Für welche der folgenden Gleichungen existiert eine reelle Matrix X, die sie erfüllt?

(a) X3 “

¨

˝

0 0 0
1 0 0
2 3 0

˛

‚

(b) 2X5 ` X “

¨

˝

3 5 0
5 1 9
0 9 0

˛

‚

(c) X6 ` 2X4 ` 10X “

ˆ

0 ´1
1 0

˙

(d) X4 “

¨

˝

3 4 0
0 3 0
0 0 ´3

˛

‚

47. Was sind die Möglichkeiten für den Rang einer reellen 7 ˆ 7-Matrix mit Minimal-
polynom X2?

48. Sei K ein Körper. Bestimme alle natürlichen Zahlen n, so dass die Jordan-Normal-
form jedes Endomorphismus eines n-dimensionalenK-Vektorraums durch das cha-
rakteristische Polynom zusammen mit dem Minimalpolynom eindeutig bestimmt
ist.

49. Wir betrachten alle reellen symmetrischen 3ˆ3-Matrizen, welche die Vektoren

v1 :“

¨

˝

´1
0
1

˛

‚ , v2 :“

¨

˝

1
0
1

˛

‚ , v3 :“

¨

˝

1
1
1

˛

‚
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als Eigenvektoren besitzen.

(a) Was lässt sich über die Eigenwerte λi zu vi aussagen?

(b) Gib eine Parametrisierung der Menge aller dieser Matrizen.

*50. Zeige: Für jede nilpotente n ˆ n-Matrix N über K ist exppNq ähnlich zu In ` N .

*51. Sei A eine beliebige n ˆ n-Matrix über K und betrachte den Unterraum

UpAq :“ tB P MatnnpKq : AB “ BAu .

(a) Finde eine Basis von UpAq für die reelle Matrix

A :“

¨

˝

0 0 4
2 2 ´4
1 0 0

˛

‚

(b) Zeige: n ď dimUpAq ď n2.

(c) In welchen Fällen gilt Gleichheit in (b)?

52. Sei A eine komplexe n ˆ n-Matrix, deren Eigenwerte alle den Betrag ă 1 haben.
Beweise, dass die Matrix In ´ A invertierbar ist und berechne ihre Inverse.

53. Seien A :“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 4 0 0 0
´1 ´3 0 0 0
0 0 2 1 0
0 0 1 3 1
0 0 ´1 ´2 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

und B :“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

8 6 0 0 0
´12 ´9 0 0 0
0 0 3 0 0
9 6 0 ´8 12
6 4 0 ´4 6

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Bestimme die Jordansche Normalform von A und von B, sowie zugehörige Jordan-
Basen von R5.

*54. Seien f und g Endomorphismen eines endlich-dimensionalen Vektorraums V . Zei-
ge, dass die Endomorphismen fg und gf dasselbe charakteristische Polynom ha-
ben.

*55. Sei T : V Ñ V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen unitären Vektor-
raums pV, x , yq, so dass gilt

@v, w P V : xv, wy “ 0 ùñ xT pvq, T pwqy “ 0 .

Zeige, dass eine unitäre Abbildung S : V Ñ V und c P C existieren mit T “ c ¨ S.

Hinweis: Untersuche den Endomorphismus f :“ T ˚ ˝ T .
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*56. Eine reelle homogene Form vom Grad d in n Variablen ist ein Ausdruck der Form

qpxq “
ÿ

i1,...,ině0
ř

ν iν“d

ai1,...,inx
i1
1 ¨ ¨ ¨ xin

n

mit x “ px1, . . . , xnq und reellen Koeffizienten ai1,...,in . Die Menge all dieser ist ein
reeller Vektorraum Vd,n. Zeige, dass die Restitutions-Abbildung

Res: Symd
pRn,Rq Ñ Vd,n, φ ÞÑ qφpxq :“ φpx, . . . , xq.

ein Isomorphismus ist.

Hinweis: Untersuche die Polarisations-Abbildung

Pol : Vd,n Ñ Symd
pRn,Rq, qpxq ÞÑ φq

mit

φqpv1, . . . , vdq :“
1

d!

B

Bt1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t1“0

¨ ¨ ¨
B

Btd

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

td“0

qpt1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` tdvdq

für alle v1, . . . , vd P Rn und für reelle Variablen t1, . . . , td.

57. Betrachte zwei K-Vektorräume V , W sowie einen Unterraum V 1 Ă V .

(a) Konstruiere einen natürlichen injektiven Homomorphismus

V 1
bK W ãÑ V bK W.

Identifiziere V 1 bK W mit seinem Bild.

(b) Konstruiere einen natürlichen Isomorphismus

pV bK W q{pV 1
bK W q – pV {V 1

q bK W.

*58. Seien V ein endlichdimensionaler Vektorraum und p eine natürliche Zahl. Ein
Element von

Źp V der Form v1 ^ . . . ^ vp für Vektoren v1, . . . , vp P V heisst rein.
Betrachte ein beliebiges nicht-verschwindendes Element α P

Źp V . Zeige: Der Kern
der Abbildung

fα : V Ñ
ľp`1

V, v ÞÑ v ^ α

hat Dimension ď p, und es gilt Gleichheit genau dann, wenn α rein ist.

59. Betrachte eine 4ˆ2-MatrixM “ pmijq1ďiď4, 1ďjď2 und bezeichne ihre 2ˆ2-Minoren
mit Mij :“ det

`

mi1 mi2

mj1 mj2

˘

für alle 1 ď i ă j ď 4.

Existiert eine reelle 4 ˆ 2-Matrix M mit pM12,M13,M14,M23,M24,M34q gleich

(a) p2, 3, 4, 5, 6, 7q ?
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(b) p3, 4, 5, 6, 7, 8q ?

(c) p1, 5, 3, 3, 2, 1q ?

(Hinweis: Rechne in Λ2R4!)

60. Zeige: Für je zwei K-Vektorräume V und W und für jedes k ě 0 gibt es einen
natürlichen Isomorphismus

ð

i`j“k

´

ľi
V b

ľj
W

¯

–
ľk

pV ‘ W q .
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