D-MATH Lineare Algebra I/11 F'S 2025
Prof. Sarah Zerbes . ) )
Musterlosung Wiederholungsserie

Wenn nichts anderes gesagt ist, sei K ein beliebiger Korper.

1. Ein Forscher besucht eine Insel, auf der, wie er weiss, zwei verschiedene Stédmme
Eingeborener wohnen: Die Angehorigen des einen Stammes sagen immer die Wahr-
heit, die Angehorigen des anderen Stammes liigen immer. Der Forscher will eine
Schlucht auf der Insel erkunden, stosst aber auf dem Weg auf eine Gabelung, bei
der er nicht weiss, ob er rechts oder links abbiegen soll, um zur Schlucht zu ge-
langen. Zum Gliick kommt ihm ein Eingeborener entgegen, von dem er aber nicht
weiss, welchem Stamm er angehort. Wie kann der Forscher mit nur einer einzigen
Frage herausfinden, welche Richtung er einschlagen muss?

Losung: Der Forscher fragt den Eingeborenen:

Welchen Weg wiirde ein Angehiriger des anderen Stammes mir empfehlen, um
zur Schlucht zu gelangen?

Angenommen, zur Schlucht geht es nach rechts.

Falls der Eingeborene selber ein Liigner ist, weiss er, dass ein Angehoriger des
anderen Stammes die Wahrheit, also ,,rechts“, sagen wiirde. Da er aber selber ein
Liigner ist, sagt er ,links*.

Falls der Eingeborene selber ein Wahrheitler ist, weiss er, dass ein Angehériger
des anderen Stammes liigen wiirde, also ,links“ sagen wiirde. Da er selber die
Wahrheit sagt, sagt er auch ,links®.

Daher ist die Antwort sowieso ,,links“, und der Forscher kann beruhigt den rechten
Weg einschlagen.

2. Priifen Sie, welche der folgenden Aussagen wahr sind:

)
)
c¢) Fiir alle z € @ existiert ein y € @ sodass (z,y) € &.
) Fiir alle z € Z*" existiert ein y € & sodass (z,y) € Z>°.
)

Lésung:

(a) Wahr, da @ keine Elemente enthélt. Aus dem gleichen Grund ist & eine
Teilmenge von jeder Menge.



(b) Falsch. Die Menge Z>° enthilt zum Beispiel das Element 1, das nicht in &
liegt.

(c) Die Aussage ist wahr, da ein x € & nicht existiert.
(d) Falsch, da zwar ein x € Z>°, aber kein y € & existiert.

(e) Wahr aus dem selben Grund wie (c).

3. Sei A eine n x n Matrix iiber K mit der Eigenschaft AX = XA fiir alle n x n-
Matrizen X iiber K. Zeige, dass ein A € K existiert mit A = \I,,.

Liésung: Die Matrix A = (a;;) kommutiert insbesondere mit den Matrizen
E = (6ki01j)1<ij<n

fir alle k,1 = 1,...,n. Fiir den Eintrag an der Stelle (k, j) folgt

n

0= (EklA_AEkl)kj = Z(Ekl)kiazj _aki(Ekl>ij = 2 5liaij —Gkidkiélj = Qy —akk5lj-

i=1 =1

Damit ist a;; = O fiir alle [ # j und A also eine Diagonalmatrix. Fiir [ = j haben
wir aber auch a; = agk, somit sind alle Diagonalelemente gleich und A = AI,, mit
A= aiq.

4. Die Spur einer n x n-Matrix A = (aij) ; ist definiert als

Spur(A) := Za“'
i=1

Zeige:

(a) Fiir jede mxn-Matrix A und jede nxm-Matrix B gilt Spur(AB) = Spur(BA).
(b) Fiir jede invertierbare n x n-Matrix U gilt Spur(UAU 1) = Spur(A).

(c¢) Finde ein Gegenbeispiel zu der Aussage
Spur(ABC) = Spur(ACB).
Lésung:
(a) Die Aussage folgt durch direktes Nachrechnen aus der Definition.
(b) Es gilt
Spur(UAU ) = Spur(U - (AU™Y)) @ Spur((AUY) - U) = Spur(A).

Aliter: Sei P4(X) = det(X I, — A) das charakteristische Polynom von A. Wir
berechnen den Koeffizient von X"~ ! in Pj:
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Da Eintrage mit X in der Matrix X[, — A nur auf der Diagonalen stehen
und eine Permutation ¢ € S,, mit n — 1 Fixpunkten gleich der Identitét ist,
folgt aus der Formel

det(X1I, — A) = > sign(o) (X1, — A)1oq1) - - (XIy — Ao

oESH

dass der Koeffizient von X" ! in P4 gleich dem Koeffizienten von X"~ ! in
(X—(I11>‘...‘(X—(Inn)

und damit gleich — > | a; = —Spur(A) ist. Da das charakteristische Poly-
nom invariant unter Konjugation ist (also Py-14py(X) = Pa(X) ist fiir alle
invertierbaren Matrizen U), gilt dasselbe auch fiir die Spur.

(c) Fiir
01 0 0 00
a=(p o) e=(V0) e=(0 )
gilt
10
Spur(ABC) = Spur( ) =1
0 0
und

Spur(ACB) = Spur (8 8) =0.

5. Seien n und m natiirliche Zahlen und A eine invertierbare n x n-Matrix. Zeige, dass
Vektoren vy, ..., v, € K" linear unabhéngig sind genau dann, wenn Avy, ..., Av,,
linear unabhéngig sind.

Losung: Sind vy, . .., v, linear abhéngig, so existiert eine nicht-triviale Linearkom-
bination » ", a;v; = 0 mit ay,. .., a, € K. Multiplikation mit A liefert dann eine
nicht-triviale Linearkombination " a;Av; = A- (3", av;) = A-0 = 0. Also
sind auch Avy, ..., Av, linear abhéngig.

Sind umgekehrt Avy, ..., Av,, linear abhéngig, so existiert eine nicht-triviale Line-
arkombination Y ", a;Av; = 0 mit ay,...,a, € K. Multiplikation mit A~! liefert
dann eine nicht-triviale Linearkombination Y " au; = A™1- A - (37, av;) =
A (3" ajAv)) = A7 0 = 0. Also sind auch vy, ..., v, linear abhéngig.

6. Priife, ob die folgenden Vektoren aus R* linear unabhingig sind:

1 2 1 2
0 3 3 0
0’ 31|41 |1
1 9 7 3



Lésung: Die Vektoren wvy,...,v4 sind linear unabhingig genau dann, wenn das
homogene lineare Gleichungssystem xv; + ... + x4v4 nur die triviale Losung
1y = ... = x4 = 0 hat. Durch Anwenden des Gaussverfahrens oder direktes
Ausprobieren erhilt man

1 2 1 2
0 3| |3 0
ol T3]~ |=4|T |1
1 9 7 3

Das zeigt, dass die Vektoren linear abhéngig sind.

. Beweise oder widerlege: Fiir beliebige linear unabhéngige Vektoren vy, ..., v, eines
Vektorraumes V' und einen beliebigen Vektor w € V' sind die Vektoren v; + w, ...,
v, + w linear abhéngig genau dann, wenn w € ({vy,...,v,}) ist.

Lésung: Sind v +w, ..., v, +w linear abhéngig, so gibt es Elemente \{,..., \, € K,

nicht alle verschwindend, mit Y}, A\;(v; + w) = 0. Es gilt also

g)\ivi: <—;Ai>w.

Falls ¢ := — >, \; = 0 ist, folgt aus der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren
v1,...,0n, dass \; = 0 ist fir alle 7, im Widerspruch zur Annahme. Also ist ¢ # 0
und damit w = Y, %v; ein Element von vy, ..., v,).

Die Umkehrung ist falsch im Allgemeinen: Seien n = 1 und w = v; und V ein
Vektorraum iiber einem Korper, in dem 2 invertierbar ist. Dann ist v; + w = 2v;
linear unabhéngig, aber w = wv; liegt in (v;) im Widerspruch zur Aussage der
Aufgabe.

. Seien U, V zwei 5-dimensionale Untervektorrdume von K. Zeige, dass UnV # {0}
ist.

Losung: Einerseits gilt
dim(U +V) = dim(U) + dim(V) — dim(U n V).
Andererseits gilt U +V < K? und daher dim(U + V') < 9. Zusammen folgt daraus
dim(U A V) = dim(U) + dim(V) —dim(U + V) = 5+5-9 = 1.
Daher ist U n'V + {0}.

. Fiir welche natiirlichen Zahlen m existiert ein K-Vektorraum V mit m verschie-
denen Unterrdumen Vi,...,V,,, so dass fiir alle i < j der Unterraum V; ein Kom-
plement von Vj ist?



10.

Lisung: Fiir ein beliebiges m > 0 sei V := Q? und

()

firi =1,...,m. Dann ist V; n V; = 0 und die Unterrdume V; und V; sind kom-
plementér zueinander fiir alle ¢ < j.

Sei V' der R-Vektorraum der reellwertigen Folgen:
V= {(2;)i>1 | 7; € R fiir alle ¢ > 1}.
Sei P, die Menge aller schliesslich polynomialen Folgen, das heisst, sei
Py := {(2;)i>1 € V | 3N > 1, 3 Polynom P(z) sodass Vi > N : z; = P(i)},
und sei P, die Menge aller periodischen Folgen, das heisst, sei
P, = { (x;)i=1 €V } dm > 1sodass Vi > 1: 2., = mz}

Zeige, dass P, und P, Untervektorraume von V' sind.

Losung: Wir zeigen dass P, ein Untervektorraum ist. Die Menge P, enthilt die
Nullfolge, das heisst die Folge (x;);>1 mit z; = 0 fiir alle ; insbesondere ist P;
nicht leer. Seien weiter x = (z;);51 und y = (y;)i>1 zwei beliebige Elemente in P,
und sei A € R beliebig. Wéhle N, > 1 und N, > 1 und Polynome P,, P, € R[z],
sodass x; = P,(i) ist fiir alle i > N und y; = P, (¢) fiir alle i > N, Dann gilt

x; +y; = P,(i) + Py(i) fir alle ¢ > max{N,, N,}
Az, = (AP,)(7) fir alle i > N,.

Es folgt, dass = + y = (x; + ¥;)i>1 (mit Polynom P, + P,) und Az = (Az;);>; (mit
Polynom AP,) wieder in P; liegen. Also ist P; ein Untervektorraum.

Wir zeigen nun, dass P ein Untervektorraum ist. Die Nullfolge liegt in P, ins-
besondere ist P» nicht leer. Fiir beliebige Elemente = (x;);>1 und y = (y;)i>1
in P, wiahle a > 1 und b > 1, sodass x;., = x; und y;,, = y; ist fiir alle ¢ > 1.
Durch vollsténdige Induktion folgt z;, 1, = x; und y; 1y = y; fiir alle ¢, k > 1. Mit
m := a - b gilt deshalb

Titm T Yivm = Titva T Yitad = Ti + Y.

Das zeigt, dass die Summe x + y periodische Folgenglieder hat, also in P, liegt.
Fiir ein beliebiges A € R gilt Ax; 1, = Az; fiir alle ¢ > 1, insbesondere also Ax € Ps.
Aus allem zusammen folgt, dass P, ein Untervektorraum ist.



11.

12.

Schreibe die lineare Abbildung f : Q* — Q°,

T +x2+3x3
1 221 +2x9+ 623
f i) = 21’1+3I2+8[E3
X3 —T1+ T2+ T3
3x1+x2+513

als Linksmultiplikation mit einer Matrix und finde je eine Basis ihres Kerns und
ihres Bildes.

Losung: Die Abbildung f ist gegeben durch Linksmultiplikation mit der Matrix

1 1 3

2 2 6

A= 2 3 8
-1 1 1
315

Mit dem Gaussverfahren bestimmen wir eine Basis fiir den Kern von f:

1
Kern(f) = < 2 >,
-1

sowie eine Basis fiir das Bild von f:
0
0
1 > |
2
-2

Bild(f) = <

Gegeben seien Elemente aq, ..., a,,b1,...,b, € K. Welchen Rang kann die n x m
Matrix A := (aibj)lgign’lsjgm haben?

N Ot O N

Lésung: Es gilt
a1
a
A= 7 (b by oo b))
an

Sind alle a; = 0, oder alle b; = 0, so ist auch A = 0 und Rang(A) = 0. Andernfalls
ist jede Spalte ein skalares Vielfaches desselben von Null verschiedenen Vektors,
und mindestens eine Spalte ist ungleich Null, also ist der Spaltenrang 1 und daher
Rang(A) = 1.

Aliter: Da der Rang jeder n x 1 und jeder 1 x m-Matrix kleiner gleich 1 ist, folgt
schon Rang(A) < 1. Der Rest folgt wie oben.
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13.

14.

15.

Bestimme den Rang der Matrix

e e
— O =
— = O

iiber R, beziehungsweise iiber 5.

Lb'sung:“Uber R ist der Rang gleich 3, zum Beispiel weil die Determinante gleich
—2 ist. Uber 5 ist der Rang gleich 2, weil je zwei Spalten linear unabhéngig sind,
aber die Summe aller Spalten gleich Null ist.

Gegeben seien die beiden geordneten Basen B := (vy,...,vq) und B := (wy, ..., wy)
von Q* mit

1 2 3 4

V1 = 2 Vg (= 3 V3 = 4 Vy 1= !

3| 4 |’ 1) ' 2

4 1 2 3

und

1 2 3 4
wy = 2 Wy = 3 Wwg = 4 Wy = 3
3| 4 ) ) 30 2

4 3 2 1

Berechne die Basiswechselmatrix p [id]g.

Lésung: Mit der Standardbasis B = (eq, ea, e3,€4) gilt ¢[id]s = (v1, ve, v3,v4) und
¢[id]g = (w1, wq, w3, wy). Mit der Formel

plid]s = glid]e - e[id]s = ¢[id]5' - £[id]s

folgt daraus

I
—

1 23 4 1 23 4 1 =& 1 ¢
. 2 3 4 3 2 3 4 1 0 2 -2 0
plidls = | 5 4 3 34121 1o 0o 2 -2
4321 4123 0o -+ o0 4

Gegeben sei eine reelle nxn-Matrix A = (a;;); j=1,..» mit

(i) |ay| =1 fir alle 1 < <n, und

1



16.

Zeige, dass A invertierbar ist.
I
Léosung: Angenommen es existiert ein Vektor z = | @ | # 0 mit

Tn

Ax = (Z Clm‘l'j) =0.
J=1 i=1,..m

geeey

Wegen a;; # 0, gilt dann

und somit auch
n

|az"|
| < ) ”| |51 (1)

|aii

furalle? = 1,...,n. Daes ein k gibt mit x;, # 0, folgt aus (1) und |a;;| < 1/(n—1)
fiir alle ¢ # j und a;; > 1 fiir alle ¢ die strikte Ungleichung

1 n
|| < n_1 Z |51
j=1
1#]
und damit auch

n
nlail < ) ||
j=1

fiir alle 7. Durch Aufsummieren erhalt man
n n n n
n Y wil < > gl =n Y ),
i=1 i=1j=1 j=1

was ein Widerspruch ist. Damit kann kein solches x existieren und A ist invertier-
bar.

Berechne eine Basis des Kerns und des Bildes der linearen Abbildung Q* — Q3,
die durch Linksmultiplikation mit der folgenden Matrix definiert ist:

21 —-1 2
A=11 0 -1 0
3 1 -2 2



17.

Losung: Eine Basis des Kerns ist

1 0
1 2
1|’ 0
-1 -1
und eine Basis des Bildes ist

1 0
0], (1

1 1

Gegeben sei eine lineare Abbildung f : V' — W. Zeige, dass f injektiv bzw. surjek-
tiv bzw. bijektiv ist genau dann, wenn die duale lineare Abbildung f* : W* — V*
surjektiv bzw. injektiv bzw. bijektiv ist.

Losung: Wenn f : V' — W injektiv ist gibt es nach Serie 9, Aufgabe 4 eine lineare
Abbildung g : W — V mit g o f = idy. Durch Dualisieren erhalten wir

ffog" =idj, =idy=,

woraus folgt, dass f* surjektiv ist.

Umgekehrt sei angenommen, dass f* surjektiv ist und sei v € V ein beliebiger
nicht-verschwindender Vektor. Dann existiert ein A € V* mit A(v) # 0, und wegen
der Surjektivitit zudem ein g € W* mit f*(u) = A. Es folgt u(f(v)) = f*(p)(v) =
A(v) # 0, also f(v) # 0. Also ist f injektiv.

Wenn f : V — W surjektiv ist, gibt es eine lineare Abbildung g : W — V mit
fog=1idy. Wegen
g* o f* =1idj, = idy=

ist notwendigerweise f* injektiv.

Wenn f : V. — W nicht surjektiv ist, wihle ein Unterraum U < W mit W =
Bild(f)®U. Seip : W — U die zugehorige Projektionsabbildung. Fiir ein beliebiges
nicht-verschwindendes Element py € U*, definiert die Komposition

p:W=Bild(f)eU >2US K

ein Element in W*. Nach Konstruktion ist p # 0 und verschwindet auf Bild(f).
Fiir alle v € V gilt also pu(f(v)) = f*(u)(v) = 0 und folglich f*(u) = 0. Die
Abbildung f* ist also nicht injektiv.

Die Aquivalenz fiir die Bedingung , bijektiv® folgt aus denen fiir ,injektiv¢ und
ysurjektive.



18. Berechne die Determinante und, wenn moglich, die Inverse folgender Matrizen
iiber Q:

1 2 3 1 11 0 -1 2
A= 14 9 |, A:=|31 1], As3:= 10 3],
1 8 27 3 2 1 -2 3 0
210 3 7 11 1 2 =3
Ay=| 121, 4=(5 5 15], 4:=[0 2 3
01 2 1 -1 2 1 -4 —12
Losung:
5 1
det Ay = 12 d At ? _% t
(a) det Ay = un R B BT
3 2 6
S
(b) det Ay =2 und A;'= 0 -1 1
3 P
2 2
3 1 _1
1 i3 1
(c) det A3 =12 und A; = 27 5
4 6 12
3 _1 1
Lo
(d) det Ay =4 und A; = 3 } -3
1 2 1
(e) det A5 =0 .

19. Berechne
Z sign (o) 2%

o€Sy

wobei a(o) die Anzahl der Fixpunkte von o bezeichnet:
a(o) = #{ke{l,....n} | o(k) = k}.

(Hinweis : Die Summe ist die Determinante einer gewissen nxn-Matrix.)

Losung: Fir n > 0 gilt

Z sign(a) 2a(a) = det <(1 + 5ij)1<i,j<n> =n+1 ,

o€eSy

wobei man die Determinante mit Zeilen- oder Spaltenoperationen berechnet.
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20.

21.

Zeige: Fiir jede m x n Matrix A und fiir jede n x m Matrix B gilt:
det(l,,, + A-B) = det(I, + B+ A).

I, —A
B I,
M = M - M5 von Blockdreiecksmatrizen M, My auf zwei verschiedene Arten und
berechne die Determinante.)

L, 0\ (L, -A
M:(B fn)(o In+BA)

(Hinweis : Zerlege die (m+n) x (m+n)-Blockmatrix M := als Produkt

Lésung: Wegen

gilt
det M = det(I,, + BA),
und wegen
I, +AB —-A\ (I, O
M= ( 0 In) (B In)
gilt

det M = det(I,, + AB).
Durch Vergleichen erhélt man die Aussage der Aufgabe.

Sei K ein Kérper, welcher ein Element a € K mit a® = 1 und a # 1, enthilt. Zeige,
dass die Matrizen

010 1 00
0 01 und 0 a O
1 00 0 0 a?
ghnlich sind.
010
Losung: Die Matrix A:= | 0 0 1 | hat das charakteristische Polynom
100

XP—1=(X-1)(X—-a)(X —ad)

und daher die paarweise verschiedenen Eigenwerte 1, a, a? der jeweiligen Vielfach-
heit 1. Sie ist daher diagonalisierbar, also dhnlich zu der Diagonalmatrix

0
0
a2

D :=

S O =
o e O

11



22.

1 1 1

Wer es genauer wissen will, bestimmt die Eigenvektoren [ 1|, | a |, | a® | zu
1 a? a

den jeweiligen Eigenwerten 1, a, a?; mit der invertierbaren Matrix

1 1 1
U=1|1 a a?
1 a® a

gilt dann A = UDU L.

Entscheide, welche der folgenden Matrizen iiber Q d&hnlich sind:

10 01 0 0 00
= (g o) A= (o o) A= (] o) A= (o 1)

10 11 1 -1 20
a5 ) = (3 1)s A= (5 T)0 A= (g o)

Lésung: Zur Vorbereitung betrachte ein beliebiges n > 0 und eine beliebige in-
vertierbare n x n-Matrix U. Dann gilt erstens U - I, - U™' = I,; also ist die
Einheitsmatrix I,, nur zu sich selbst dhnlich. Zweitens seien A eine n x n-Matrix
und B := UAU™!, also B dhnlich zu A. Dann gilt

B? = (UAU YUAU™) = UAY)U;

also ist B? dhnlich zu A2. Drittens sei v € K™ ein von Null verschiedener Vektor
mit Av = v. Dann ist w := Uv ein von Null verschiedener Vektor mit Bw =
(UAU 1Y) (Uv) = UAv = Uv = w. Die Existenz eines von Null verschiedenen
Vektors mit Av = v ist also invariant unter Ahnlichkeit.

Insbesondere ist A5 zu keiner anderen Matrix A; dhnlich. Sodann sieht man durch
Konjugieren mit der Vertauschungsmatrix ((1) (1)), dass A; dhnlich zu A4, und A,
dhnlich zu Az ist. Weiter sind A2 und A% und A2 gleich der Nullmatrix, die iibrigen
A? aber nicht. Wegen Kern(Lya,) = {(})) probieren wir Konjugation von A; mit

der Matrix U := G _01>, und erhalten

(50 (- Y-

Also sind A3 und A7 zueinander dhnlich. Wegen Kern(L4,) = {((7})) probieren wir

1 -1
11 ), und erhalten

= () () 6= 60) -

12

Konjugation von Ag mit der Matrix V' := (



23.

24.

Also ist Ag dhnlich zu Ag. Schliesslich existiert ein von Null verschiedener Vektor
V= ((1)) mit A;v = v, aber kein von Null verschiedener Vektor w € K? mit Agw =
w. Also sind A; und Ag nicht dhnlich. Da Ahnlichkeit eine Aquivalenzrelation ist,
folgt insgesamt, dass A,, A3 und A7, beziechungsweise A; und Ay, beziehungsweise
Ag und Ag dhnlich sind, aber keine weiteren Ahnlichkeiten der A; existieren.

Sei A eine quadratische Matrix. Zeige, dass A und A” dieselben Eigenwerte mit
denselben arithmetischen und geometrischen Vielfachheiten besitzen.

Léosung: Sei n die Anzahl Spalten von A. Wegen
Pa(\) = det(A], — A) = det (A, — A)T) = det (AL, — A7) = Par()),

haben A und AT dasselbe charakteristische Polynom und damit dieselben Eigen-
werte mit denselben arithmetischen Vielfachheiten.

Lemma. Fiir jede n x n-Matrix B gilt dim Kern(Lg) = dim Kern(Lgr).

Beweis des Lemma. Wegen Rang(B) = Rang(B”) gilt

dimKern(Lg) = n — dim Bild(Lp)
= n — Rang(B)
= n — Rang(B")
=n — dim Bild(Lgr)
= dim Kern(Lgr) .OJ
Fiir jeden Eigenwert A\ von A gilt wegen des Lemmas
dim Kern(AI,, — A) = dimKern (A, — A)") = dim Kern(\I,, — A").
Damit stimmen auch die geometrischen Vielfachheiten iiberein.

Seien Folgen (a;)i=0, (b;)i=0, (¢i)i=o in Q definiert durch die Rekursionsformeln

Qiy1 = Q; — 362 + 362',
bi+1 = —QCLZ‘ + 262',

Ciy1 ‘= Q; — bz + BCZ'
fiir alle 7 > 0, und die Anfangsbedingungen
Qg = 1, bo =2 und Cy = 1.

Bestimme explizite Losungsformeln fiir a;, b;, ¢;.
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Losung: Wir schreiben die Rekursionsgleichung in Matrixschreibweise als v;,1 = Av;,

wobei
1 -3 3 1 a;
A= =2 0 2|, wvg:=12 und v = | b;
1 -1 3 1 ¢

fiir alle 7 = 0 ist. Die Matrix A hat die einfachen Eigenwerte —2, 4, 2 und ist daher
diagonalisierbar, und zwar ist A = VDV ! mit

1—1—10 -2 0 0 1—1—11
Vi=—|[-1 0 1], D=0 40 und Vi=—1[-1 1 -1
ﬁ 0 -1 1 0 0 2 ﬁ -1 1 1
Es folgt
| | (=2
V; = Al'UO = VDlvil’Uo = (—2)Z + 2
2@'
und damit
a; = (—2)"
by = (—2)" +2'
Ci=2i

fiir alle 7 > 0.

*25. Ein stochastischer Vektor ist ein Spaltenvektor mit Eintrigen in R®° und Sum-
me aller Eintrége 1. Eine stochastische oder Markov-Matrix ist eine quadratische
Matrix, deren Spalten stochastische Vektoren sind. Sei A eine stochastische n x n-
Matrix mit n > 0. Zeige:

(a) Fiir jeden stochastischen Vektor v ist auch Av ein stochastischer Vektor.
(b) Jeder komplexe Eigenwert A von A hat Absolutbetrag |\ < 1.

(c) Die Zahl 1 ist ein Eigenwert von A.

Seien nun alle Eintrige von A positiv. Zeige:

(d) Der Eigenwert 1 hat geometrische Multiplizitét 1.
e) Der Eigenwert 1 hat arithmetische Multiplizitét 1.

)

(e)

(f) Alle komplexen Eigenwerte A # 1 haben Absolutbetrag |A| < 1.
(g) Es existiert genau ein stochastischer Vektor v; mit Av; = v;.
(h)

h) Fiir jeden stochastischen Vektor v gilt A™v — v, fiir m — oo.

14



(Hinweis: Fiir (e) und (h) nehme vorlaufig an, dass A iiber C diagonalisierbar ist.
Beweise den allgemeinen Fall, nachdem die Jordan-Normalform behandelt wurde.)

Lésung: Schreibe A = (a;;)1<i j<n mit a;; € R0,

(a)

Sei v = (v1,...,v,)7 ein stochastischer Vektor. Da alle Eintrige von A und
v nicht-negativ sind, gilt dasselbe fiir Av. Die Summe aller Eintrige von Av
ist dann

n

Z(Av)i = ;;aijvj = Z (; al-]) vj = ;’l}j =1

i=1

Also ist auch Av ein stochastischer Vektor.

Sei v = (v1,...,v,)T ein komplexer Eigenvektor zum Eigenwert A € C. Dann
ist
= (Av); = Y ai;v; (2)
J
und damit
|- il < Z agj|vj] (3)
fiir alle 2 = 1,...,n. Durch Aufsummleren iiber 7 folgt
ALY ol < Z <Z%> |v;| = Z|Ug| (4)
also |A| <1
Wir haben
1 21 a1 1
AT | = e =\:
1 21 Un 1

Damit ist 1 ein Eigenwert von AT und mit Aufgabe 15 auch einer von A.

Sei A ein komplexer Eigenwert von A vom Betrag |A| = 1. Mit Aufgabe 15
gibt es dann einen komplexen Eigenvektor v = (vy,...,v,)T von AT zum
Eigenwert A. Sei k ein Index mit |v;| > |v;] fiir alle j. Wir konnen annehmen,
dass v, € R> ist

Da |A\| = 1 ist, gilt

o] = [(Av)i] =

P

J

\Zajk|vy| ‘Uk|2ajk = |vkl.

J

Aus dem Sandwich-Prinzip (siche Analysis) folgt |v;| = |vg| fiir alle j. Da
in der obigen Dreiecksungleichung Gleichheit herrscht, gilt zudem dass alle
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a;v; dasselbe komplexe Argument in C haben, also es fiir jedes j ein t; € R™°
gibt mit a;,v; = tjarve. Da agpvr, und auch alle a;p, reell und positiv sind,
folgt v; € R>Y fiir alle j. Mit |v;| = |uvy| fiir alle j gilt daher v = ¢(1,...,1)"
fir ein ¢ € R>® und mit Aufgabe (b) somit A = 1. Wir schliessen, dass
A = 1 der einzige komplexe Eigenwert von A” vom Absolutbetrag 1 ist und
geometrische Vielfachheit 1 hat. Mit Aufgabe 15 gilt dasselbe fiir A.

(e) Wenn A diagonalisierbar ist, stimmen die arithmetischen und geometrischen
Vielfachheiten iiberein und die Aussage folgt aus Teil (d).

(f) Siehe Teil (d).

(g) Seiwv:= (v1,...,v,)T ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A = 1. Dann gilt
in (4) Gleichheit, was impliziert, dass auch (3) fiir alle i eine Gleichung ist.
Ausserdem ist mindestens ein vy # 0; also ist der Vektor w := (|vq],. .., |[va])T
ebenfalls ein Eigenvektor zum Eigenwert 1. Nun sind alle |v| € R*® und
a:=|vi| + ...+ |ay| > 0; also ist - w ein stochastischer Eigenvektor zum
Eigenwert 1. Die Eindeutigkeit folgt aus Aufgabe (d).

(h) Angenommen A ist diagonalisierbar. Sei U eine invertierbare Matrix U und
D eine Diagonalmatrix mit A = UDU ™! und D;; = 1. Durch die bisherigen
Aufgabenteile wissen wir, dass |D;;| < 1 ist fiir ¢ > 2. Es folgt, dass der Limes

B:=lim A" = lim UDU ' = U(lim D" YU ' =UD'U! (5)
n—o0 n—ao0 n—00
existiert, wobeli D’ = (6;10;1)1<ij<n die Diagonalmatrix mit Eintrag 1 an

(1,1)-ter Stelle und sonst verschwindenden Eintrégen ist (Um den Limes in
(5) ins Innere zu ziehen, nutzen wir, dass Multiplikation mit einer Matrix
eine stetige Abbildung ist).

Sei v ein beliebiger stochastischer Vektor. Dann ist A™wv fiir jedes m ein
stochastischer Vektor und somit auch Bv. Wegen

ABv=A lim A™v = lim A - A™v = lim A™v = Bv

m—00 m—00 m—00

ist Bv ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Aus Teil (g) folgt somit

lim A™v = Bv=w;.
m—00

*26. Gegeben sei ein diskretes dynamisches System mit n Zusténden, bei dem in jedem
Zeitschritt der Zustand j mit der Wahrscheinlichkeit a;; in den Zustand ¢ iibergeht,
und die Ubergénge zu verschiedenen Zeiten alle voneinander unabhéngig sind.
Dann ist A = (a;;);; eine Markovmatrix, das heisst, eine quadratische Matrix mit
reellen Koeffizenten > 0 und jeder Spaltensumme gleich 1. Zur Zeit 0 habe der
Zustand i die Wahrscheilnichkeit v;. Mit dem Spaltenvektor v := (v;) sind dann
die Wahrscheinlichkeiten der Zustédnde zur Zeit m die Eintréige des Vektors A™v.
Gefragt ist, wie sich das System fiir m — oo entwickelt.
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Im Jahr 2014 waren an der ETH Ziirich 18178, an der Universitét Ziirich 25715
und an der EPFL Lausanne 9666 Studenten eingeschrieben. Wir nehmen hypothe-
tisch das folgende an: Wiahrend jedes Jahres wechseln 1/8 der ETH Studenten zur
UZH und 1/8 zur EPFL. Von der UZH wechseln jedes Jahr 1/3 der Studenten zur
ETH und 1/3 zur EPFL. Von der EPFL wechseln jedes Jahr 1/4 der Studenten
zur ETH und 1/8 zur UZH. Alle iibrigen Studenten bleiben an ihrer Heimatuni-
versitdt. Wir nehmen weiter an, dass die Gesamtanzahl Studierender gleichbleibt
und die Studentenschaft sich in gleichem Masse erneuert (gleiche Anzahl Aus- und
Eintritte).

(a) Bestimme die Markov-Ubergangsmatrix zu diesem System.

(b) Bestimme die Studentenanteile und die Zahl der Studenten der drei Univer-
sitdten im Jahr 2114.

(c) Schétze die Anteile nach Ablauf des Jahrs 3014 moglichst genau, wenn die
Anteile im Jahr 2014 unbekannt sind.

xq
Lisung: (a) Wir identifizieren in einem Vektor [ x5 | € Z*° den Eintrag z; mit
T3
den Studenten der ETH, den Eintrag s mit denen der UZH und 23 mit denen der
EPFL. Die Markov-Ubergangsmatrix ist dann gegeben durch

A=

Ol Col— |
Wl Wl Wl
Ut Ol i

(b) Der Anfangszustand im Jahr 2014 entspricht dem Vektor

18178
vp 1= | 25715
9666

Durch Normalisierung erhalten wir den Vektor der Studentenanteile

18178

. 18178 53550 0.34
wo = 25715 | = | 205 | ~ | 0.48
18178 + 25715 + 9666 | gree i 0.18

Um den Zustand nach 100 Jahren zu berechnen versuchen wir die Matrix A zu
diagonalisieren: Das charakteristische Polynom von A ist
41 13 5
hary(X) = X3 — — X2+ =X — —.
char (.X) 21" T167 T 18
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Durch Probieren finden wir den Eigenwert 1. Nach Polynomdivision durch X — 1
und durch verwenden der Mitternachtsformel erhalten wir
1 5

charA(X)=(X—1).(X_§).(X_ﬂ

)

Da chary(X) drei verschiedene Eigenwerte mit arithmetischer Multiplizititdat 1
hat, ist A diagonalisierbar. Wir finden die Eigenrdume

1 1

EA71_< >’ EA1_< 0 >7 EA5_< _% >a
2 1 )24 5
2

und bilden die zugehérige Basiswechselmatrix

sl |w

1 1 1
_ 3 7
M := 1_8 0 —g
5 L3
mit Inverser
0 100 10
19 19 19
-1 3 5 1
M—>=1 37 =3 —3
6 _32 6
133 133 133
Dann gilt
1 0 0
A=M-| 0 35 0 |-M*
5
0 0
und wir finden
10 0 100
100 1 -1
A M-{ 0 3 EEJ - M
00 o
3 6 10 2 32 10 4 6 10
7@4-@[?-1-1—3? —761—1—%%64—? —7&4—@[)4‘@
o Ety L Ety L R )

wobei a := 1/21% und b := (5/24)'% ist. Damit erhalten wir die Studentenzahlen
im Jahr 2114:

1 —96520 a — 93688 b + 535590
A0, = o 327908 b + 160677 |,
96520 @ — 234220 b + 321354

woraus sich die Studentenanteile ermitteln lassen.
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Die Konstanten a und b haben die Grossenordnung a ~ 1073! und b ~ 107%.
Wenn wir nur an ndherungsweisen Losungen interessiert sind, ergibt sich

1 00 1010 10
AIOO"B'_M 0 0 0 M—l _ 139 139 139
S ' I O
000 1% 19 19
und damit die Naherung
1 535590
A%y ~ By = o 160677
321354

Wir erhalten ndherungsweise also die folgende Studentenverteilung im Jahr 2114:

535590 5 0.53

APwg ~ ————— | 160677 | =| = |~ |0.16
. 9

1953599 \ 321354 ¢ 0.31

19

Im Teil (¢) werden wir eine genauere Fehlerabschétzung betrachten.

T
(c¢) Sei x = | x9 | mit &3 + z9 + 23 = 1 und x; > 0 fiir i = 1,2, 3 eine beliebige
Zs3
Studentenverteilung im Jahr 2014. Mit der Matrix B wie in Teil (b) gilt fiir die
Studentenverteilung nach N Jahren

ANy = (AN — B)z + Bua.

Jede Spaltensumme der Matrix B ist gleich 1. Da Rang(B) = 1ist und (1, 3/10,3/5)T
ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist, ist Bx = A(1,3/10,3/5)T fiir ein A\ € R>".
Aus 1 + 29 + x5 = 1, folgt A = 10/16 und damit

10
19
3
BU = 19
6
19
Wir schétzen den Restterm
n
y:= |y |:=(AY - B
Ys

ab. Sei a := (1/2)" und b := (5/24)". Dann sind die Koeffizienten der Matrix
AN — B linear in a und b ohne konstantem Term. Da 0 < x; < 1 fiir i = 1,2, 3 ist,
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also insbesondere die z; beschriankt sind, erhélt man eine Abschétzung der y; von
der Form
yil < cra + eob

fiir gewisse Konstanten c¢1, co > 0, welche man z.B. als ¢; = ¢ = 100 wéhlen kann.
10
19

Nach 1000 Jahren erhalten wir also die Studentenverteilung mit einer

glog|e

Abweichung von

1 1000 5 1000
lys| < 100 <§> + 100 <ﬁ> <1072,

*27. (a) Beweise das Bruhat-Lemma: Fiir je zwei Fahnen F und F’ eines endlich-
dimensionalen Vektorraums V' existiert eine Basis von V', so dass jeder Teil-
raum in F U F’ von einer Teilmenge der Basis erzeugt wird.

(b) Folgere daraus die Bruhat-Zerlegung: Jede invertierbare quadratische Matrix
A lasst sich schreiben als A = BW B’ mit oberen Dreiecksmatrizen B und B’
sowie einer Permutationsmatrix W.

Lésung:
(a) Wir verwenden Induktion iiber die Dimension von V. Im Fall dim(V) = 0

gilt die Aussage. Sei also n := dim(V') > 0 und angenommen die Aussage gilt
fiir alle Vektorrdume der Dimension n — 1.

Seien F und F’ zwei beliebige Fahnen von V. Ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit konnen wir annehmen, dass F und F’ vollstindig, also von der
Form

F={U;|i=0,...,n} und F ={V;]|i=0,...,n}

mit Unterrdumen U;, V; < V der Dimension ¢ sind. Die Induktionsvorausset-
zung auf die Fahnen

{Ui\izo,...,n—l} und {V;mUn,1|z':O,...,n},

von U,,_; angewendet liefert uns eine Basis {vy,...,v,_1} von U,_1, so dass
alle diese Unterrdume von U,,_; von einer Teilmenge der Basis erzeugt werden.
Betrachte die Kette von Unterrdumen

Un,1 :Un,1+% e Un,1+‘/1 c ... C Un,l—l—Vn:V.
Wegen dim(U,,—1) = dim(V') — 1 existiert ein eindeutiger Index 1 < k < n

mit

Up1+Ve1=U,-.y und U,_1+V,=V.
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Wiéhle einen beliebigen Vektor v, € Vi~ (Vix nU,_1). Wegen v,, ¢ U,,_; bilden
die Vektoren vy, ..., v, eine Basis von V. Wir behaupten, dass diese Basis die
gewiinschte Eigenschaft erfiillt.

Nach Konstruktion ist bereits jedes U; fiir 0 < ¢ < n — 1 von einer Teilmenge
von {vy,...,v,} erzeugt. Dasselbe gilt auch fiir U, = V, da wir eine Basis
von V' haben. Sodann gilt fiir jedes 0 < ¢ < k die Inklusion V; < U, _;,
also V; = V; n U,_1, und nach Konstruktion ist dieser Unterraum von einer
Teilmenge von {vy,...,v,} erzeugt.

Betrachte schliesslich ein ¢ > k. Dann gilt U,,_; + V; = V und folglich

dimV; n U,y =dimV; + dimU,,_; — dim(U,_, + V;) =i — 1.
Da v, € V; . (V; n U,_1) ist, folgt aus Dimensionsgriinden
‘/; = (‘/:L N Un—l) @® <vn>

Nach Konstruktion ist der Unterraum V; n U,,_; von einer Teilmenge von
{vi,...,v,_1} erzeugt. Es folgt, dass V; von einer Teilmenge von {v1,...,v,}
erzeugt ist.

Insgesamt ist also jeder Teilraum in FUF’ von einer Teilmenge von {vy, ..., v,}
erzeugt; die Aussage der Aufgabe gilt also auch fiir V.

Bezeichne mit ey, .. ., e, die Vektoren der Standardbasis von K™ und betrach-
te die vollstdndigen Fahnen

F = {<61,...,ek>\k=0,...,n}
Fi={{Aeq,..., Aeyy | k=0,...,n}.

Nach (a) existiert eine Basis (v1, ..., v,) von K™, sodass jeder Unterraum von
F u F' durch eine Teilmenge von {vq,...,v,} erzeugt ist. Nach moglichem
Umordnen der Vektoren v; gilt fiir alle k

ety oo e,y =LV, ..., ).

Die Matrix B = (vy,...,v,) ist also eine invertierbare obere Dreiecksmatrix.

Da A invertierbar ist, hat (Aey, ..., Aey) Dimension k fiir jedes k. Es existiert
also eine (eindeutige) Permutation o € S,, mit:

Vi o (Aey, ..., Aer) = (Ust1), - - - Vo(k))-

Somit ist Aey, eine Linearkombination der Vektoren v,(1), ..., Vs fiir alle &
und folglich existiert eine obere Dreiecksmatrix B’ mit

A= (Vo1)s -+, Vo)) - B’
Fiir die Permutationsmatrix W := (8; o-1(;))1<i,j<n gilt
(Vo) - > Vo)) = (V1,...,0) - W = B-W,
also wie gewiinscht A = B-W - B’
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28.

29.

30.

Zeige durch Kopfrechnen, dass die folgende reelle Matrix invertierbar ist:

2015 2344 1234 1990
2124 4123 1990 3026
1230 2014 9095 1230
1262 1776 1880 3907

Lésung: Die Determinante ist definiert durch eine universelle polynomiale Formel
mit Koeffizienten in Z. Da alle Eintrage von A in Z liegen, ist also auch det(A)
in Z. Weiter sind alle Diagonaleintrage von A ungerade, und alle iibrigen Eintrage
gerade. Also ist A modulo 2 kongruent zu der Einheitsmatrix I;. Die universelle
Formel fiir die Determinante impliziert nun, dass det(A) modulo 2 kongruent ist zu
det(I;) = 1. Also ist det(A) eine ungerade ganze Zahl, und deshalb sicher ungleich
Null in R. Somit ist A als reelle Matrix invertierbar.

Sei A € O, (R). Zeige, dass es einen eindeutigen Unterraum U < R" gibt, so dass
Laly =idy und LA(U+) € Ut ist und L4|y. keine Fixpunkte ausser 0 € UL hat.

Lésung: Die Menge U := {u € R" | Au = u} der Fixpunkte von L4 ist der Kern
der linearen Abbildung L4 —id und daher ein Unterraum. (Falls A den Eigenwert 1
hat, ist dies der zugehorige Eigenraum.) Nach Konstruktion gilt dann Ly|y = idy,
und wegen U n U+ = {0} besitzt Ly keine Fixpunkte ausser 0.

Sodann betrachte einen Vektor w € U+. Da A orthogonal ist, gilt fiir alle v € U
(u, Awy = (Au, Awy = (u,w) = 0,

wobei ( , ) das Standard-Skalarprodukt auf R” ist. Somit ist Aw € U+, und daher
L(U*Y) c Ut. Also erfiillt U alle verlangten Bedingungen.

Sei nun W ein beliebiger Teilraum mit den Eigenschaften aus der Aufgabe. Die
Bedingung Aly = idy bedeutet dann, dass W aus Fixpunkten besteht, also in U
enthalten ist. Die Bedingung, dass L|y o keine Fixpunkte ausser 0 hat, bedeutet,
dass U n W+ = {0} ist. Nun ist aber W’ := U n W+ das orthogonale Komplement
von W als Unterraum von U. Da U ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektor-
raum ist, ist dann W wieder das orthogonale Komplement von W’ als Unterraum
von U. Wegen W' = {0} impliziert dies W = U. Daher ist U durch die genannten
Bedingungen eindeutig bestimmt.

Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum, und seien vy, ..., v,, und
wy, ..., w,; Vektoren in V| sodass fiir alle 7, j gilt:

(i, v5) = {wi, wy).
Zeige, dass ein Endomorphismus f : V' — V existiert mit f(v;) = w; fiir alle 3.

Lésung: Betrachte zunédchst eine beliebige Teilmenge I < {1,...,m}. Die Vek-
toren wv; fiir alle ¢ € I sind linear unabhéngig genau dann, wenn ihre Gramsche
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Determinante det (<v¢, vj>) ; ungleich Null ist. Nach Voraussetzung ist diese De-

terminante aber gleich det (<wz,wj>) und somit ungleich Null genau dann,

Jel’
wenn die Vektoren w; fiir alle ¢ € I linear unabhéngig sind.

Unter allen Teilmengen mit den genannten dquivalenten Eigenschaften sei nun [

eine maximale. Nach Umordnen der Vektoren vq,...,v,, und w,...,w,, dirfen
wir [ = {1,...,n} annehmen fiir ein 0 < n < m. Dann ist (vy,...,v,) eine
maximales linear unabhéngiges Teilsystem von (vy,...,v,,) und somit eine Basis
des Unterraums V' := (vy,...,v,). Aus demselben Grund ist (wq,...,w,) eine
maximales linear unabhéngiges Teilsystem von (wy, ..., w,,) und somit eine Basis
des Unterraums V" 1= (wy, ..., wpy).

Betrachte den eindeutigen Isomorphismus f': V' — V" mit f'(v;) = w; fiir alle
1 < i < n. Behauptung: Fir diesen gilt auch f'(vy) = wy fir alle 1 < <m

Betrachte dafiir die Gramsche Matrix M := (gij)1<ij<n = (<vi,vj>)1<ij<n und

bezeichne ihre Inverse mit M ' = (¢");<; j<n. Schreibe v, = > | a;v; mit eindeu-
tigen a; € R. Fiir jedes j = 1,...,n gilt dann

n
(ve,v5) = Z i9ij
i=1
also nach Multiplikation mit ¢/ und anschliessendem Aufsummieren auch

2<W,U]>gjk 2 aigi; " Z%(MM Dk = ax

5,j=1

fiir alle k = 1,...,n. Es gilt daher

n

- kil <Z<Wa vj>gjk>vk: :

Da gleichzeitig M = (<wi, wj>)1<ij<n ist, zeigt man analog

n

= é (Z@% wj>9jk> Wi

Zusammen folgt daraus unter Benutzung von (v, v;) = (wg, w;)

Flw) - f(i(iw,vpgﬂﬂ)vk)

k=1 j=

= (N oneng™) )

Jj=1

(
= Zn:(zn1<we,wj>g ) = w,

j=1

Bl
—

B
—_
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31.

wie behauptet.

Sei schliesslich f: V' — V eine beliebige Fortsetzung von f’. Zum Beispiel wéhle
ein Komplement U’ mit V' = V'@ U’ und setze f(v' + u') := f'(v') fiir alle v’ € V’
und alle v’ € U’. Jede Fortsetzung hat die gewiinschte Eigenschaft.

(Hermitesche Polynome) Sei C[z] der Vektorraum aller komplexen Polynome in
einer Variablen x, und betrachte die Endomorphismen

DS C[CU]—)C[ZL’], u»—>Du;: Uy 1= Z_Z,
P: Clz] - Clz], u~— Pu:= —u, + zu,
L: Clz] — Clz], uw Lu:= —Ug + TU,.

(a) Zeige, dass .
(u,v) := J u(@)v(z)e ™ dx

—0
ein Skalarprodukt auf C[z] definiert.

(b) Zeige, dass P zu D adjungiert ist beziiglich (-, ).

(c) Zeige, dass L selbstadjungiert ist beziiglich (-, -).

(d) Zeige: Fiir jeden Eigenvektor u von L ist auch Pu ein Eigenvektor.
(Deshalb heisst P auch Erzeugungs-Operator fiir L.)

(e) Zeige, dass fiir jede natiirliche Zahl n ein eindeutiges normiertes Polynom h,,
vom Grad n existiert, welches ein Eigenvektor von L ist. Dieses heisst das
n-te Hermitesche Polynom.

(f) Zeige fiir alle n die Formel

dr 2
hn = (—1)" x2/2 —x /2.
() = (12

(g) Berechne die Skalarprodukte (h,, h,,) fir alle n,m = 0.
(Hinweis: Verwende das Gauss-Integral (e **/2dz = /27.)

Bemerkung: Die Hermiteschen Polynome sind wichtig fiir Anwendungen in der
Physik. Sie tauchen zum Beispiel in der quantenmechanischen Beschreibung des
harmonischen Oszillators auf, siehe:

http://de.wikipedia.org/wiki/Harmonischer_Oszillator_(Quantenmechanik)

Lésung:

(a) Aus der Analysis folgt, dass das Integral (u,v) fiir alle u, v € C[x] wohldefi-
niert und endlich ist. Unter Verwendung der Grundeigenschaften des Integrals
priift man direkt, dass (-, -) eine hermitesche Sesquilinearform ist. Betrachte
nun ein nicht-verschwindendes Polynom u € C[z]|. Dann hat die zugehorige
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Polynomfunktion hochstens endlich viele Nullstellen, und dasselbe gilt fiir die
Funktion z — |u(x)[2e~*"/2. Da diese stetig und > 0 ist, folgt ebenfalls aus
der Analysis, dass ihr Integral

e}
(wu) = [ Ju)Pe? > o
—00
ist. Somit ist die Paarung (-, -) positiv definit, also ein Skalarprodukt.

—x2/2

Fiir alle u,v € Clz] gilt lim,_, 4+ u(z)v(x)e = 0. Aus partieller Integra-

tion folgt daher

“ du 2
D = —(x) - —z%/2
(Du,v) J_OO o (x) -v(x)e dx

= u(z)v(z)e ™7 L JOOOO u(m)diij (v(x)e_gﬁz/?) dx

= — JOO u(z) - (va(z) — zv(x)) - e 1% dx

= —(u_,ogm —zv) = (u, Pv).
Daher ist P zu D adjungiert.
Fiir jedes u € C[z] gilt nach Definition

PDu = P(u,) = —ug +zu, = Lu.

Aus (b) folgt daher L = PD = D*D. Somit ist

L* = (D*D)* = D*(D*)* = D*D = I,
also ist L selbstadjungiert.
Zunichst berechnen wir fiir jedes u € Clz]:

(*) DPu = D(—uz +au) = —Upy + Uy +u = Lu+ u.

Fiir jeden Eigenvektor u € C[z] von L zum Eigenwert A folgt daraus

LPu & PDPu ™ P(Lutu) = POu+u) = (\+1)-Pu,

Andererseits ist u # 0 und folglich deg, (zu) = deg,(u) + 1 > deg, (u,). Also
hat Pu = —u, + zu den Grad deg,(u) + 1 und ist daher ebenfalls # 0. Somit
ist Pu ein Eigenvektor von L zum Eigenwert A + 1.

Fiir das konstante Polynom hg := 1 gilt (hg), = 0 und folglich Lhy = 0. Daher
ist hg ein Eigenvektor von L zum Eigenwert 0. Mit (d) folgt durch Induktion,
dass h,, := P"hy ein Eigenvektor zum Eigenwert n ist fiir jedes n > 0. Mit
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derselben Rechnung wie in (d) zeigt man ausserdem durch Induktion, dass
jedes h, normiert vom Grad n ist. Die Polynome h,, haben also die gesuchten
Eigenschaften. Ausserdem ist die Menge {h,, | n = 0} eine Basis von C[z].

Sei nun k € C[z] ein beliebiges normiertes Polynom vom Grad n, das ein Ei-
genvektor von L zum Eigenwert A ist. Dann ist k = " _, aphy, mit gewissen
Konstanten a,, € C und a,, = 1. Daraus folgt

Zn: amAh, = ANk = Lk = an amLh, = an MMy,
m=0

m=0 m=0

und somit a,, A = a,,m fiir alle 0 < m < n. Fiir m = n folgt daraus A = n,
und fiir alle m < n folgt daraus a,, = 0. Also ist k = h,,, wie zu zeigen war.

Wir verwenden Induktion iiber n. Fiir n = 0 gilt die gesuchte Gleichung.
Wenn sie fiir ein n > 0 gilt, so folgt aus der Konstruktion von h,,

hni1 = —Lh, + zh,,
(IV) n £E2 n 7$2 n .2132 n 7([2
D (e Ry e ) 4o (1)t B () e )

_ ( 1)n+1 a:2/2(d )n+1(€—x2/2)

)l

also gilt die Gleichung auch fir n + 1.

Da L selbstadjungiert ist, sind die Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten
von L zueinander orthogonal. Daraus folgt (h,,h,) = 0 fir alle n # m.

Sodann ist "
(ho, ho) = J 6_12/2 de = V 2.
—0

Fiir beliebiges n rechnen wir

—
ﬂl
~

(Phn, Phy,)
(ftn, DPhy,)
(h, Lhu + I
(

)
ho, by + hy)
(n+1) - (hn, o).

(hn+17 hn+1) =

—~
=
=

—~
*
=

—
]
~

Durch Induktion iiber n folgt daraus fiir alle n:
(A, hn) = V21 -nl.
Ingesamt erhalten wir fiir alle n,m > 0 somit

(i b)) = V27 1) Sy
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Aliter: Durch Taylorentwicklung der Funktion e /2 nach ¢ und mit (f)
erhéalt man die Potenzreihenentwicklung

et t2/2 Z h
n=0

mit Konvergenzradius co. Da alle h,, zueinander orthogonal sind, gilt somit
fiir jedes t € R,

th

o0]
<€zt7t2/2’ ext7t2/2> Z

2
n=0 )

(A, hy)

Fiir jedes t € R ist die linke Seite

Q0 Q0
42 42 42 02 2 .2 o2
(e;rt t /27€xt t /2) _ J 62xt t*—x /2dZL‘ = ¢t J‘ e +2xt—2t dr
—w —o0

2 (F 1 e [© 1, 2 = t2
= e e 22y = e e 22dy = e V2r = Z\/QT(—'
n

n=0

—0Q0 —00

Durch Vergleichen des Koeffizienten von ¢" erhalten wir somit

0¢]
(s ) = f ho(z)2e ™ Pdz = /27 - nl

—00
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32. Sei M die Darstellungsmatrix beziiglich der Standardbasis der quadratischen Form
q:R® >R, (%) > 23 + 205 + 623 — 27173 + 47573
Zeige, dass M positiv definit ist und berechne ihre Cholesky-Zerlegung.

Losung: Die Matrix M ist symmetrisch und charakterisiert durch die Gleichung
q(x) = z" Mz fiir alle x € R® und somit gegeben durch

1 0 -1
M = 02 2
-1 2 6
Thre Hauptminoren ergeben sich zu
10

det(1) =1, det < 0 2

) — 2, det(M) = 6.

Da alle diese positiv sind, ist M positiv definit.
Die Cholesky-Zerlegung von M ist die Losung der Matrixgleichung M = RTR
durch eine reelle obere Dreiecksmatrix

ail 12 i3
R = 0 929 (923
0 0 ass

mit Diagonaleintrdgen > 0. Wir rechnen

aj; 0 0 aix G2 013
R'R = ajp azp 0 |- 0 axp as
a13 (23 (33 0 0 as3
a% 11012 11013
= * a%z + a%z a12a13 + Q22093 |,
* * afy + asy + a3

wobei wir wegen der Symmetrie die Eintrige unterhalb der Diagonalen ignorieren
koénnen. Durch sukzessives Auflosen erhalten wir

a1y = \/I: 1,
12 = 0/G11=07

a3 = —1/a11 = -1,

Qg2 = 2 — a%z = \@7

Q3 = (2 - a12a13)/a22 = \/5,
ass = 7/6— a2y —ad; = V3.
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33.

34.

Also ist
1 0 —1

R=|0+v2 2
0 0 3

Sei A eine positiv-definite reelle symmetrische n x n-Matrix.

(a) Ist A? positiv definit?
(b) Ist A~! positiv definit?

Léosung: Da A reell symmetrisch ist, existiert nach dem Spektralsatz eine orthogo-
nale n x n-Matrix U, so dass D := U7 AU eine Diagonalmatrix ist. Da die positiv-
Definitheit unter diesem Basiswechsel invariant ist, ist auch D positiv definit. Also
sind alle Diagonaleintrage von D positiv. Insbesondere ist D invertierbar, und so-
wohl D? als auch D! sind Diagonalmatrizen mit allen Diagonaleintriigen positiv.
Somit sind D? und D~! symmetrisch und positiv-definit. Schliesslich gilt dann
A = UUTAUUT = UDU”, und somit sind auch A2 = UDUTUDUT = UD*UT
und A™! = UD'U? symmetrisch und positiv definit. Beide Fragen sind daher
mit ,,Ja“ zu beantworten.

Aliter: Als positiv-definite reelle symmetrische Matrix ist A invertierbar. Fiir jeden
Vektor 0 # v € R" ist daher Av # 0 und somit

vTA% = vTATAv = (Av)T(Av) = [Av|* > 0,

wobei | | den Absolutbetrag zum Standardskalarprodukt auf R™ bezeichnet. Also
ist A% positiv definit. Fiir jeden Vektor 0 # v € R™ aber auch A~'v # 0 und somit

vTA 7w = oTATTAA W = (AT)TAA ) = AW > 0,

wobei || |4 den Absolutbetrag zu dem Skalarprodukt (v, w) — v’ Aw bezeichnet.
Also ist A™! positiv definit.

Zeige, dass jede symmetrische komplexe Matrix mit positiv definitem Realteil in-
vertierbar ist.

Losung: Schreibe die Matrix in der Form A + ¢B fiir reelle symmetrische n x n-
Matrizen A und B. Dann ist A positiv definit. Nach einem Satz der Vorlesung
existiert daher eine invertierbare reelle n x n-Matrix V mit A = VTV, Dann ist
auch (V~1)TBV ™! reell symmetrisch. Nach dem Spektralsatz existiert darum eine
orthogonale Matrix Q, so dass D := QT (V)T BV ~1Q eine reelle Diagonalmatrix
ist. Zusammen ist dann QT (V-"HT(A +iB)V'Q = I,, + iD eine Diagonalmatrix
mit Realteil I,,. Diese ist also invertierbar; und somit ist auch A + ¢ B invertierbar.

Aliter: Finde zuerst mit dem Spektralsatz eine orthogonale n x n-Matrix R, so dass
RTAR eine Diagonalmatrix ist. Diese ist dann immer noch positiv definit; ihre
Diagonaleintréage sind daher positiv. Sei D die aus den positiven Quadratwurzeln
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35.

dieser Eintrige gebildete Diagonalmatrix. Dann gilt RT AR = D? und daher A =
(R"HTDTDR™ = VTV mit der invertierbaren Matrix V := DR™!. Dann fahre

fort wie oben.

Aliter 2: Schreibe die Matrix in der Form A + ¢B fiir reelle symmetrische n x n-
Matrizen A und B. Dann ist A positiv definit, also invertierbar, und es existiert eine
invertierbare symmetrische Matrix C' mit A = C?. Folglich ist A + B invertierbar
genau dann wenn C~'(A +iB)C~! = I, + iC"'BC~! = [, + 4B’ invertierbar ist
mit B’ := C~!BC~!. Da B und C symmetrisch sind, sind es auch C~! und B’.
Folglich sind alle komplexen Eigenwerte von B’ reell. Insbesondere ist —i kein
Eigenwert von B’ und somit ist —il, + B’ invertierbar. Damit ist dann auch
i(—il, + B') = I,, + iB’ invertierbar, und folglich auch A + iB, wie zu zeigen war.

Sei € € {+1, —1} und betrachte die reelle 5 x 5-Matrix

1 0 0 1
0101 0
A= 01 0 ¢
01010
1 0 ¢ 01

Bestimme eine orthogonale Matrix U, sodass U~' AU Diagonalgestalt hat.

Losung: Wir erkennen, dass der (i, j)-te Eintrag in A genau dann nicht null ist,
wenn ¢ und j beide ungerade oder gerade sind. Bezeichnen wir mit (e, ..., e5) die
Standardbasis von R®, dann hat A also in der Basis (es, ey, €1, €3, €5) Blockdiago-
nalgestalt mit Blocken der Gréssen 2 x 2 und 3 x 3.

Um dies als Matrixgleichung auszudriicken, betrachte die Permutationsmatrix

01 000
0001O0
P = 10000
00100
0 00O0T1

zur Permutation

Dann ist B := PAP~! = (% 302 ) eine Blockdiagonalmatrix mit den Matrixblocken

11 1 ¢ 1

B, = ( ) und By:=1[|¢e 1 ¢
11

1 ¢ 1

Wir diagonalisieren zuerst diese separat.
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Die Matrix B; besitzt die orthogonalen Eigenvektoren (i) und (_11) zu den jeweili-
gen Eigenwerten 2 und 0. Nach Normalisieren erhalten wir also die Orthonormal-

basis (\%G), %(fl)) von R? aus Eigenvektoren von B;.

Das charakteristische Polynom der Matrix By ist
charp,(X) = (X — 1) = 3(X —1) -2 = X*(X - 3)

Wir berechnen die Eigenrdume

Bigs(B2) = ( () ):
s = (%))

Da B, symmetrisch ist, sind die Eigenrdume zu den verschiedenen Eigenwerten
orthogonal. Durch Anwenden des Gram-Schmidt-Verfahrens auf die Eigenvektoren
zum Eigenwert 0 und Normalisierung des Eigenvektors zum Eigenwert 3 erhalten
wir die Orthonormalbasis

von R3 bestehend aus Eigenvektoren von B,. Somit bilden die Vektoren

1 1 0 0 0
0 Y SR el IR B R I
\/50\/50\/55\@525
0 0 1 0 -2

eine Orthonormalbasis von R® aus Eigenvektoren von B zu den jeweiligen Eigen-
werten 2,0,2 + ¢,0,0. Somit ist die zugehorige Basiswechselmatrix

v% V% 0 0 0
L =L 0 0 o0
V2 V2 ) .
U = 0 0 »5 &5 1/2
0 0 ?3 = e/2
0 O 7 0 -1
orthogonal, und nach Konstruktion gilt
2 0 0O
00 0O00O0
B=U-100300]|U".
00000
00 00O
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Da die Permutationsmatrix P orthogonal ist, ist dann auch die Matrix

1 1
10 lo L % 12
1 WA 10 70 0
U = P U = 10 7? 73 75 8/2
L = 0 0 0
0 0 \/% 0 €

orthogonal, und nach Konstruktion hat
U'AU = UYPAP YU = U 'BU
Diagonalgestalt.

*36. Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension 0 < n < oo, und sei f : V — V
ein selbstadjungierter Endomorphismus mit Eigenwerten \; < ... < \,. Zeige:

o { G2,
b - L2220 )

Zeige allgemeiner das Min-Max-Prinzip: Fiir jedes r = 1,...,n gilt

Ar:mm{ max (<f< )‘va dlmw—r}.

zeW~{0} <I ZL’>

Léosung: Wir zeigen direkt das allgemeinere Min-Max Prinzip. Da f selbstadjun-
giert ist, existiert eine Orthonormalbasis (vy, ..., v,) von V aus Eigenvektoren von
f zu den jeweiligen Eigenwerten Ay, ..., \,.

Betrachte zuerst einen beliebigen Unterraum W < V' der Dimension r, und setze

V' i= v, ..., v,). Wegen

dim(V' n W) dim V' + dim W — dim(V' + W)
> dim V' + dim W — dim(V)
n—(r—=1)+r—n

— 1

existiert dann ein nicht-verschwindender Vektor xg € W n V’. Schreiben wir xg =
> a;v; mit Koeflizienten a; € R, so folgt

(<f( ), >> . (flxo)swo) (X @i, 2 ave) 3, Niaf

{x,x) - = A

max
<-7€o, $0> <$0> $0> Cl

zeW~{0}
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Da W < V beliebig war, zeigt dies
(*) inf { max <M>} = A
wev (zews{oy \ (z, 1)
dim(W)=r

Sodann betrachte den Unterraum V,. := (vy,...,v,) der Dimension r. Fiir jeden
Vektor x = >_, a;v; € V. \ {0} mit Koeffizienten a; € R gilt

(f(x), ) _ Qi1 Aiaj < Qi Al — )\
(z,x) DI N DI "
Durch Variieren von z folgt daraus

(v) max <<f<x)’x>> < A

eeVen {0} \ {(x,x)

Dies zeigt, dass das Infimum in () durch den Unterraum V, angenommen wird
mit dem Wert \,, wie zu zeigen war.
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37. Seien V ein reeller Vektorraum der Dimension n und S eine nicht-ausgeartete
symmetrische Bilinearform auf V' mit der Signatur (p, ¢). Bestimme die maximale
Dimension eines Unterraums U < V' mit S|yxy = 0.

Lésung: Nach Voraussetzung ist n = p + ¢ und es existiert eine geordnete Basis
von V| beziiglich welcher die Darstellungsmatrix von [ eine Diagonalmatrix ist
mit p Diagonaleintrdgen 1 und g Diagonaleintrdgen —1. Schreibe diese Basis in
der Form vy, ..., vy, w1, ..., w, mit B(v;,v;) = 1 und B(w;, w;) = —1 fir alle 4.
Behauptung: Die gesuchte maximale Dimension ist m := min{p, ¢}.

Betrachte zuerst einen beliebigen Unterraum U der Dimension > p. Setze U_ :=

(wy, ..., wy); aus der Dimensionsformel fiir Durchschnitte folgt dann

dim(U nU-)

dim(U) + dim(U-) — dim(U + U-)

> dim(U) + dim(U-) — dim(V)

> p+qg—n=0.

Also existiert ein von Null verschiedener Vektor u € U n U_. Wegen u € U_ gilt
fiir diesen B(u,u) < 0. Also ist S|yxy # 0.

Betrachte sodann einen beliebigen Unterraum U der Dimension > q. Setze U, :=
{vq,..., v,y und rechne

dim(UnUy) = dim(U) + dim(Uy) — dim(U + Uy)
> dim(U) + dim(Uy) — dim(V)
> qg+p—n=0.

Also existiert ein von Null verschiedener Vektor u € U n U,. Wegen u € U, gilt
fiir diesen B(u,u) > 0. Also ist B|lyxy # 0.

Insgesamt ist somit f|yxy # 0 fiir jeden Unterraum U der Dimension > m. Die
gesuchte maximale Dimension ist also < m.

Schliesslich setze u; := v; + w; fiir alle 1 < i < m. Dann gilt
Bui,w;) = B(vi + wi,v; +w;)) =1+04+0—-1=0,
und fiir alle 1 < 4,7 < m mit ¢ # j gilt
B(ui, u;) = Blv; + wi,vj +w;) =0+0+0+0=0.
Fiir beliebige Koeffizienten a;, b; € R folgt dann
B (Z a;u;, Z bju]) = Z Z a;b;B(u;, u;) = 0.
i=1 j=1 i=1j=1

Mit U := {uq, ..., uny gilt also f|lyxy = 0. Da die u; linear unabhéngig sind, gilt
weiter dim(U) = m. Die gesuchte maximale Dimension ist also > m.
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*38. Der Index einer reellen symmetrischen n x n-Matrix A mit Eigenwerten \q, ..., g

der jeweiligen Vielfachheiten my, ..., m; ist definiert als
Ind(A) := Z m; — 2 mi,
A )\1‘>0 i /\¢<O

also als die Anzahl positiver minus die Anzahl negativer Eigenwerte von A, gezahlt
mit Vielfachheiten.

Seien A und B zwei symmetrische n x n-Matrizen mit
vTAr < 2" Ba

fiir alle z € R™. Zeige, dass Ind(A) < Ind(B) ist.

Léosung: Sei a bzw. @’ die Anzahl positiver bzw. negativer Eigenwerte von A, und
sei b bzw. b’ die Anzahl positivier bzw. negativer Eigenwerte von B, jeweils gezahlt
mit Vielfachheiten.

Sei U die Summe aller Eigenrdume von A zu positiven Eigenwerten. Dann ist die
Einschrinkung L 4|y positiv definit. Fiir alle z € U\ {0} gilt also 27 Bz > 2T Az >

0. Mit §10.15 in
https://metaphor.ethz.ch/x/2022/fs/401-11562-02L/sc/20211222-LA-Zusammenfassung.
pdf folgt b > dim(U) = a.

Sei U’ die Summe aller Eigenrdume von B zu negativen Eigenwerten. Dann ist
die Einschrinkung Lz negativ definit. Fiir alle z € U’ \ {0} gilt also 27 Ax <
2T Bz < 0. Mit §10.15 der obigen Zusammenfassung folgt o’ > dim(U’) = b'.

Beide Aussagen zusammen ergeben dann Ind(B) =b— b > a — o’ = Ind(A).
39. Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum.

(a) Zeige oder widerlege: Fiir jeden invertierbaren Endomorphismus f: V — V
existiert ein Skalarprodukt ( , ) auf V| fiir welches f orthogonal ist.

(b) Sei nun V =R3 und f = L4 mit

-5 4 4
A= 2 -3 -2
—8 8 7

Finde, falls méglich, eine 3 x 3-Matrix M, sodass (z,y) — 2T My ein Skalar-
produkt auf V ist, beziiglich das der Endomorphismus L 4 orthogonal ist.

Lésung:

(a) Im Fall dim(V) = 0 ist jeder Endomorphismus die Identitdt und folglich
orthogonal; insbesondere gilt also die Aussage.
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Im Fall dim(V) > 0 betrachte den Endomorphismus f : V — V v — 2v. Fr
jedes Skalarprodukt auf V' und jeden Vektor v € V ~ {v} gilt dann (v,v) # 0
und folglich

f), fv) = (2v,20) = Kv,v) # (v,v).
Somit ist f nicht orthogonal. Die Aussage ist daher falsch im Fall dim(V') > 0.

Ist L4 orthogonal beziiglich ein Skalarprodukt (-, -), so sind die Eigenrdume
zu verschiedenen Eigenwerten von L 4 zueinander orthogonal. Wir bestimmen
daher zuerst die Eigenrdume von L 4. Dafiir berechnen wir das charakteristi-
sche Polynom:

chary(X)=X*+X? - X -1=(X-1)- (X +1)%

Die Eigenrdume zu den Eigenwerten 1 und —1 ergeben sich zu

2
Eig;(A) = Ken(A—I;) ={ [ -1])
4
1 0
Eig 1(A) =Kem(A+L)={[1], | 1 |).
0 -1
Also hat L4 beziiglich der geordneten Basis
2 1 0
B = -1, (1], 1
4 0 -1
die Darstellungsmatrix
1 0 0
glLalg=10 =1 0
0 0 -1

Nun ist aber L4 genau dann orthogonal beziiglich (-, -), wenn seine Darstel-
lungsmatrix beziiglich einer Orthonormalbasis beziiglich {-,-) eine orthogonale
Matrix ist. Da g[La|p bereits orthogonal ist, geniigt es also, das Skalarpro-
dukt so zu wihlen, dass B eine Orthonormalbasis ist. Dies bedeutet, dass die
Darstellungsmatrix von (-, -) beziiglich B die Einheitsmatrix ist.

Das Skalarprodukt (z,y) = 27 My hat beziiglich der Standardbasis b von R?
die Darstellungsmatrix ,[{:, )], = M. Mit der Basiswechselmatrix

21 0
U = b[idRB]B = -1 1 1
4 0 -1
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folgt, dass die Darstellungsmatrix von (-, -) beziiglich B die Gleichung
Bl n = dlidelh oo olidasls = UTMU

erfiillt. Die Matrix M ist also durch die Gleichung UT MU = I3 charakteri-
siert. Das Ergebnis lautet daher

26 —23 —19
M=UH1'ut=|( -23 21 17
—19 17 14
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40. Seien R, S : R® — R? zwei nicht-triviale Drehungen um je eine Gerade durch den
Ursprung. Beweise die Aquivalenz der folgenden beiden Aussagen:

(a) R und S kommutieren, das heisst, es gilt RS = SR.

(b) R und S haben entweder dieselbe Drehachse oder sind Rotationen um 180°
beziiglich orthogonaler Drehachsen.

Lisung: Jede nicht-triviale Drehung im R3 hat den Eigenwert 1 mit geometri-
scher Vielfachheit 1. Nach Voraussetzung gilt dies also fiir R und S. Seien vg, vg
normierte Eigenvektoren von R bzw. S zum Eigenwert 1.

»(a) = (b)“: Angenommen R und S kommutieren. Nach Serie 14 Aufgabe 1la ist
dann vg auch ein Eigenvektor von S zu einem Eigenwert A\ € R. Da S orthogonal
ist, kann dieser Eigenwert nur A = +1 sein.

Im Fall A = 1 ist wegen der geometrischen Vielfachheit 1 des Eigenwertes 1 der
Vektor vg ein Vielfaches von vg. Die Drehungen R und S haben also dieselbe
Drehachse (vgr) = {(vg).

Im Fall A = —1 sind vgr,vs Eigenvektoren von S zu den jeweiligen Eigenwerten
—1 und 1, wegen der Orthogonalitdt von S sind sie also insbesondere orthogonal
zueinander. Folglich haben R und S orthogonale Drehachsen. Weiter ist jetzt —1
ein Eigenwert von S, also hat S den Drehwinkel 180°. Schliesslich wiederholen wir
die bisherigen Argumente mit vertauschten Rollen von R und S. Anwenden von
Serie 14 Aufgabe 1a zeigt, dass der Eigenvektor vg von S ein Eigenvektor von R zu
einem Bigenwert p = +1 ist. Im Fall 4 = 1 wéren die Drehachsen gleich, was jetzt
schon ausgeschlossen ist. Also ist 4 = —1, und somit hat auch R den Drehwinkel
180°.

»(b) = (a)“: Haben R und S dieselbe Drehachse, gilt also Eig,(R) = Eig,(5), so
haben R und S beziiglich einer Orthonormalbasis der Form b = (vg, vq,v3) fiir
Vektoren vy, v3 € R? die Darstellungsmatrizen

1 1
My (R) = cosa  sina |, My(S) = cosf  sinpf
—sina  cosa —sinf8 cos

mit jeweiligen Drehwinkeln «, 8 € R. Durch direktes Rechnen folgt

1
My(R) - My (S) = cos(a+ ) sin(a+ B) | = My(S) - My(R),
—sin(a + £) cos(a + f)
also Ro S =SoR.

Haben R und S orthogonale Drehachsen und beide den Drehwinkel 180°, dann
ist —1 ein Eigenwert von R der Vielfachheit 2, also (vg)* = Eig_,(R). Es folgt
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vg € {vg)* = Eig_,(R). Ebenso zeigt man vg € (vg)* = Eig_,(S). Fiir jeden nicht-
verschwindenden Vektor b € (vg,vg)* folgt weiter b € Eig_;(R) und b € Eig_,(.5).
Also haben R und S beide beziiglich der Basis (vg, vg,b) Diagonalgestalt; somit
kommutieren sie miteinander.
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41.

42.

Sei f ein Automorphismus eines endlich-dimensionalen unitiren Vektorraums V.
Zeige: Ist f selbstadjungiert, bzw. unitir, bzw. normal, so haben f* und f—!
dieselbe Eigenschaft.

Lisung: Eine direkte Rechnung zeigt (f~1)* < (f*)~L

Zuerst sei f selbstadjungiert, nach Definition also f* = f. Dann gilt (f*)* = f*
und (f~H* = (f*)~' = f71; somit sind f* und f~! selbstadjungiert.

Sodann sei f unitir, nach Definition also f* = f~!. Dann gilt (f*)* = (f~1)* =
(f*) ' und (f71)* < (f) ' = (f~H7" somit sind f* und f~! unitér.
Schliesslich sei f normal, nach Definition also f* o f = f o f*. Wegen (f*)* = f
gilt dann

(f) o f* =Fof*=of=fo(f)
und
(F) o f = () ef = (fo ) = (fro ) = f ()T = f e
somit sind f* und f~! normal.
Sei V' der euklidische Raum der reellen 2 x 2-Matrizen mit dem Skalarprodukt
(A, B) := Spur(A”B).
Fiir u € R sei die lineare Abbildung F, : V' — V definiert durch
F (A) := AT —u - (SpurA) - I
(a) Fiir welche u € R ist F), selbstadjungiert?

(b) Fiir welche u € R ist F,, orthogonal?

(c) Seiu e R so gewihlt, dass F,, sowohl selbstadjungiert als auch orthogonal ist.
Welche Abbildung ist dann F, o F,,?

Losung: Man zeigt direkt, dass die Vektoren
L 1oy 1oy 11y 10 -1
vo\o 1/ 7 2\0 —-1) "7 /2\1 0) 7 /2\1 O

eine Orthonormalbasis von V' beziiglich des gegebenen Skalarprodukts bilden. Die
Darstellungsmatrix von F;, beziiglich dieser Basis ist die Diagonalmatrix

1-2u 00 0
0 10 0
My = 0 01 0
0 00 —1

Somit hat F,, die Eigenwerte 1 — 2u und +1.
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(a) Da die Darstellungsmatrix von F,, beziiglich einer Orthonormalbasis symme-
trisch ist, ist F), immer selbstadjungiert.

(b) Ein Endomorphismus ist genau dann orthogonal, wenn seine Darstellungsma-
trix beziiglich einer Orthonormalbasis orthogonal ist. Fiir die obige Matrix
M, gilt dies genau dann, wenn u € {0, 1} ist.

(c) Wegen (a) und (b) ist dies genau dann der Fall, wenn u € {0, 1} ist. In diesem
Fall ist M? = I und folglich F, o F, = id.

Alternative Lésung: Wir rechnen direkt die Definitionen nach und verwenden da-
bei die Linearitidt der Spur sowie die Eigenschaften Spur(A”) = Spur(A) und
Spur(AB) = Spur(BA); siche Wiederholungsserie LA I, Aufgabe 4.

(a) Fir alle reellen 2 x 2-Matrizen A, B gilt

(Fu(4),B) = Spur(F.(A)" - B)
= Spur((A” — uSpur( A)])T - B)
= Spur((4 — uSpur(A)I) - B)
= Spur(AB) — uSpur(A) Spur(B).
Wegen Spur(AB) = Spur(BA) ist dieser Ausdruck symmetrisch in A, B und

daher gleich (F,(B),A) = (A, F,(B)). Also ist F, selbstadjungiert fiir alle
ue R.

(b) Fiir alle reellen 2 x 2-Matrizen A und B gilt

(F,(A), F,(B)) Spur ((AT —u Spur(A)I) (B —u Spur(B)I))
Spur ((A — uSpur(A)I) - (B" — uSpur(B)I))

Spur(ABT) — 2u Spur(A) Spur(B) + 2u® Spur(A) Spur(B).

Wegen Spur(ABT) = Spur(BTA) = (B, A) = (A, B) folgt daraus
(F,(A),F,B)) = (A,B)+2u(u—1)Spur(A) Spur(B).
Daher ist F), genau dann orthogonal, wenn
2u(u — 1) Spur(A) Spur(B) = 0

ist fiir alle A und B. Da es Matrizen mit nicht-verschwindender Spur gibt,
gilt dies genau fir u € {0, 1}.

(c) Da F, sowohl selbstadjungiert als auch orthogonal ist, gilt

<A’B> = <FU(A)7FU(B>> = <F3(A)>B>
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44.

fiir alle A und B. Im Fall B = A — F2(A) impliziert dies

Da das Skalarprodukt positiv definit ist, folgt daraus B = 0. Fiir alle A gilt
daher A — F2(A) = O und somit F? = id.

Beweise oder widerlege: Jeder normale Endomorphismus eines endlich-dimensio-
nalen unitiren Vektorraums ist die Komposition eines selbstadjungierten mit ei-
nem unitdren Endomorphismus.

Losung: Fiir jeden normalen Endomorphismus f: V' — V eines endlich-dimen-
sionalen unitdren Vektorraums V' existiert eine Orthonormalbasis b, sodass ;[ f],
eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintragen Ay, ..., A\, € C ist. Schreibe jede dieser
komplexen Zahlen in der Form \; = r;e"¥ mit reellen Zahlen r;, ;. Sei S bzw.
U der eindeutige Endomorphismus von V', dessen Darstellungsmatrix beziiglich b
die Diagonalmatrix mit den Eintrdgen 7,...,7, bzw. €%t ... e ist. Dann ist
S selbstadjungiert und U unitér und es gilt

b[S o U]b = [S]b b [U]b = diag(rlewl, ... ,rnei‘p”) =p [f]b,
also S o U = f. Damit ist die Ausage bewiesen.
Bemerkung: Fiir die so gefundenen Endomorphismen gilt zusétzlich SoU = Uo S.
Wir betrachten ein korrekt ausgefiilltes Sudokugitter als eine 9 x 9 Matrix S mit

Eintrdgen in {1,2,...,9} < Z. Welche der folgenden Aussagen sind fiir alle, fiir
manche, fiir kein S korrekt?

(a) Die Zahl 45 ist ein Eigenwert von S.

(b)

(c) Der Vektor (1,...,9)" ist ein Eigenvektor von S.
)

*(d) Die Determinante von S ist positiv.

Die Determinante von S ist durch 9 teilbar.

Losung: (a) Jede Zeile von S besteht aus den Zahlen 1 bis 9 in gewisser Reihenfolge,
somit ist (1,...,1)T ein Eigenvektor zum Eigenwert 1+2+...+9 = 45. Die Aussage
ist also fiir alle S korrekt.

(b) Die Determinante &ndert sich nicht, wenn wir alle spateren Zeilen zu der er-
sten addieren. Danach ist die erste Zeile gleich (45,45, ...,45). Die fragliche De-
terminante ist also 45 mal die Determinante, nachdem wir die erste Zeile durch
(1,...,1) ersetzt haben. Da alle Eintrége in der resultierenden Matrix immer noch
ganze Zahlen sind, ist auch diese Determinante noch eine ganze Zahl. Somit ist
det(S) immer durch 45 teilbar.

Bemerkung: Wenn wir danach noch alle spéteren Spalten zur ersten addieren, so
wird die erste Spalte gleich (9,45, ...,45)T. Daraus kénnen wir noch den Faktor 9
herausziehen; folglich ist det(S) sogar durch 9 - 45 = 405 teilbar.
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(¢) Die Summe jeder Spalte der Matrix S := $/45 ist 1, und alle Eintréige sind
positiv; also ist S eine Markov-Matrix. Mit Aufgabe 27 der Wiederholungsserie
LAI hat daher jeder komplexe Eigenwert von S den Betrag < 1. Somit hat jeder
komplexe Eigenwert von S den Betrag < 45.

Angenommen v := (1,...,9)T ist ein Eigenvektor von S zu einem Eigenwert A,
und sei (ag,...,aq) die erste Zeile von S. Wegen a; > 1 fiir alle ¢ und a; > 1 fiir
ein 1 < j <9, folgt aus dem Vergleichen des ersten Eintrages von Sv = Av dann

)‘:<a17"'7an)'(1»-~;9)T:Ziai>Zi=45.
1 %

1=

Dies widerspricht der obigen Aussage |\;| < 45. Somit ist (1,...,9)” nie ein Ei-
genvektor von S.

(c) Falls S eine Sudokumatrix mit positiver Determinante ist, erhélt man durch
Vertauschen der zwei ersten Zeilen wieder eine Sudokumatrix, deren Determinante
gleich — det(.S), also negativ ist. Daher kann det(.S) nicht immer positiv sein.

Um zu iiberpriifen ob die Aussage manchmal oder nie gilt, miissen wir entschei-
den ob eine Sudokumatrix mit positiver Determinante existiert. Wéahlen wir zum
Beispiel

12 3|456[7 89
456789123
78 9[12 3|45 6
2 3 4]5 6 7|8 9 1

S=|56 789 123 4],
8 9 1(2 3 4|5 6 7
345(67 8|9 12
6 78(912/345
91 2[3 465|678

so folgt durch direktes Rechnen (fiir welches es sich anbietet, einen Computer zu
verwenden)
det(S) = —3'% . 5 = —215233605.

Durch Vertauschen der ersten beiden Zeilen in S erhilt man somit eine Sudo-
kumatrix mit positiver Determinante. Die Aussage ist also manchmal wahr und
manchmal nicht.
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45.

Bemerkung. Nicht jede Sudokumatrix ist invertierbar; zum Beispiel gilt

6 5 3|9 4 7|8 1 2
9 8 7|1 6 2|4 3 5
4 2 113 5 8|6 79
5 3 814 2 6|1 97
det| 2 7 4]5 9 1|3 8 6 [=0,
1 9 6|7 8 3|2 5 4
8 6 5|2 1 9|7 4 3
31 9/6 7 4|5 2 8
74 2|8 3 5|9 61

siehe auch http://math.stackexchange.com/questions/873709/.

Fiir welche reellen Zahlen a und b existiert eine reelle 2 x 2-Matrix A mit

20 _ [(a 0,
w5 0)

Léosung: Nehmen wir an, es gebe eine solche Matrix A. Wir trigonalisieren sie

iiber C, wihlen also U € GLy(C) mit UTAU = (g

C und einen Eintrag =, der uns hier nicht interessiert. Dann ist U 'A?U =
20

(U—l AU)20 — uo

(X —u?)(X — v?). Nach Voraussetzung ist es aber auch gleich (X — a)(X —b).

Deshalb sind u?°, v?° gleich a, b bis auf die Reihenfolge.

Sind u,v € R, so gilt *°,v*® > 0, also auch a,b > 0. Andernfalls ist u = T und
somit a = b. Da aber b reell ist, folgt daraus a = b. Eine notwendige Bedingung
fiir die Existenz von A ist also a,b > 0 oder a = b.

* .
v) fiir gewisse u,v €

420 |- Das charakteristische Polynom von A% ist also gleich

Wir zeigen, dass diese Bedingung auch hinreicht. Sind a,b > 0, so tut es zum

. . . . 2a 0 . . .
Beispiel die Matrix A := ( 0 2%). Sei nun also a = b < 0. Wir erinnern uns an

den injektiven Ringhomomorphismus

k: CHMatQXQ(R), $+Zy'—> ($ _y>
)

xz

Betrachte die Matrix
o 20/1 ] . p2mi/40\  _  20/| 1. COS(QW/ZLO) —sin(27r/40)
A = k(X/la] e ) o <sin(27r/4()) cos(2m/40) )
Wegen der Multiplikativitdt von £ gilt dann
i /40 20 i a 0
A — k((2«°/]a| . e? /40) ) = k(|a\ el /40) = k(—l|a|) = k(a) = (0 a> )
wie gewiinscht. Also ist die Bedingung hinreichend.
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46. Fiir welche der folgenden Gleichungen existiert eine reelle Matrix X, die sie erfiillt?

w o O

0
(a) X3 =1
2

(b) 2X°+ X =

Il
—/ ° © O
i)
=

—_
N———

(c) X®+2X1+ 10X

0
0
-3

(@) X* =

o O W
S W

Losung: (a) Ist X eine reelle Matrix mit

X =

N = O
w o O
o O O

dann gilt X? = (X?)? = 0 und somit ist X nilpotent. Dann hat aber X das cha-
rakteristische Polynom chary(t) = t3 (siehe Zusammenfassung §8.5) und folglich
ist X3 = 0, was ein Widerspruch ist. Also erfiillt keine reelle Matrix die Gleichung.
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(b) Betrachte die symmetrische Matrix

B =

S ot Ww
O = Ot
S © O

Nach dem Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen existieren eine or-
thogonale Matrix U und Ay, Ay, A3 € R mit

M 0 0
U'BU=[0 X\ 0
0 0 X3

Da U invertierbar ist, ist die Gleichung 2X° + X = B #quivalent zu
20U XU +U XU =U'(2X° + X)U = U 'BU,

mit Y = U~'XU also dquivalent zu

A 0 0
2Y54+Y =10 X O
0 0 X
Machen wir den Ansatz
w00
Y=10 p 0
0 0 pus

mit Koeffizienten 1, pio, 3 € R, so ist die Gleichung 2Y?® + Y = diag(\1, A2, A3)
dquivalent zu
207 + i = A

fiir i = 1,2, 3. Da nun der héchste Grad im Polynom 2X° + X ungerade ist, ist die
Abbildung R — R,z ~— 2x° + x surjektiv. Somit existiert fiir jedes i ein p; € R mit
2113 + pi; = A;. Wihlen wir ein solches fiir i = 1,2, 3, so erfiillt Y = diag(jy, p2, i3)
die betrachtete Gleichung. Die Matrixgleichung der Aufgabe hat also eine Losung.

(¢) Wir erinnern uns an den injektiven Ringhomomorphismus
:L‘ —
k: C — Matoxo(R), x4+ iy — < y)'
y

Da jedes nicht-konstante komplexe Polynom eine komplexe Nullstelle besitzt, exi-
stiert ein z € C mit
254224 4102 = 4.

Es folgt
k(2)% + 2k(2)* + 10k(2) = ((1) _01> ,
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47.

also 16st k(z) die gegebene Matrixgleichung.
0
0
-3

3
(d) Die Matrix Y := [0 hat den Eigenwert —3 mit dem Eigenraum
0

4
3
0
0
Eig_5(A) = (v) fur v := 0). Angenommen es existiert eine reelle Matrix X mit
1

X% =Y. Dann ist
YXv=X=X(X"%)=XYv=-3Xv,

also liegt auch Xv in dem Eigenraum Eig_5(A). Somit ist Xv = v fiir ein A € R.
(Siehe auch Serie 14 Aufgabe 1a.) Daraus folgt nun

Mo =X%=Yv=-3v

und somit \* = —3. Dies ist aber unméglich fiir A € R. Daher besitzt die Gleichung
keine Losung.

Was sind die Méoglichkeiten fiir den Rang einer reellen 7 x 7-Matrix mit Minimal-
polynom X?2?

Lésung: Der einzige normierte irreduzible Faktor des Minimalpolynoms ist X.
Dies entspricht dem Eigenwert 0. Also ist die Jordannormalform der Matrix eine
Blockdiagonalmatrix mit Blockdiagonaleintragen der Form

01 0 ...0

N; = : L0 der Grosse j X j
. o]
0 ... ... ... 0

fiir gewisse 7 > 1. Nach der Definition des Minimalpolynoms gilt A? = O. Fiir
alle 7 > 3 ist aber Nj2 # O; somit konnen nur Jordanblocke der Form N; und
N, auftreten. Wegen N7 = O und N7 = O gibt es aber kein Hindernis gegen
diese. Nach der Minimalitéit des Minimalpolynoms ist andererseits A # O. Wegen
N; = O und Ny # O muss daher mindestens ein Block der Form N, in der
Jordannormalform von A auftreten. Die Anzahl der Jordanblocke der Form Ny ist
also eine ganze Zahl a > 1. Die Anzahl der Jordanblocke der Form N; ist dann
gleich 7 —2a > 0. Die moglichen Werte sind also a = 1,2, 3. Der Rang der Matrix
ist nun gleich

a-Rang(Ny) + (7 —2a) - Rang(Ny) = a-1+(7—2a)-0 = a.

Die Moglichkeiten fiir den Rang sind also genau 1, 2, 3.
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48. Sei K ein Korper. Bestimme alle natiirlichen Zahlen n, so dass die Jordan-Normal-
form jedes Endomorphismus eines n-dimensionalen K-Vektorraums durch das cha-
rakteristische Polynom zusammen mit dem Minimalpolynom eindeutig bestimmt
ist.

Lésung: Fiir jedes n > 4 betrachte die n x n-Blockdiagonalmatrix

el el an) avNan]
oo
el evlan) (e Nan]
OoOR|IOCO
Bl el (evlan)(asNan]

Fiir jedes = € {0, 1} ist sie in Jordanscher Normalform, und zwar mit 1 + = Jor-
danblocken der Form (8 (1)) sowie n — 2 — 2z Jordanblocken der Form (0). In bei-
den Féllen ist das charakteristische Polynom gleich X™ und das Minimalpolynom
gleich X?, die Jordan-Normalformen sind jedoch nicht fiquivalent. Die zu den Ma-
trizen Ay und A; assoziierten Endomorphismen bilden also Gegenbeispiele zu der
gewiinschten Eigenschaft. Die Eigenschaft ist also fiir jedes n > 4 verletzt.

Wir zeigen nun, dass fiir jedes n < 3 die gewiinschte Eigenschaft erfiillt ist. Sei
also f ein beliebiger Endomorphismus eines K-Vektorraums der Dimension n < 3.
Durch Induktion kénnen wir voraussetzen, dass die Aussage bereits fiir jeden En-
domorphismus eines K-Vektorraums der Dimension < n gilt.

Besitzt der Endomorphismus mehrere Hauptraume, so entspricht die Hauptraum-
zerlegung der Zerlegung des charakteristischen Polynoms wie des Minimalpoly-
noms in Potenzen verschiedener normierter irreduzibler Faktoren, welche jeweils
das charakteristische Polynom bzw. das Minimalpolynom des von f induzierten
Endomorphismus des Hauptraums sind. Nach Induktionsvoraussetzung ist die Jor-
dannormalform dann in jedem Hauptraum schon durch das charakteristische und
das Minimal-Polynom bestimmt, also ist sie insgesamt durch das charakteristische
und das Minimal-Polynom bestimmt, wie gewiinscht.

Wir koénnen also annehmen, dass der Endomorphismus héchstens einen Hauptraum,
sagen wir zum normierten irreduziblen Polynom p(X) € K[X], besitzt. Das Mini-
malpolynom von f ist dann gleich p(X)" fiir ein r > 0.

Ist » = 0, so muss 0 = p(f)° = idy sein, also V = 0. In diesem Fall gibt es
iiberhaupt nur einen Endomorphismus; der ist schon in Jordannormalform und
héngt von nichts mehr ab; also ist die fragliche Bedingung in diesem Fall erfiillt.

Ist r = 1, so ist die Begleitmatrix von p(X) die einzige Moglichkeit fiir die Jordan-
blocke von f. Die Anzahl dieser Blocke ist dann auch durch n = dim (V') bestimmt;
die fragliche Bedingung ist somit auch in diesem Fall erfiillt.

Ist = 2, so gibt es wegen 3 > n = dim(V') = deg(p(X)") = r - deg(p(X)) nur die
Méoglichkeiten (r,n) € {(2,2),(2,3),(3,3)} mit deg(p(X)) = 1.
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Im Fall (r,n) = (2,2) gibt es genau einen Jordanblock der Grosse 2 x 2 und sonst
keinen, also ist die Jordannormalform eindeutig bestimmt.

Im Fall (r,n) = (2,3) gibt es je einen Jordanblock der Grossen 2 x 2 und 1 x 1
und sonst keine, also die Jordannormalform ebenfalls eindeutig bestimmt.

Im Fall (r,n) = (3,3) gibt es genau einen Jordanblock der Grosse 3 x 3 und sonst
keinen, also ist die Jordannormalform ebenfalls eindeutig bestimmt.

Fazit: Die natiirlichen Zahlen mit der gewiinschten Eigenschaft sind, unabhéngig
vom Korper K, genau die Zahlen 0, 1,2, 3.

Wir betrachten alle reellen symmetrischen 3x3-Matrizen, welche die Vektoren

-1 1 1
vy = 0], wv:=(0}), wvg:=1{1
1 1 1

als Eigenvektoren besitzen.

(a) Was ldsst sich iiber die Eigenwerte \; zu v; aussagen?

(b) Gib eine Parametrisierung der Menge aller dieser Matrizen.

Losung: Alle Eigenwerte einer symmetrischen Matrix sind reell, und die Eigen-
rdume zu verschiedenen Eigenwerte sind orthogonal. Da vy und w3 nicht ortho-
gonal zueinander sind, muss daher Ay = A3 sein. Also ist auch v} := v3 — vy ein
Eigenvektor zum Eigenwert Ao. Nun sind aber vy, v9, v4 von Null verschieden und
zueinander orthogonal. Durch Reskalieren finden wir daher die Orthonormalbasis

1 —1 1 1 0
bp:=—=1| 0 |, by:=—410], b3:=1]1
Covely ) T ey T\

Die zugehorige Basiswechselmatrix U := (by, be, b3) ist dann orthogonal. Dass die
genannten Vektoren Eigenvektoren von A zu den obigen Eigenwerten sind, ist dann
dquivalent zu

M 0 0
U'AU =D = |0 XN 0
0 0 N\

Da U orthogonal ist, impliziert dies umgekehrt die Gleichung A = UDU~! =
UDU?T. Da D eine Diagonalmatrix ist, ist jede solche Matrix A also schon sym-
metrisch. Somit ist die gesuchte Menge von Matrizen gleich

M 0 0 R NP e
UlL0 X 0|UT | M, eR} = 3 0 2\ 0 M, A eR
0 0 X A=A 0 A+ XN
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*50.

*51.

a 0 b
= 0 a+b 0]|a,beR
b 0 a

Schliesslich folgt daraus, dass die Bedingung A, = A3 die einzige Einschrankung
an die Kigenwerte ist.

Zeige: Fiir jede nilpotente n x n-Matrix N {iber K ist exp(N) &hnlich zu I,, + N.

Lisung: Falls N dhnlich zu einer Matrix N’ ist, also STINS = N’ ist fiir eine
invertierbare Matrix .S, dann gilt:

S M, +N)S=1,+S'NS=1I,+N
S~ texp(N)S = exp(S'NS) = exp(N').

Also ist auch I, + N dhnlich zu I, + N’, und exp(/N) &hnlich zu exp(N’). Da
Ahnlichkeit eine Aquivalenzrelation ist, folgt daraus, dass I, + N genau dann
dhnlich zu exp(N) ist, wenn I,, + N’ dhnlich zu exp(N’) ist. Es geniigt daher die
Aussage fiir eine Matrix N in Jordanscher Normalform zu zeigen.

Falls die Aussage fiir jeden Jordanblock zum Eigenwert 0 gilt, so folgt aus der
Zerlegung von N in eine Blockdiagonalmatrix mit Jordanblécken auf den Diago-
nalen, dass sie auch fiir V gilt. Es geniigt daher die Aussage fiir einen Jordanblock
beliebiger Grosse n der Form

0 1
N prm—
1
0
zu zeigen.
Dafiir kénnen wir nun explizit berechnen:
2 N3 Oss
N)—I = N+t ot = (i) .
exp(N) * 2 * 3! * (j — )/ 1<ij<n

Dies ist eine strikte obere Dreiecksmatrix, fiir die alle Eintrdge unmittelbar ober-
halb der Hauptdiagonalen nicht verschwinden. Aus dem Beispiel in §8.6 der Zu-
sammenfassung folgt daraus, dass exp(N) — I,, dhnlich zu N ist. Es existiert also
eine invertierbare Matrix S mit S~!(exp(N) — I,,)S = N. Damit ist aber auch
S~lexp(N)S = I, + N und somit exp(N) dhnlich zu I, + N, wie zu beweisen war.

Sei A eine beliebige n x n-Matrix iiber K und betrachte den Unterraum

U(A) := {B e Mat,,(K) : AB= BA}.
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(a) Finde eine Basis von U(A) fiir die reelle Matrix

(b) Zeige: n < dimU(A) < n?.
(c¢) In welchen Féllen gilt Gleichheit in (b)?

Lésung: Sei S eine invertierbare n x n-Matrix. Eine n x n-Matrix B kommutiert
mit D := S7'AS genau dann, wenn SBS™! mit A kommutiert. Es gilt also

(1) U(A) = {SBS—l}BeU(D)}.
(a) Mit
2 0 2
S=[101 -2
1 0 —1
gilt
20 0
D:=S1AS=(0 2 0
00 —2

Die Matrix A ist also diagonalisierbar.

Eine Matrix B kommutiert mit der Diagonalmatrix D genau dann, wenn B
die Eigenrdume von D invariant lédsst, also von der Blockform

- (562)

ist mit Blockmatrizen C' und D der jeweiligen Grosse 2 x 2 und 1 x 1.
Mit den Elementarmatrizen Ey, := (0:;x0,¢)1<i j<3 fiir alle k, ¢ = 1,2, 3 erhalten

wir also
U(D) = <Ella El27E217 E22a E33>
und somit
$ 01 12 -2 00
U(A)=<000,000,;10 ,
}1 0 % % 1 -1 00

v o= O
[
S [0 [ =00 | =

o= O
o = O
|
O = O

o OO

|
L
\/

o1



(b)

Da U(A) ein Unterraum des Raumes aller n x n-Matrizen ist und dieser
Dimension n? hat, gilt dim U(A) < n?. Wir miissen also dim U(A) > n zeigen.
Wegen (1) ist die Dimension von U(A) invariant unter Ahnlichkeit. Wir
kénnen also annehmen, dass A Jordansche Normalform hat, also von der
Form

J1
A ==
Ji
ist mit Jordanblocken J; der Grosse n; fiir i = 1, ..., k. Eine Blockmatrix
By
B =
By,

mit Blocken B; der Grosse n; kommutiert mit A genau dann, wenn B; mit J;
kommutiert fiir alle 7. Daraus erhalten wir eine Einbettung

U)BE---BU(J) — UA),
und somit die Ungleichung
k
dimU(A) = > dimU(J;).
i=1
Die Aussage folgt nun aus der folgenden Behauptung.

Behauptung 1. Fiir jeden Jordanblock J der Grosse m gilt dim U(J) = m.

Beweis der Behauptung. Die Matrizen I,,,J, ..., J™ ! kommutieren mit J.
Falls die Matrizen I,,,J,...,J™ ! linear abhingig sind, existieren Elemente
ag, - - ., am_1 € K, die nicht alle verschwinden, mit

Clo[m + CL1J + -+ Gmfljmil = 0.

Das Polynom ¢(X) := 37" ¢; X" hat also Grad deg ¢(X) < m—1 und erfiillt
q(J) = 0. Nach Definition teilt das Minimalpolynom von J das Polynom
¢(X) und muss folglich Grad kleiner als m haben. Das Minimalpolynom eines
Jordanblocks ist aber gleich seinem charakteristischen Polynom, also hat es
Grad m. Dies ist ein Widerspruch. ]

Es gilt dim U(A) = n? genau dann, wenn A mit allen n x n-Matrizen kommu-
tiert. Dies ist so genau dann, wenn A ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist.

52



Es bleibt zu untersuchen, wann dimU(A) = n ist. Wie in (b) konnen wir
dabei ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass A Jordansche
Normalform

Ji
A=
I,

hat mit Jordanblécken J; der Grosse n;. Betrachte eine beliebige Blockmatrix
vom selben Typ

B =

Dann gilt AB = BA genau dann, wenn fiir alle 7 und j die Gleichung
(+) JiBij = BijJj

gilt. Diese Bedingung betrifft jeden Block B;; separat.
Fiir einen Diagonalblock B;; ist die Bedingung dquivalent zu B;; € U(J;).
Deshalb zeigen wir zuerst:

Behauptung 2. Fiir jeden Jordanblock J der Grosse m gilt dim U(J) = m.

Beweis: Sei e, := (0,...,0,1)T der m-te Standard-Basisvektor. Aus der
Konstruktion des Jordanblocks oder durch direktes Nachpriifen folgt, dass
die Vektoren e,,, Je,,, ..., J™ e, eine Basis von K™ bilden. Sei nun B eine
Matrix, die mit J kommutiert. Fiir jedes ¢ gilt dann

Lg(J'ey) = BJ'e,, = J'Be,y, .

Da die Vektoren e,,, ..., J™ 'e,, eine Basis von K™ bilden, ist die Abbildung
Lp und somit auch die Matrix B bereits durch den Vektor Be,, eindeutig
bestimmt. Dies bedeutet, dass die lineare Abbildung

U(J) -V, B Be,

injektiv ist. Also gilt dimU(J) < dim K™ = m. Zusammen mit Behauptung
1 aus (b) folgt daraus dim U(J) = m. O

Behauptung 3. Es gilt dim U(A) = n genau dann, wenn die Matrixgleichung
() fiir alle ¢ # j nur die Nullmatrix B;; = O als Losung besitzt.

Beweis: Aus Behauptung 2 folgt, dass die Blockdiagonalmatrizen in U(A)
einen Unterraum der Dimension ng +. ..+ n; = n bilden. Also ist dim U(A) =
n genau dann, wenn dieser Unterraum schon gleich U(A) ist, das heisst, wenn
jede Matrix in U(A) bereits eine Blockdiagonalmatrix des obigen Typs ist.
Aufgrund der Bedingung (=) ist dies dquivalent zur genannten Aussage. [
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Behauptung 4. Gehéren die Jordanblocke J; und J; zu verschiedenen nor-
mierten irreduziblen Polynomen, so hat die Matrixgleichung (*) nur die Null-
matrix als Losung.

Beweis: Als Jordanblocke haben J; und J; charakteristische Polynome der
Form p!" bzw. p;-nj mit normierten irreduziblen Polynomen p; und p;, wel-
che nach Voraussetzung verschieden sind. Nach Cayley-Hamilton gilt dabei
i (J;) = O und p;"j(Jj) = 0.

Wir zeigen zuerst, dass die Matrix p; ”(.J;) invertierbar ist. Betrachte dafiir
den Unterraum U := {v € K™ | p;” (J;)v = 0}. Wie bei der Konstruktion des
Hauptraums ist dieser Unterraum invariant unter Linksmultiplikation mit J;.
Sei f der davon induzierte Endomorphismus von U. Nach Konstruktion von U
gilt dann p;n](f) = 0, und wegen p;"(J;) = O gilt auch p;"*(f) = 0. Somit ist
das Minimalpolynom von f sowohl ein Teiler von p?” als auch ein Teiler von
p;". Nach Voraussetzung sind diese Polynome aber teilerfremd. Somit ist das
Minimalpolynom von f gleich 1, was nur fiir den Nullraum U = {0} moglich
ist. Somit hat die Matrix p;” (J;) vollen Rang und ist daher invertierbar.

Betrachte nun eine Matrix B mit ;B = B.J;. Dann gilt auch J'B = BJ}
fir alle £ > 0 und somit p(J;) B = By(J;) fiir jedes Polynom ¢ € K[X]. Fiir

@ = p;” erhalten wir
Da p;nj (J;) invertierbar ist, folgt daraus B = O, was zu zeigen war. ]

Behauptung 5. Gehoren verschiedene Jordanblocke J; und J; zu demsel-
ben normierten irreduziblen Polynom, so hat die Matrixgleichung () eine
nichttriviale Losung.

Beweis: Nach Voraussetzung haben die Jordanblécke J; und J; die charakte-
ristischen Polynome p™¢ bzw. p™i mit Exponenten m;, m; > 1 und demselben
normierten irreduziblen Polynomen p. Diese Jordanblocke sind ihrerseits wie-
der Blockmatrizen der Form

P Ean

I

Ea
P

wobei P die Begleitmatrix des Polynoms p ist und alle nicht dargestellten
Blocke gleich Null sind. Sei d die Grosse von P. Fiir die m; x m;-Blockmatrix

Iy
B =
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folgt dann durch direkte Rechnung J;B = BJ;. O

Fazit. Behauptungen 3 bis 5 implizieren, dass genau dann dimU(A) = n
ist, wenn es zu jedem normierten irreduziblen Faktor von chars(X) genau
einen Jordanblock gibt. Wir wissen bereits, dass fiir jeden Jordanblock das
Minimalpolynom gleich dem charakteristischen Polynom ist, und dass sich
die Minimalpolynome iiber die verschiedenen Hauptraume aufmultiplizieren.
Also gilt dim U(A) = n genau dann, wenn das Minimalpolynom von A gleich
dem charakteristischen Polynom von A ist.

52. Sei A eine komplexe n x n-Matrix, deren Eigenwerte alle den Betrag < 1 haben.
Beweise, dass die Matrix I,, — A invertierbar ist und berechne ihre Inverse.

Losung: Sei U eine invertierbare Matrix, so dass

Ji
J = U AU =
Jy

in Jordannormalform ist mit Jordanblocken J; := A;I,;,, + Ny, der Grosse m; x m;
mit der {iblichen nilpotenten Matrix N, fiir alle 1 < j < r. Wie in Aufgabe 1 der
Serie 15 impliziert die binomische Formel fiir alle £ > 0 die Gleichung

m;i—1
4 k
k k—¢ 4
Ji = Z /\j (g)ij'
£=0

Fiir jedes ¢ > 0 hat dabei die Matrix Nf;lj genau max{m; — ¢,0} Eintrige 1
und sonst nur Eintrdge 0. Fiir die in Abschnitt 9.6 eingefithrte Matrixnorm gilt
daher Hmej | < m;. Sei nun k > n. Aus der Voraussetzung |\;| < 1 folgt dann die

Ungleichung |A;|*=¢ < [A;[* fiir alle 0 < ¢ < m;. Ausserdem gilt (§) < k% < k™.
Insgesamt erhalten wir daraus die Abschéitzung

mj—l mj—l
ok - .
< X (I € XS Wk = gk

£=0 £=0

Nach Voraussetzung ist ¢ := max{|\|,..., |\|} < 1. Mit der Dreiecksungleichung
fiir die Norm | | folgt daher

5 < DI < Y InFRmmE < k.
j=1 j=1
Mit der Submultiplikativitdt der Matrixnorm folgt daraus
_ _ n _ k
[A* = (U U < (U] O < [UERRE U = ofe?)
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fiir & — co. Daher ist die Reihe ;7 ; A¥ absolut konvergent. Die absolute Kon-
vergenz rechtfertigt nun die Rechnung

o0 o0 o0 ) o0 o0
([n_A)ZAk _ Z(Ak_Ak-i-l) L ZAk_ZAk—H _ ZAk_ZAk = I,
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=1

Somit ist I,, — A invertierbar mit der Inversen ..~ ; A".

1 4 0 0 O 8 6 0 0 0
-1 -3 0 0 0 -12 -9 0 0 O
Seien A: =1 0 0 2 1 0]|und B:= 0 0 3 0 0
0O 0 1 3 1 9 6 0 —8 12
0O 0 -1 =21 6 4 0 —4 6

Bestimme die Jordansche Normalform von A und von B, sowie zugehorige Jordan-
Basen von R®.

Losung: (A) Wir bestimmen die Jordansche Normalform von A, indem wir die
Jordansche Normalform der einzelnen Blocke

1 4

bestimmen.

(A1) Die Matrix A; hat das characteristische Polynom
charg, (X) = X? +2X +1 = (X + 1)

also ist —1 der einzige Eigenwert von A;. Wegen A, + [, = (_f _;l) # 0 hat A

genau einen Jordanblock zum Eigenwert —1 der Grosse 2 x 2. Sei vy ein beliebiger
Vektor, der nicht in Kern(A; + I) liegt, also zum Beispiel v; := (1,0)7. Dann
bildet

(Ao, v1) = ((2,-1)",(1,0)7)

eine Jordanbasis von R? zu A;.

(A2) Das charakteristische Polynom von A, ist
chary,(A) = X? —6X* + 12X — 8 = (X — 2)°,

also ist 2 der einzige Eigenwert. Wir haben

0 1 0 1 1 1
Ay —2I5 = 11 1], (Ay—2)°%= 0 0 0
-1 -2 -1 -1 -1 -1
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und (A —2I3)kF = 0 fiir alle & > 3. Die Matrix A, hat also einen 3 x 3-Jordanblock
zum Eigenwert 2. Sei w; € R? \ Kern((A — 2I3)?) beliebig, also zum Beispiel sei
wy = (1,0,0)”. Dann ist

((A2 — I)*wy, (As — I)wy,wq) = ((1,0,-1)",(0,1,-1)",(1,0,0)")

eine Jordanbasis von A,.

Wir schliessen, dass A die Jordansche Normalform

0O -1 0 0 O

0O 0 2 1 0

o o 0 2 1

o o0 0 0 2

besitzt mit der zugehorigen Jordanbasis

2 1 0 0 0
-1 0 0 0 0
01,101, 11,1 01, |1
0 0 0 1 0
0 0 -1 1 0

(B) Durch Spaltenentwicklung entlang der dritten Spalte erhalten wir das charak-
teristische Polynom

X—-8 —6 0 0 0
12 X -9 0 0 0
charp(X) = det 0 0 X-3 0 0
-9 —6 0 X+8 —12
—6 —4 0 4 X -6
X-8 -6 0 0
12 X+9 0 0
S(X=d)det g T g x g 12
6 -4 4 X6
X-8 —6 X+8 —12
=(X—3)~det< 19 X+9)-det< 4 X—6>

= (X -3) (X?+ X)) (X*+2X)
= (X =3)(X +1)(X +2)X>

Folglich hat B die Eigenwerte —2, —1, 0 und 3.

Da die Eigenwerte —2, —1 und 3 mit geometrischer Vielfachheit 1 auftreten, haben
die zugehorigen Jordan-Blocke Grosse 1. Fiir diese geniigt es deshalb, jeweils einen
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Eigenvektor zu bestimmen. Die Eigenrdume sind dann

Eig_,(B) = {(0,0,0,2,1)T,
Eig_,(B) = {(2,-3,0,0,0)"),
Eig,(B) = {(0,0,1,0,0)".

Sodann betrachten wir den Eigenwert 0 der Vielfachheit 2. Wir berechnen

-8 -6 0 0 O
129 0 0 O
B*=|[0 0 9 0 0
0 0 0 16 —-24
0 0 0 8 —12

und

Kern(B) = span {(0,0,0,3,2)"}.
Haux (B) = Kern(B*) = span {(3,—4,0,0,0)",(0,0,0,3,2)"} .
Sei w € Kern(B?) \ Kern(B) beliebig, zum Beispiel w := (3,—4,0,0,0)”. Dann

bildet
(Bw,w) = ((0,0,0,3,2)",(3,-4,0,0,0)")

eine Jordanbasis des Hauptraums Hauy (B).

Insgesamt schliessen wir, dass B die Jordansche Normalform

-2 0 000

0 —1.0 0 0

0O 0 010

0O 0 00O

0O 0 00 3

mit der zugehorigen Jordanbasis

0 2 0 3 0
0 -3 0 —4 0
of, 101, {0}, 101, |1
2 0 3 0 0
1 0 2 0 0

besitzt.

Seien f und g Endomorphismen eines endlich-dimensionalen Vektorraums V. Zei-
ge, dass die Endomorphismen fg und ¢gf dasselbe charakteristische Polynom ha-
ben.
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Lésung: Wihle eine geordnete Basis (vy, ..., v,) von Kern(f) und erweitere sie zu
einer geordneten Basis B := (vq,...,v,) von V. Die Vektoren w; := f(v;) fiir alle
r < i < n bilden dann eine geordnete Basis von Bild(f). Erweitere diese zu einer
geordneten Basis B’ := (wy,...,w,) von V. Die zugehéorige Darstellungsmatrix
von f ist dann die folgende Blockmatrix mit s :=n — r:

wlfls = (%%) .

Schreibe die Darstellungsmatrix von g beziiglich der vertauschten Basen ebenfalls

[ ]
B g B’ O .

Die zusammengesetzten Endomorphismen haben dann die Darstellungsmatrizen

slfle = ol 1s = (15) (619) = (o)
plids = olfle sl = (o1 7) (2a) = (215 ):

Die charakteristische Polynome dieser Blockdreiecksmatrizen hédngen von den Ein-
tragen ausserhalb der Blockdiagonale, also von B bzw. C', nicht ab. Sie sind also
beide gleich dem charakteristischen Polynom der Blockmatrix

0|0
O|D )’
und somit untereinander gleich.

Aliter: Wegen der Funktorialitdt von Alt" und wegen Spur(F o G) = Spur(G o F)
fiir alle Endomorphismen F, G eines endlich-dimensionalen Vektorraums gilt

Spur(Alt"(f o g)) = Spur(Alt"(f) o Alt"(g))
= Spur(Alt"(g) o Alt"(f))
— Spur(Alt’(g o /)

fiir alle r > 0, also mit n = dim(V’) und Serie 24 Aufgabe 2 somit

char o, (X) = an(—l)’" Spur(Alt"(f o g))X""
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Sei T': V — V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen unitdren Vektor-
raums (V,{ , »), so dass gilt

Yo,weV: (v,wy=0 = (T(v),T(w))=0.

Zeige, dass eine unitédre Abbildung S : V — V und ¢ € C existieren mit T' = ¢ - S.
Hinweis: Untersuche den Endomorphismus f :=T*oT.

Losung: Nach Definition der Adjungierten 7 und der Voraussetzung gilt fiir alle
v,weV:

W, w) = 0= (f(v),w) = (T(v), T(w)) = 0.

Also ist f(v) orthogonal zu allen Vektoren, die orthogonal zu v sind. Daher gilt

fv) € () =),

mit anderen Worten f(v) = Ayv fiir ein A, € C. Fiir je zwei linear unabhéngige
Vektoren v, w € V folgt dann A,v + A\,w = f(v)+ f(w) = f(v+w) = Apyw(v+w)
und somit A\, = A1 = Ay. Insgesamt zeigt dies, dass f = b-idy ist fiir ein b € C.

Sodann ist f selbstadjungiert nach Konstruktion, und deshalb ist b € R. Wegen

b-(v,v) = (v, v) = (f(v),0) = (T(v),T(v)) =0

fiir alle v folgt zudem b > 0. Im Fall b = 0 ist dann (T'(v),T(v)) = 0 fiir alle v
und somit 7'(v) = 0. Die gewiinschte Aussage gilt in diesem Fall mit ¢ := 0 und
S :=idy. Im Fall b > 0 sei ¢ := v/bund S := T/+/b. Wegen S*S = T*T/b = f/b =
idy ist dann .S unitédr und es gilt 7' = ¢S.

Eine reelle homogene Form vom Grad d in n Variablen ist ein Ausdruck der Form

mit x = (z1,...,2,) und reellen Koeffizienten a;, _; . Die Menge all dieser ist ein
reeller Vektorraum V;,,. Zeige, dass die Restitutions-Abbildung

Res: Sym?(R™,R) — Vi, ¢ — qu(z) == ¢(z, ..., ).

ein Isomorphismus ist.

Hinweis: Untersuche die Polarisations-Abbildung

Pol: Vg, — Sym?(R™,R), q(z) — ¢,

10

0
0q(v1, ..., vq) = Eé’_tl

o Ol

q(tlvl + -+ tdvd)
tq=0
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fiir alle vy, ..., vy € R™ und fiir reelle Variablen ¢q,.. . t,.

Lésung: Fiir jede symmetrische Form ¢ € Sym?(R", R) und fiir alle vy, ..., vg € R”

gilt
P(Res(p))(v1,...,vq)

10 0

= —— e Res(p)(tivg + - - - + tqv
Aot o otal, o (©)(hron )
10 0 S N

_ - Y S gp( tivi, ..., tivi)
10 0 d

-7 ...Z it o(vi, .o vs).
dl @tl o (%d Lo i17.§_1 1 d ( 1 d)

Falls in der Summe verschiedene Indizes 7; und i; existieren mit k := 1;

= 7/]-/’

dann hat die Variable t; im zugehorigen Term einen Exponenten > 2 und folg-
lich verschwindet der Term durch die Ableitungsoperatoren. Es geniigt daher nur
paarweise verschiedene Indizes i1, ..., 74 zu betrachten. Wegen 1 < i; < d fiir alle
j stehen diese in bijektiver Korrespondenz zu den Permutationen Sy der Grosse d.

Der obige Ausdruck ist daher gleich

L c 4 Ztl tdgovg)...,g = 'Z

ST o
d! (%1 (/td ta=0 ves, d! oSy

t1=0
also wegen der Symmetrieeigenschaft von ¢ und wegen |S,| = d! gleich
'Z (v1,...,0q) = p(v1, ..., vq) -
d! o€eSy
Also gilt P o Res = idgya(gn g)-
Fiir alle reellen homogenen Formen g vom Grad d und fiir alle v € R™ gilt

Res(P(q))(v) = P(g)(v, ..., v)

IR a
10 0
10 9 ]

— Ea_tl tl:o...a—tdtd:O(tl—i—-..—i—td) q(v)

Aus der Kettenregel folgt

<
ot

0

e tid )= )
G|, ittt

tq=0

t1=0
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und somit

Res(P(q))(v,...,v) = q(v).
Als gilt auch Res o P = idy,. Die Abbildung P ist also ein Isomorphismus.

Bemerkung: Die Polarisations-Abbildung kann alternativ auch durch die folgende
Formel definiert werden:

qu(’Ul,...,Ud) = _, Z (_1)d7u|'(ﬁ(2i61%‘).

Betrachte zwei K-Vektorrdume V', W sowie einen Unterraum V' < V.

(a) Konstruiere einen natiirlichen injektiven Homomorphismus
V'@ W — Vg W

Identifiziere V' @y W mit seinem Bild.

(b) Konstruiere einen natiirlichen Isomorphismus
(Vex W)/(V' ek W) = (V/V') @k W.

Losung: Nach Definition von V @ W ist die Abbildung V x W — V Qg W,
(v,w) — v @ w bilinear. Somit ist auch ihre Einschrankung V' x W — V ®x W
bilinear. Nach der universellen Eigenschaft von V' ®x W existiert also eine ein-
deutige lineare Abbildung i, fiir die das folgende Diagramm kommutiert:

(v, w) VixWe——V x W (v, w)

[ L]

v® w V'Qr W —>V Qx W v W

Dabei bezeichnen wir das Bild eines Paars (v, w) € V' x W in V' ®x W mit v ® w,
zur Unterscheidung von seinem Bild v® w in V ®x W.

Die Abbildung ¢ ist natiirlich, das heisst, sie hédngt von keiner Wahl ab. Nun
wahlen wir aber eine Basis B’ von V'’ und erweitern sie zu einer Basis B von V.
Ausserdem wahlen wir eine Basis C von W. Dann bilden die Elemente b®c fiir alle
(b,c) € B x C eine Basis von V ®x W. Andererseits bilden die Elemente b ®' ¢ fiir
alle (b, c) € B' x C eine Basis von V' ®x W. Fiir diese gilt aber nach Konstruktion
i(b® ¢) = b®c; somit bildet i eine Basis von V' ®x W bijektiv auf eine Teilmenge
einer Basis von V ®x W ab. Daher ist i injektiv, und (a) ist gezeigt.

Aliter: Die Inklusionsabbildung ¢: V/ < V., v/ +— wv ist linear. Nach der Funk-
torialitdt des Tensorprodukts haben wir daher eine eindeutige lineare Abbildung
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i=1@idy: V'Qx W - Vg W mit i(v® w) = v@uw fur alle (v,w) e V! x W.
Fahre weiter wie oben.

(b) Die kanonische Abbildung 7: V' — V/V' v — v + V' ist linear. Nach der
Funktorialitdt des Tensorprodukts haben wir daher eine eindeutige lineare Abbil-
dung p =7 idy: Vg W — (V/V') @k W mit p(v Qw) = (v + V') @ w fir
alle (v,w) eV x W.

Wiéhle Basen B’, B, C' wie oben. Dann bilden die Elemente 7(b) = b+ V' fiir alle
be B"” := B~ B’ eine Basis von V/V'. Somit bilden die Elemente (b + V') ® ¢ fur

alle (b,c) € B” x C eine Basis von (V/V') ®x W. Der Klarheit wegen betrachte
die Teilmengen

B = {b®c| (b,c)e BxC},
B = {(b®c|(bc)e B xC},
B" = {b®c]| (b,c)e B" x C}

von V@ W. Dann ist NB ein~e Bas~is von V®x W und B’ eine Basis des Unterraums
V'®k W, und es gilt B = B’ 1 B”. Nach Konstruktion gilt fiir alle (b,¢) € B x C

(b+V')®c fallsbe B,

b =
plo®c) { 0 falls b € B', da dann 7(b) = 0 ist.

Also bildet p die Basis B’ von V' ®x W auf 0, aber die Basis B” eines Komple-
ments bijektiv auf eine Basis von (V/V') ®x W ab. Deshalb ist p surjektiv mit
Kern V' ®x W. Nach Serie 11 Aufgabe 1d induziert p somit den gewiinschten
Isomorphismus.

Da schliesslich p von keiner Wahl abhéngt, sind p und der so gefundene Isomor-
phismus natiirlich.

Seien V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und p eine natiirliche Zahl. Ein
Element von A"V der Form v; A ... A v, fiir Vektoren vy, ..., v, € V heisst rein.
Betrachte ein beliebiges nicht-verschwindendes Element a € AP V. Zeige: Der Kern
der Abbildung

+1
fa: V—>/\p V,v—uvAa«
hat Dimension < p, und es gilt Gleichheit genau dann, wenn « rein ist.

Losung: Wéhle eine Basis (ey, . . ., ex) von Kern( f,) und erweitere sie zu einer Basis
(e1,...,€e,) von V. Dann bilden die Elemente e;, A ... A ¢;, fiir alle Indices 1 <
i1 < ... <1, <n eine Basis von APV. Folglich existieren eindeutige Koeffizienten

.....

o = Z ail...ip €y N A €ip .
I<ii<..<ip<n
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Fiir jedes j € {1, ..., k} gilt dann nach Konstruktion

0 = € N = Z ozilmipej/\eil/\...Aeip.

I<ii<..<ip<n

Hier ist nun aber e; A e;; A ... A e, = 01im Fall j € {i,...,4,}, und andernfalls
ist es gleich + eines der entsprechenden Basiselemente von AP V. Da letatere
linear unabhéngig sind, folgt daraus

iy, =0 fiiralle 1 <ip <...<ip, <nmit j¢{i,... 0}
Kontrapositiv gesagt bedeutet dies

je{ir, ... ipp firallel <4 <...<i, <n mit Qi ..q, # 0.
Da j € {1,...,k} beliebig war, gilt also
() AL ...,k} < {ir,...,ip} fiirallel <y <...<i, <nmit o, 4 #0.

Wegen a # 0 gibt es mindestens ein solches «y,.;, # 0, und fiir dieses folgt
dim Kern(f,) = k < p, die erste zu beweisende Aussage.

Andererseits impliziert (), dass

A=€e A...A€EAT
ist fiir ein n € AP7*V ~ {0}. Im Fall dim Kern(f,) = k = p ist dann n e A°V = K
ein Skalar, also & = (nv1) A ... A v, rein.

Sei schliesslich umgekehrt o = v; A ... A v, € APV ein nicht-verschwindendes
reines Element. Nach Serie 26, Aufgabe 2c sind die Vektoren vy, ..., v, dann linear
unabhéngig. Nach Serie 26, Aufgabe 4 ist weiter Kern(f,) = (v1,...,v,), also gilt
dim Kern(f,) = p, was zu zeigen war.

Betrachte eine 4 x 2-Matrix M = (m;;)1<i<4, 1<j<2 und bezeichne ihre 2 x 2-Minoren
mit M; := det ()7 ") fiir alle 1 <i < j < 4.
J J

Existiert eine reelle 4 x 2-Matrix M mit (Mlg, Mlg, .7\4'147 MQg, M24, M34) glelch
(a) (2,3,4,5,6,7) 7

(b) (3,4,5,6,7,8) ?
() (1,5,3,3,2,1) 7

(Hinweis: Rechne in A?R*!)

Lisung: Sei (eq, s, e3,e4) die Standardbasis von R*.
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Ist M = (v; v2) mit vy, vy € R* eine 4 x 2-Matrix mit den 2 x 2-Minoren M;; fiir
alle 1 <1 < 7 <4, so folgt aus direktem Nachrechnen

V1 N\ Uy = Z Mije,- N Ej.

1<i<j<4

Umgekehrt ist jedes reine dussere Produkt o € A2R* von dieser Form. Wir miissen
also priifen ob die Elemente

(a) aj :=2e; Aey+3e; Aeg+4deg Aey+Deg Aez+Beg Aey+ Tes A ey

(b) ag:=3e; Aeg+4e; A ez +5ep A ey + Beg Aes+ Tea A ey + 8es A ey

() az:=1le; Aey+D5eyp Aeg+3er Aeg+3ex Aeg+2es Aey+ les A ey

rein sind. Eine direkte Rechnung zeigt, dass o € A’R* rein genau dann ist, wenn
a? = 0. Wir rechnen

041/\a1=2-(2-7-(61/\62)/\(63/\64)—1—3'6'(61/\63)/\(62/\64)

+4-5-(61/\€4)/\(62/\63)>
=2~(2'7—3'6+4~5)61/\62/\63/\64
=32-e1 AeaAnes3Aes 0
042/\042:2'(3'8—4-7+5'6)61A62A63/\€4
=52-egAegAnes3Aney 0
azAaz3=2-(1—-104+9)-eg Aegnegnes =0.

Also existiert eine 4 x 2-Matrix mit den angegebenen Minoren im Fall (c¢), aber
nicht in den Féllen (a) und (b).

Zeige: Fiir je zwei K-Vektorrdume V' und W und fiir jedes £ > 0 gibt es einen
natiirlichen Isomorphismus

(ANveNw) = Nvaw).

it+j=k

Losung: Seien vy: V- VEHW, v — (v,0) und cy: W - VEHW, w — (0,w) die
natiirlichen Inklusionen. Fiir jedes i + j = k betrachte die Abbildung

X1  XJ
(LV 7LW>
_

: : o k
i 1 Vx W vaw)r = N wvew),
wobei x die universelle alternierende Abbildung bezeichnet. Da k alternierend ist,
gilt fiir alle vy,...,v; € V und wy,...,wje W
©ij(v1, .. v, Wi, wy) = 880(0) 9 (Va1), - - - Vo), W, - - - W)
= sgn(7)pij (V1, - -, Vi Wr1), - - - Wr(j),
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fir alle 0 € S; und 7 € S;. Durch Anwenden der universellen Eigenschaft von
(AW, ky) und (AW, k) erhalten wir eine Abbildung

by NVvx Nw— Nwsw)

mit @;; = ¥;;0(ky, kw). Aus der Multilinearitét von ¢;; folgt durch direktes Nach-
priifen, dass 1;; bilinear ist. Mit der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes
(A'TV @ ATW, t) erhilt man somit eine Abbildung

i ANve Nw— Awvew)

mit 1;; = 1;; o t. Betrachte die induzierte Abbildung

E= 4] i (/\iv®/\jw>_’/\k(vw)'

itj=k it+j=k
Wir zeigen die Abbildung E ist ein Isomorphismus.

Sei B eine geordnete Basis von V und sei B’ eine geordnete Basis von W. Dann
ist fiir jedes ¢

bi A ... Ab; fir alle by € B mit b; < ... < b; eine Basis von /\iV,
und fiir jedes j
Vi ... Al fiir alle by € B mit b} < ... <) eine Basis von /\jW.

Somit ist

(D1 Ao AD)® (D) AL A D))
fiir alle by € B mit by < ... < b; und fiir alle b, € B’ mit b} < ... <]

eine Basis von /\Z V®/\j W. Wenn incl;; : AVAIW — By jr—g (/\i/V ® /\j/W)
die natiirliche Inklusion bezeichnet, ist also

inclz-j<(b1 A AbL)® (V) AL /\b})) fir alle ¢ + j = k,

fiir alle by € B mit by < ... < b;, fiiralleb}eB’mitb’1<...<b}

eine Basis von Z.+j:k (/\l Ve /\j W)

Andererseits ist
B":={(b,0)|be B} U {(0,V)|V € B'}
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zusammen mit der Ordnung

(bl, O) < (bg, 0) = bl < bz fir alle bl, bg eB
(b,0) < (0,0) fir alle be Bt € B
(0,07) < (0,0)) < V) < by fiir alle b}, 0, € B

eine geordnete Basis von V @ W, also

(b1,0) Ao A (D5, 0) A (0,07) Ao A (0,07)  fiir alle i + j =k,

fiir alle by € B mit by < ... < b;, f'uralleb}eB’mitb’1<...<b}

eine Basis von A"(V B W). Wir zeigen, dass E die eine gewiihlte Basis bijektiv
auf die andere abbildet:

Fiir alle ¢ + 7 = k und fiir alle by,...,b; € B mit by < --- < b; und fiir alle
Vy,...,bj € B'mit b} < ... <0 gilt

E (incli ((by A ... A D) @ (0] A ... A D))
=i ((br Ao A b) @ (B AL A D))
:nl-jot(bl/\.../\bi,bll/\.../\b;)
:wij(bl/\...Abi,b’l/\.../\b;)

— iy 0 (kv ) (b - b B, 1)

= i (b b B 1)

= £((b1,0), ..., (b:;,0),(0,,),...,(0,0)))

= (01,0) A ... A (03, 0) A (0,07) Ao A (0,0)).

Also bildet E die Basis von B j— (A‘V ® AJW) bijektiv auf die Basis von A*(VH
W) ab, ist also ein Isomorphismus.
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