
D-MATH Lineare Algebra I/II FS 2025
Prof. Sarah Zerbes

Musterlösung Wiederholungsserie

Wenn nichts anderes gesagt ist, sei K ein beliebiger Körper.

1. Ein Forscher besucht eine Insel, auf der, wie er weiss, zwei verschiedene Stämme
Eingeborener wohnen: Die Angehörigen des einen Stammes sagen immer die Wahr-
heit, die Angehörigen des anderen Stammes lügen immer. Der Forscher will eine
Schlucht auf der Insel erkunden, stösst aber auf dem Weg auf eine Gabelung, bei
der er nicht weiss, ob er rechts oder links abbiegen soll, um zur Schlucht zu ge-
langen. Zum Glück kommt ihm ein Eingeborener entgegen, von dem er aber nicht
weiss, welchem Stamm er angehört. Wie kann der Forscher mit nur einer einzigen
Frage herausfinden, welche Richtung er einschlagen muss?

Lösung : Der Forscher fragt den Eingeborenen:

Welchen Weg würde ein Angehöriger des anderen Stammes mir empfehlen, um
zur Schlucht zu gelangen?

Angenommen, zur Schlucht geht es nach rechts.

Falls der Eingeborene selber ein Lügner ist, weiss er, dass ein Angehöriger des
anderen Stammes die Wahrheit, also

”
rechts“, sagen würde. Da er aber selber ein

Lügner ist, sagt er
”
links“.

Falls der Eingeborene selber ein Wahrheitler ist, weiss er, dass ein Angehöriger
des anderen Stammes lügen würde, also

”
links“ sagen würde. Da er selber die

Wahrheit sagt, sagt er auch
”
links“.

Daher ist die Antwort sowieso
”
links“, und der Forscher kann beruhigt den rechten

Weg einschlagen.

2. Prüfen Sie, welche der folgenden Aussagen wahr sind:

(a) Für alle x P ∅ gilt x P Zě0.

(b) Für alle x P Zě0 gilt x P ∅.

(c) Für alle x P ∅ existiert ein y P ∅ sodass px, yq P ∅.

(d) Für alle x P Zě0 existiert ein y P ∅ sodass px, yq P Zě0.

(e) Für alle x P ∅ und für alle y P Zě0 gilt tx, yu Ę ∅ Y Zě0.

Lösung :

(a) Wahr, da ∅ keine Elemente enthält. Aus dem gleichen Grund ist ∅ eine
Teilmenge von jeder Menge.
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(b) Falsch. Die Menge Zě0 enthält zum Beispiel das Element 1, das nicht in ∅
liegt.

(c) Die Aussage ist wahr, da ein x P ∅ nicht existiert.

(d) Falsch, da zwar ein x P Zě0, aber kein y P ∅ existiert.

(e) Wahr aus dem selben Grund wie (c).

3. Sei A eine n ˆ n Matrix über K mit der Eigenschaft AX “ XA für alle n ˆ n-
Matrizen X über K. Zeige, dass ein λ P K existiert mit A “ λIn.

Lösung : Die Matrix A “ paijq kommutiert insbesondere mit den Matrizen

Ekl “ pδkiδljq1ďi,jďn

für alle k, l “ 1, . . . , n. Für den Eintrag an der Stelle pk, jq folgt

0 “ pEklA´AEklqkj “

n
ÿ

i“1

pEklqkiaij ´akipEklqij “

n
ÿ

i“1

δliaij ´akiδkiδlj “ alj ´akkδlj.

Damit ist alj “ 0 für alle l ‰ j und A also eine Diagonalmatrix. Für l “ j haben
wir aber auch all “ akk, somit sind alle Diagonalelemente gleich und A “ λIn mit
λ :“ a11.

4. Die Spur einer n ˆ n-Matrix A “
`

aij
˘

i,j
ist definiert als

SpurpAq :“
n
ÿ

i“1

aii.

Zeige:

(a) Für jedemˆn-MatrixA und jede nˆm-MatrixB gilt SpurpABq “ SpurpBAq.

(b) Für jede invertierbare n ˆ n-Matrix U gilt SpurpUAU´1q “ SpurpAq.

(c) Finde ein Gegenbeispiel zu der Aussage

SpurpABCq “ SpurpACBq.

Lösung :

(a) Die Aussage folgt durch direktes Nachrechnen aus der Definition.

(b) Es gilt

SpurpUAU´1
q “ SpurpU ¨ pAU´1

qq
paq
“ SpurppAU´1

q ¨ Uq “ SpurpAq .

Aliter : Sei PApXq “ detpXIn ´Aq das charakteristische Polynom von A. Wir
berechnen den Koeffizient von Xn´1 in PA:
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Da Einträge mit X in der Matrix XIn ´ A nur auf der Diagonalen stehen
und eine Permutation σ P Sn mit n ´ 1 Fixpunkten gleich der Identität ist,
folgt aus der Formel

detpXIn ´ Aq “
ÿ

σPSn

signpσqpXIn ´ Aq1σp1q . . . pXIn ´ Aqnσ

dass der Koeffizient von Xn´1 in PA gleich dem Koeffizienten von Xn´1 in

pX ´ a11q ¨ . . . ¨ pX ´ annq

und damit gleich ´
řn

i“1 aii “ ´SpurpAq ist. Da das charakteristische Poly-
nom invariant unter Konjugation ist (also PU´1AUpXq “ PApXq ist für alle
invertierbaren Matrizen U), gilt dasselbe auch für die Spur.

(c) Für

A :“

ˆ

0 1
0 0

˙

, B :“

ˆ

0 0
1 0

˙

, C :“

ˆ

0 0
0 1

˙

gilt

SpurpABCq “ Spur

ˆ

1 0
0 0

˙

“ 1

und

SpurpACBq “ Spur

ˆ

0 0
0 0

˙

“ 0 .

5. Seien n undm natürliche Zahlen und A eine invertierbare nˆn-Matrix. Zeige, dass
Vektoren v1, . . . , vm P Kn linear unabhängig sind genau dann, wenn Av1, . . . , Avm
linear unabhängig sind.

Lösung : Sind v1, . . . , vm linear abhängig, so existiert eine nicht-triviale Linearkom-
bination

řm
i“1 aivi “ 0 mit a1, . . . , am P K. Multiplikation mit A liefert dann eine

nicht-triviale Linearkombination
řm

i“1 aiAvi “ A ¨ p
řm

i“1 aiviq “ A ¨ 0 “ 0. Also
sind auch Av1, . . . , Avn linear abhängig.

Sind umgekehrt Av1, . . . , Avm linear abhängig, so existiert eine nicht-triviale Line-
arkombination

řm
i“1 aiAvi “ 0 mit a1, . . . , am P K. Multiplikation mit A´1 liefert

dann eine nicht-triviale Linearkombination
řm

i“1 aivi “ A´1 ¨ A ¨ p
řm

i“1 aiviq “

A´1 ¨ p
řm

i“1 aiAviq “ A´1 ¨ 0 “ 0. Also sind auch v1, . . . , vn linear abhängig.

6. Prüfe, ob die folgenden Vektoren aus R4 linear unabhängig sind:

¨

˚

˚

˝

1
0
0
1

˛

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˝

2
3

´3
9

˛

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˝

1
3

´4
7

˛

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˝

2
0
1
3

˛

‹

‹

‚

.
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Lösung : Die Vektoren v1, . . . , v4 sind linear unabhängig genau dann, wenn das
homogene lineare Gleichungssystem x1v1 ` . . . ` x4v4 nur die triviale Lösung
x1 “ . . . “ x4 “ 0 hat. Durch Anwenden des Gaussverfahrens oder direktes
Ausprobieren erhält man

¨

˚

˚

˝

1
0
0
1

˛

‹

‹

‚

`

¨

˚

˚

˝

2
3

´3
9

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

1
3

´4
7

˛

‹

‹

‚

`

¨

˚

˚

˝

2
0
1
3

˛

‹

‹

‚

.

Das zeigt, dass die Vektoren linear abhängig sind.

7. Beweise oder widerlege: Für beliebige linear unabhängige Vektoren v1, . . . , vn eines
Vektorraumes V und einen beliebigen Vektor w P V sind die Vektoren v1 ` w, . . . ,
vn ` w linear abhängig genau dann, wenn w P xtv1, . . . , vnuy ist.

Lösung : Sind v1`w, ..., vn`w linear abhängig, so gibt es Elemente λ1, . . . , λn P K,
nicht alle verschwindend, mit

řn
i“1 λipvi ` wq “ 0. Es gilt also

n
ÿ

i“1

λivi “

˜

´
ÿ

i

λi

¸

w .

Falls c :“ ´
ř

i λi “ 0 ist, folgt aus der linearen Unabhängigkeit der Vektoren
v1, . . . , vn, dass λi “ 0 ist für alle i, im Widerspruch zur Annahme. Also ist c ‰ 0
und damit w “

řn
i“1

λi

c
vi ein Element von xv1, . . . , vny.

Die Umkehrung ist falsch im Allgemeinen: Seien n “ 1 und w “ v1 und V ein
Vektorraum über einem Körper, in dem 2 invertierbar ist. Dann ist v1 ` w “ 2v1
linear unabhängig, aber w “ v1 liegt in xv1y im Widerspruch zur Aussage der
Aufgabe.

8. Seien U, V zwei 5-dimensionale Untervektorräume vonK9. Zeige, dass UXV ‰ t0u

ist.

Lösung : Einerseits gilt

dimpU ` V q “ dimpUq ` dimpV q ´ dimpU X V q.

Andererseits gilt U `V Ă K9 und daher dimpU `V q ď 9. Zusammen folgt daraus

dimpU X V q “ dimpUq ` dimpV q ´ dimpU ` V q ě 5 ` 5 ´ 9 “ 1.

Daher ist U X V “ t0u.

9. Für welche natürlichen Zahlen m existiert ein K-Vektorraum V mit m verschie-
denen Unterräumen V1, . . . , Vm, so dass für alle i ă j der Unterraum Vi ein Kom-
plement von Vj ist?
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Lösung : Für ein beliebiges m ě 0 sei V :“ Q2 und

Vi :“

Bˆ

1
i

˙F

für i “ 1, . . . ,m. Dann ist Vi X Vj “ 0 und die Unterräume Vi und Vj sind kom-
plementär zueinander für alle i ă j.

10. Sei V der R-Vektorraum der reellwertigen Folgen:

V :“
␣

pxiqiě1

ˇ

ˇ xi P R für alle i ě 1u.

Sei P1 die Menge aller schliesslich polynomialen Folgen, das heisst, sei

P1 :“
␣

pxiqiě1 P V
ˇ

ˇ DN ě 1, D Polynom P pxq sodass @i ě N : xi “ P piq
(

,

und sei P2 die Menge aller periodischen Folgen, das heisst, sei

P2 :“
␣

pxiqiě1 P V
ˇ

ˇ Dm ě 1 sodass @i ě 1 : xi`m “ xi
(

.

Zeige, dass P1 und P2 Untervektorräume von V sind.

Lösung : Wir zeigen dass P1 ein Untervektorraum ist. Die Menge P1 enthält die
Nullfolge, das heisst die Folge pxiqiě1 mit xi “ 0 für alle i; insbesondere ist P1

nicht leer. Seien weiter x “ pxiqiě1 und y “ pyiqiě1 zwei beliebige Elemente in P1

und sei λ P R beliebig. Wähle Nx ě 1 und Ny ě 1 und Polynome Px, Py P Rrxs,
sodass xi “ Pxpiq ist für alle i ě Nx und yi “ Pypiq für alle i ě Ny. Dann gilt

xi ` yi “ Pxpiq ` Pypiq für alle i ě maxtNx, Nyu

λxi “ pλPxqpiq für alle i ě Nx.

Es folgt, dass x` y “ pxi ` yiqiě1 (mit Polynom Px ` Py) und λx “ pλxiqiě1 (mit
Polynom λPx) wieder in P1 liegen. Also ist P1 ein Untervektorraum.

Wir zeigen nun, dass P2 ein Untervektorraum ist. Die Nullfolge liegt in P2, ins-
besondere ist P2 nicht leer. Für beliebige Elemente x “ pxiqiě1 und y “ pyiqiě1

in P2, wähle a ě 1 und b ě 1, sodass xi`a “ xi und yi`b “ yi ist für alle i ě 1.
Durch vollständige Induktion folgt xi`ka “ xi und yi`kb “ yi für alle i, k ě 1. Mit
m :“ a ¨ b gilt deshalb

xi`m ` yi`m “ xi`b¨a ` yi`a¨b “ xi ` yi.

Das zeigt, dass die Summe x ` y periodische Folgenglieder hat, also in P2 liegt.
Für ein beliebiges λ P R gilt λxi`a “ λxi für alle i ě 1, insbesondere also λx P P2.
Aus allem zusammen folgt, dass P2 ein Untervektorraum ist.
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11. Schreibe die lineare Abbildung f : Q3 Ñ Q5,

f

¨

˝

x1
x2
x3

˛

‚ :“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

x1`x2`3x3
2x1`2x2`6x3
2x1`3x2`8x3
´x1`x2`x3
3x1`x2`5x3

˛

‹

‹

‹

‹

‚

als Linksmultiplikation mit einer Matrix und finde je eine Basis ihres Kerns und
ihres Bildes.

Lösung : Die Abbildung f ist gegeben durch Linksmultiplikation mit der Matrix

A :“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 3
2 2 6
2 3 8

´1 1 1
3 1 5

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Mit dem Gaussverfahren bestimmen wir eine Basis für den Kern von f :

Kernpfq “

C

¨

˝

1
2

´1

˛

‚

G

,

sowie eine Basis für das Bild von f :

Bildpfq “

C

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1
2
0

´5
7

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
0
1
2

´2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

G

.

12. Gegeben seien Elemente a1, . . . , an, b1, . . . , bm P K. Welchen Rang kann die nˆm
Matrix A :“ paibjq1ďiďn,1ďjďm haben?

Lösung : Es gilt

A “

¨

˚

˚

˚

˝

a1
a2
...
an

˛

‹

‹

‹

‚

¨
`

b1 b2 ¨ ¨ ¨ bm
˘

.

Sind alle ai “ 0, oder alle bj “ 0, so ist auch A “ 0 und RangpAq “ 0. Andernfalls
ist jede Spalte ein skalares Vielfaches desselben von Null verschiedenen Vektors,
und mindestens eine Spalte ist ungleich Null, also ist der Spaltenrang 1 und daher
RangpAq “ 1.

Aliter: Da der Rang jeder nˆ 1 und jeder 1 ˆm-Matrix kleiner gleich 1 ist, folgt
schon RangpAq ď 1. Der Rest folgt wie oben.
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13. Bestimme den Rang der Matrix

¨

˝

1 1 0
1 0 1
0 1 1

˛

‚

über R, beziehungsweise über F2.

Lösung : Über R ist der Rang gleich 3, zum Beispiel weil die Determinante gleich
´2 ist. Über F2 ist der Rang gleich 2, weil je zwei Spalten linear unabhängig sind,
aber die Summe aller Spalten gleich Null ist.

14. Gegeben seien die beiden geordneten Basen B :“ pv1, . . . , v4q und B1 :“ pw1, . . . , w4q

von Q4 mit

v1 :“

¨

˚

˚

˝

1
2
3
4

˛

‹

‹

‚

, v2 :“

¨

˚

˚

˝

2
3
4
1

˛

‹

‹

‚

, v3 :“

¨

˚

˚

˝

3
4
1
2

˛

‹

‹

‚

, v4 :“

¨

˚

˚

˝

4
1
2
3

˛

‹

‹

‚

und

w1 :“

¨

˚

˚

˝

1
2
3
4

˛

‹

‹

‚

, w2 :“

¨

˚

˚

˝

2
3
4
3

˛

‹

‹

‚

, w3 :“

¨

˚

˚

˝

3
4
3
2

˛

‹

‹

‚

, w4 :“

¨

˚

˚

˝

4
3
2
1

˛

‹

‹

‚

Berechne die Basiswechselmatrix B1ridsB.

Lösung : Mit der Standardbasis B “ pe1, e2, e3, e4q gilt EridsB “ pv1, v2, v3, v4q und

EridsB1 “ pw1, w2, w3, w4q. Mit der Formel

B1ridsB “ B1ridsE ¨ EridsB “ Erids
´1
B1 ¨ EridsB

folgt daraus

B1ridsB “

¨

˚

˚

˝

1 2 3 4
2 3 4 3
3 4 3 2
4 3 2 1

˛

‹

‹

‚

´1

¨

¨

˚

˚

˝

1 2 3 4
2 3 4 1
3 4 1 2
4 1 2 3

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

1 ´6
5

1 6
5

0 2 ´2 0
0 0 2 ´2
0 ´1

5
0 11

5

˛

‹

‹

‚

.

15. Gegeben sei eine reelle nˆn-Matrix A “ paijqi,j“1,...,n mit

(i) |aii| ě 1 für alle 1 ď i ď n, und

(ii) |aij| ă
1

n ´ 1
für alle i ‰ j .
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Zeige, dass A invertierbar ist.

Lösung : Angenommen es existiert ein Vektor x “

¨

˚

˝

x1
...
xn

˛

‹

‚

‰ 0 mit

Ax “

˜

n
ÿ

j“1

aijxj

¸

i“1,...,n

“ 0 .

Wegen aii ‰ 0, gilt dann

xi “ ´

n
ÿ

j“1
i‰j

aij
aii
xj

und somit auch

|xi| ď

n
ÿ

j“1
i‰j

|aij|

|aii|
|xj| (1)

für alle i “ 1, . . . , n. Da es ein k gibt mit xk ‰ 0, folgt aus (1) und |aij| ă 1{pn´1q

für alle i ‰ j und aii ě 1 für alle i die strikte Ungleichung

|xi| ă
1

n ´ 1

n
ÿ

j“1
i‰j

|xj|

und damit auch

n|xi| ă

n
ÿ

j“1

|xj|

für alle i. Durch Aufsummieren erhält man

n
n
ÿ

i“1

|xi| ă

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

|xj| “ n
n
ÿ

j“1

|xj|,

was ein Widerspruch ist. Damit kann kein solches x existieren und A ist invertier-
bar.

16. Berechne eine Basis des Kerns und des Bildes der linearen Abbildung Q4 Ñ Q3,
die durch Linksmultiplikation mit der folgenden Matrix definiert ist:

A :“

¨

˝

2 1 ´1 2
1 0 ´1 0
3 1 ´2 2

˛

‚ .
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Lösung : Eine Basis des Kerns ist

$

’

’

&

’

’

%

¨

˚

˚

˝

1
1
1

´1

˛

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˝

0
2
0

´1

˛

‹

‹

‚

,

/

/

.

/

/

-

und eine Basis des Bildes ist
$

&

%

¨

˝

1
0
1

˛

‚ ,

¨

˝

0
1
1

˛

‚

,

.

-

.

17. Gegeben sei eine lineare Abbildung f : V Ñ W . Zeige, dass f injektiv bzw. surjek-
tiv bzw. bijektiv ist genau dann, wenn die duale lineare Abbildung f˚ : W ˚ Ñ V ˚

surjektiv bzw. injektiv bzw. bijektiv ist.

Lösung : Wenn f : V Ñ W injektiv ist gibt es nach Serie 9, Aufgabe 4 eine lineare
Abbildung g : W Ñ V mit g ˝ f “ idV . Durch Dualisieren erhalten wir

f˚
˝ g˚

“ id˚
V “ idV ˚ ,

woraus folgt, dass f˚ surjektiv ist.

Umgekehrt sei angenommen, dass f˚ surjektiv ist und sei v P V ein beliebiger
nicht-verschwindender Vektor. Dann existiert ein λ P V ˚ mit λpvq ‰ 0, und wegen
der Surjektivität zudem ein µ P W ˚ mit f˚pµq “ λ. Es folgt µpfpvqq “ f˚pµqpvq “

λpvq ‰ 0, also fpvq ‰ 0. Also ist f injektiv.

Wenn f : V Ñ W surjektiv ist, gibt es eine lineare Abbildung g : W Ñ V mit
f ˝ g “ idW . Wegen

g˚
˝ f˚

“ id˚
W “ idW˚

ist notwendigerweise f˚ injektiv.

Wenn f : V Ñ W nicht surjektiv ist, wähle ein Unterraum U Ă W mit W “

Bildpfq‘U . Sei p : W Ñ U die zugehörige Projektionsabbildung. Für ein beliebiges
nicht-verschwindendes Element µU P U˚, definiert die Komposition

µ : W “ Bildpfq ‘ U
p

Ñ U
µU
Ñ K

ein Element in W ˚. Nach Konstruktion ist µ ‰ 0 und verschwindet auf Bildpfq.
Für alle v P V gilt also µpfpvqq “ f˚pµqpvq “ 0 und folglich f˚pµq “ 0. Die
Abbildung f˚ ist also nicht injektiv.

Die Äquivalenz für die Bedingung
”
bijektiv“ folgt aus denen für

”
injektiv“ und

”
surjektiv“.
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18. Berechne die Determinante und, wenn möglich, die Inverse folgender Matrizen
über Q:

A1 :“

¨

˝

1 2 3
1 4 9
1 8 27

˛

‚, A2 :“

¨

˝

1 1 1
3 1 1
3 2 1

˛

‚, A3 :“

¨

˝

0 ´1 2
1 0 3

´2 3 0

˛

‚,

A4 :“

¨

˝

2 1 0
1 2 1
0 1 2

˛

‚, A5 :“

¨

˝

3 7 11
5 5 15
1 ´1 2

˛

‚, A6 :“

¨

˝

1 2 ´3
0 2 3
1 ´4 ´12

˛

‚

Lösung :

(a) detA1 “ 12 und A´1
1 “

¨

˝

3 ´5
2

1
2

´3
2

2 ´1
2

1
3

´1
2

1
6

˛

‚

(b) detA2 “ 2 und A´1
2 “

¨

˝

´1
2

1
2

0
0 ´1 1
3
2

1
2

´1

˛

‚

(c) detA3 “ 12 und A´1
3 “

¨

˝

´3
4

1
2

´1
4

´1
2

1
3

1
6

1
4

1
6

1
12

˛

‚

(d) detA4 “ 4 und A´1
4 “

¨

˝

3
4

´1
2

1
4

´1
2

1 ´1
2

1
4

´1
2

3
4

˛

‚

(e) detA5 “ 0 .

(f) detA6 “ 0 .

19. Berechne
ÿ

σPSn

signpσq 2apσq ,

wobei apσq die Anzahl der Fixpunkte von σ bezeichnet:

apσq “ #
␣

k P t1, . . . , nu
ˇ

ˇ σpkq “ k
(

.

(Hinweis : Die Summe ist die Determinante einer gewissen nˆn-Matrix.)

Lösung : Für n ě 0 gilt

ÿ

σPSn

signpσq 2apσq
“ det

´

p1 ` δijq1ďi,jďn

¯

“ n ` 1 ,

wobei man die Determinante mit Zeilen- oder Spaltenoperationen berechnet.
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20. Zeige: Für jede m ˆ n Matrix A und für jede n ˆ m Matrix B gilt:

detpIm ` A ¨ Bq “ detpIn ` B ¨ Aq.

(Hinweis : Zerlege die pm`nqˆpm`nq-BlockmatrixM :“

ˆ

Im ´A
B In

˙

als Produkt

M “ M1 ¨M2 von Blockdreiecksmatrizen M1,M2 auf zwei verschiedene Arten und
berechne die Determinante.)

Lösung : Wegen

M “

ˆ

Im 0
B In

˙ˆ

Im ´A
0 In ` BA

˙

gilt
detM “ detpIn ` BAq,

und wegen

M “

ˆ

Im ` AB ´A
0 In

˙ˆ

Im 0
B In

˙

gilt
detM “ detpIm ` ABq .

Durch Vergleichen erhält man die Aussage der Aufgabe.

21. Sei K ein Körper, welcher ein Element a P K mit a3 “ 1 und a ‰ 1, enthält. Zeige,
dass die Matrizen

¨

˝

0 1 0
0 0 1
1 0 0

˛

‚ und

¨

˝

1 0 0
0 a 0
0 0 a2

˛

‚

ähnlich sind.

Lösung : Die Matrix A :“

¨

˝

0 1 0
0 0 1
1 0 0

˛

‚hat das charakteristische Polynom

X3
´ 1 “ pX ´ 1qpX ´ aqpX ´ a2q

und daher die paarweise verschiedenen Eigenwerte 1, a, a2 der jeweiligen Vielfach-
heit 1. Sie ist daher diagonalisierbar, also ähnlich zu der Diagonalmatrix

D :“

¨

˝

1 0 0
0 a 0
0 0 a2

˛

‚ .

11



Wer es genauer wissen will, bestimmt die Eigenvektoren

¨

˝

1
1
1

˛

‚,

¨

˝

1
a
a2

˛

‚,

¨

˝

1
a2

a

˛

‚ zu

den jeweiligen Eigenwerten 1, a, a2; mit der invertierbaren Matrix

U :“

¨

˝

1 1 1
1 a a2

1 a2 a

˛

‚

gilt dann A “ UDU´1.

22. Entscheide, welche der folgenden Matrizen über Q ähnlich sind:

A1 :“

ˆ

1 0
0 0

˙

, A2 :“

ˆ

0 1
0 0

˙

, A3 :“

ˆ

0 0
1 0

˙

, A4 :“

ˆ

0 0
0 1

˙

,

A5 :“

ˆ

1 0
0 1

˙

, A6 :“

ˆ

1 1
1 1

˙

, A7 :“

ˆ

1 ´1
1 ´1

˙

, A8 :“

ˆ

2 0
0 0

˙

.

Lösung : Zur Vorbereitung betrachte ein beliebiges n ě 0 und eine beliebige in-
vertierbare n ˆ n-Matrix U . Dann gilt erstens U ¨ In ¨ U´1 “ In; also ist die
Einheitsmatrix In nur zu sich selbst ähnlich. Zweitens seien A eine n ˆ n-Matrix
und B :“ UAU´1, also B ähnlich zu A. Dann gilt

B2
“ pUAU´1

qpUAU´1
q “ UpA2

qU´1;

also ist B2 ähnlich zu A2. Drittens sei v P Kn ein von Null verschiedener Vektor
mit Av “ v. Dann ist w :“ Uv ein von Null verschiedener Vektor mit Bw “

pUAU´1qpUvq “ UAv “ Uv “ w. Die Existenz eines von Null verschiedenen
Vektors mit Av “ v ist also invariant unter Ähnlichkeit.

Insbesondere ist A5 zu keiner anderen Matrix Ai ähnlich. Sodann sieht man durch
Konjugieren mit der Vertauschungsmatrix

`

0 1
1 0

˘

, dass A1 ähnlich zu A4, und A2

ähnlich zu A3 ist. Weiter sind A2
2 und A

2
3 und A

2
7 gleich der Nullmatrix, die übrigen

A2
i aber nicht. Wegen KernpLA7q “ x

`

1
1

˘

y probieren wir Konjugation von A7 mit

der Matrix U :“

ˆ

1 0
1 ´1

˙

, und erhalten

U´1A7U “

ˆ

1 0
1 ´1

˙

¨

ˆ

1 ´1
1 ´1

˙

¨

ˆ

1 0
1 ´1

˙

“

ˆ

0 1
0 0

˙

“ A3 .

Also sind A3 und A7 zueinander ähnlich. Wegen KernpLA6q “ x
`

´1
1

˘

y probieren wir

Konjugation von A6 mit der Matrix V :“

ˆ

1 ´1
1 1

˙

, und erhalten

V ´1A6V “

ˆ

1{2 1{2
´1{2 1{2

˙ˆ

1 1
1 1

˙ˆ

1 ´1
1 1

˙

“

ˆ

2 0
0 0

˙

“ A8 .
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Also ist A6 ähnlich zu A8. Schliesslich existiert ein von Null verschiedener Vektor
v :“

`

1
0

˘

mit A1v “ v, aber kein von Null verschiedener Vektor w P K2 mit A8w “

w. Also sind A1 und A8 nicht ähnlich. Da Ähnlichkeit eine Äquivalenzrelation ist,
folgt insgesamt, dass A2, A3 und A7, beziehungsweise A1 und A4, beziehungsweise
A6 und A8 ähnlich sind, aber keine weiteren Ähnlichkeiten der Ai existieren.

23. Sei A eine quadratische Matrix. Zeige, dass A und AT dieselben Eigenwerte mit
denselben arithmetischen und geometrischen Vielfachheiten besitzen.

Lösung : Sei n die Anzahl Spalten von A. Wegen

PApλq “ detpλIn ´ Aq “ det
`

pλIn ´ Aq
T
˘

“ det
`

λIn ´ AT
˘

“ PAT pλq,

haben A und AT dasselbe charakteristische Polynom und damit dieselben Eigen-
werte mit denselben arithmetischen Vielfachheiten.

Lemma. Für jede n ˆ n-Matrix B gilt dimKernpLBq “ dimKernpLBT q.

Beweis des Lemma. Wegen RangpBq “ RangpBT q gilt

dimKernpLBq “ n ´ dimBildpLBq

“ n ´ RangpBq

“ n ´ RangpBT
q

“ n ´ dimBildpLBT q

“ dimKernpLBT q .

Für jeden Eigenwert λ von A gilt wegen des Lemmas

dimKernpλIn ´ Aq “ dimKern
`

pλIn ´ Aq
T
˘

“ dimKernpλIn ´ AT
q.

Damit stimmen auch die geometrischen Vielfachheiten überein.

24. Seien Folgen paiqiě0, pbiqiě0, pciqiě0 in Q definiert durch die Rekursionsformeln

ai`1 :“ ai ´ 3bi ` 3ci,

bi`1 :“ ´2ai ` 2ci,

ci`1 :“ ai ´ bi ` 3ci

für alle i ě 0, und die Anfangsbedingungen

a0 :“ 1, b0 :“ 2 und c0 :“ 1 .

Bestimme explizite Lösungsformeln für ai, bi, ci.
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Lösung : Wir schreiben die Rekursionsgleichung in Matrixschreibweise als vi`1 “ Avi,
wobei

A :“

¨

˝

1 ´3 3
´2 0 2
1 ´1 3

˛

‚, v0 :“

¨

˝

1
2
1

˛

‚ und vi :“

¨

˝

ai
bi
ci

˛

‚

für alle i ě 0 ist. Die Matrix A hat die einfachen Eigenwerte ´2, 4, 2 und ist daher
diagonalisierbar, und zwar ist A “ V DV ´1 mit

V :“
1

?
2

¨

˝

´1 ´1 0
´1 0 1
0 ´1 1

˛

‚, D :“

¨

˝

´2 0 0
0 4 0
0 0 2

˛

‚ und V ´1
“

1
?
2

¨

˝

´1 ´1 1
´1 1 ´1
´1 1 1

˛

‚ .

Es folgt

vi “ Aiv0 “ V DiV ´1v0 “

¨

˝

p´2qi

p´2qi ` 2i

2i

˛

‚

und damit

ai “ p´2q
i

bi “ p´2q
i

` 2i

ci “ 2i

für alle i ě 0.

*25. Ein stochastischer Vektor ist ein Spaltenvektor mit Einträgen in Rě0 und Sum-
me aller Einträge 1. Eine stochastische oder Markov-Matrix ist eine quadratische
Matrix, deren Spalten stochastische Vektoren sind. Sei A eine stochastische nˆn-
Matrix mit n ą 0. Zeige:

(a) Für jeden stochastischen Vektor v ist auch Av ein stochastischer Vektor.

(b) Jeder komplexe Eigenwert λ von A hat Absolutbetrag |λ| ď 1.

(c) Die Zahl 1 ist ein Eigenwert von A.

Seien nun alle Einträge von A positiv. Zeige:

(d) Der Eigenwert 1 hat geometrische Multiplizität 1.

(e) Der Eigenwert 1 hat arithmetische Multiplizität 1.

(f) Alle komplexen Eigenwerte λ ‰ 1 haben Absolutbetrag |λ| ă 1.

(g) Es existiert genau ein stochastischer Vektor v1 mit Av1 “ v1.

(h) Für jeden stochastischen Vektor v gilt Amv Ñ v1 für m Ñ 8.
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(Hinweis: Für (e) und (h) nehme vorläufig an, dass A über C diagonalisierbar ist.
Beweise den allgemeinen Fall, nachdem die Jordan-Normalform behandelt wurde.)

Lösung : Schreibe A “ paijq1ďi,jďn mit aij P Rě0.

(a) Sei v “ pv1, . . . , vnqT ein stochastischer Vektor. Da alle Einträge von A und
v nicht-negativ sind, gilt dasselbe für Av. Die Summe aller Einträge von Av
ist dann

n
ÿ

i“1

pAvqi “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

aijvj “

n
ÿ

j“1

˜

n
ÿ

i“1

aij

¸

vj “

n
ÿ

j“1

vj “ 1.

Also ist auch Av ein stochastischer Vektor.

(b) Sei v “ pv1, . . . , vnqT ein komplexer Eigenvektor zum Eigenwert λ P C. Dann
ist

λvi “ pAvqi “
ÿ

j

aijvj (2)

und damit
|λ| ¨ |vi| ď

ÿ

j

aij|vj| (3)

für alle i “ 1, . . . , n. Durch Aufsummieren über i folgt

|λ|
ÿ

i

|vi| ď
ÿ

j

˜

ÿ

i

aij

¸

|vj| “
ÿ

j

|vj|, (4)

also |λ| ď 1.

(c) Wir haben

AT

¨

˚

˝

1
...
1

˛

‹

‚

“

¨

˝

řn
j“1 aj1
¨ ¨ ¨

řn
j“1 ajn

˛

‚“

¨

˚

˝

1
...
1

˛

‹

‚

.

Damit ist 1 ein Eigenwert von AT und mit Aufgabe 15 auch einer von A.

(d) Sei λ ein komplexer Eigenwert von A vom Betrag |λ| “ 1. Mit Aufgabe 15
gibt es dann einen komplexen Eigenvektor v “ pv1, . . . , vnqT von AT zum
Eigenwert λ. Sei k ein Index mit |vk| ě |vj| für alle j. Wir können annehmen,
dass vk P Rą0 ist.

Da |λ| “ 1 ist, gilt

|vk| “ |pATvqk| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

j

ajkvj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

j

ajk|vj| ď |vk|
ÿ

j

ajk “ |vk|.

Aus dem Sandwich-Prinzip (siehe Analysis) folgt |vj| “ |vk| für alle j. Da
in der obigen Dreiecksungleichung Gleichheit herrscht, gilt zudem dass alle
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ajkvj dasselbe komplexe Argument in C haben, also es für jedes j ein tj P Rą0

gibt mit ajkvj “ tjakkvk. Da akkvk und auch alle ajk reell und positiv sind,
folgt vj P Rą0 für alle j. Mit |vj| “ |vk| für alle j gilt daher v “ cp1, . . . , 1qT

für ein c P Rą0 und mit Aufgabe (b) somit λ “ 1. Wir schliessen, dass
λ “ 1 der einzige komplexe Eigenwert von AT vom Absolutbetrag 1 ist und
geometrische Vielfachheit 1 hat. Mit Aufgabe 15 gilt dasselbe für A.

(e) Wenn A diagonalisierbar ist, stimmen die arithmetischen und geometrischen
Vielfachheiten überein und die Aussage folgt aus Teil (d).

(f) Siehe Teil (d).

(g) Sei v :“ pv1, . . . , vnqT ein Eigenvektor von A zum Eigenwert λ “ 1. Dann gilt
in (4) Gleichheit, was impliziert, dass auch (3) für alle i eine Gleichung ist.
Ausserdem ist mindestens ein vk “ 0; also ist der Vektor w :“ p|v1|, . . . , |vn|qT

ebenfalls ein Eigenvektor zum Eigenwert 1. Nun sind alle |vk| P Rě0 und
a :“ |v1| ` . . . ` |an| ą 0; also ist 1

a
¨ w ein stochastischer Eigenvektor zum

Eigenwert 1. Die Eindeutigkeit folgt aus Aufgabe (d).

(h) Angenommen A ist diagonalisierbar. Sei U eine invertierbare Matrix U und
D eine Diagonalmatrix mit A “ UDU´1 und D11 “ 1. Durch die bisherigen
Aufgabenteile wissen wir, dass |Dii| ă 1 ist für i ě 2. Es folgt, dass der Limes

B :“ lim
nÑ8

An
“ lim

nÑ8
UDU´1

“ Up lim
nÑ8

Dn
qU´1

“ UD1U´1 (5)

existiert, wobei D1 “ pδi1δj1q1ďi,jďn die Diagonalmatrix mit Eintrag 1 an
p1, 1q-ter Stelle und sonst verschwindenden Einträgen ist (Um den Limes in
(5) ins Innere zu ziehen, nutzen wir, dass Multiplikation mit einer Matrix
eine stetige Abbildung ist).

Sei v ein beliebiger stochastischer Vektor. Dann ist Amv für jedes m ein
stochastischer Vektor und somit auch Bv. Wegen

ABv “ A lim
mÑ8

Amv “ lim
mÑ8

A ¨ Amv “ lim
mÑ8

Amv “ Bv

ist Bv ein Eigenvektor von A zum Eigenwert λ. Aus Teil (g) folgt somit

lim
mÑ8

Amv “ Bv “ v1 .

*26. Gegeben sei ein diskretes dynamisches System mit n Zuständen, bei dem in jedem
Zeitschritt der Zustand j mit der Wahrscheinlichkeit aij in den Zustand i übergeht,
und die Übergänge zu verschiedenen Zeiten alle voneinander unabhängig sind.
Dann ist A “ paijqi,j eine Markovmatrix, das heisst, eine quadratische Matrix mit
reellen Koeffizenten ě 0 und jeder Spaltensumme gleich 1. Zur Zeit 0 habe der
Zustand i die Wahrscheilnichkeit vi. Mit dem Spaltenvektor v :“ pviq sind dann
die Wahrscheinlichkeiten der Zustände zur Zeit m die Einträge des Vektors Amv.
Gefragt ist, wie sich das System für m Ñ 8 entwickelt.
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Im Jahr 2014 waren an der ETH Zürich 18178, an der Universität Zürich 25715
und an der EPFL Lausanne 9666 Studenten eingeschrieben. Wir nehmen hypothe-
tisch das folgende an: Während jedes Jahres wechseln 1/8 der ETH Studenten zur
UZH und 1/8 zur EPFL. Von der UZH wechseln jedes Jahr 1/3 der Studenten zur
ETH und 1/3 zur EPFL. Von der EPFL wechseln jedes Jahr 1/4 der Studenten
zur ETH und 1/8 zur UZH. Alle übrigen Studenten bleiben an ihrer Heimatuni-
versität. Wir nehmen weiter an, dass die Gesamtanzahl Studierender gleichbleibt
und die Studentenschaft sich in gleichem Masse erneuert (gleiche Anzahl Aus- und
Eintritte).

(a) Bestimme die Markov-Übergangsmatrix zu diesem System.

(b) Bestimme die Studentenanteile und die Zahl der Studenten der drei Univer-
sitäten im Jahr 2114.

(c) Schätze die Anteile nach Ablauf des Jahrs 3014 möglichst genau, wenn die
Anteile im Jahr 2014 unbekannt sind.

Lösung : (a) Wir identifizieren in einem Vektor

¨

˝

x1
x2
x3

˛

‚ P Zě0 den Eintrag x1 mit

den Studenten der ETH, den Eintrag x2 mit denen der UZH und x3 mit denen der
EPFL. Die Markov-Übergangsmatrix ist dann gegeben durch

A :“

¨

˚

˝

3
4

1
3

1
4

1
8

1
3

1
8

1
8

1
3

5
8

˛

‹

‚

.

(b) Der Anfangszustand im Jahr 2014 entspricht dem Vektor

v0 :“

¨

˝

18178
25715
9666

˛

‚.

Durch Normalisierung erhalten wir den Vektor der Studentenanteile

w0 :“
1

18178 ` 25715 ` 9666

¨

˝

18178
25715
9666

˛

‚“

¨

˚

˝

18178
53559
25715
53559
1074
5951

˛

‹

‚

«

¨

˝

0.34
0.48
0.18

˛

‚.

Um den Zustand nach 100 Jahren zu berechnen versuchen wir die Matrix A zu
diagonalisieren: Das charakteristische Polynom von A ist

charApXq “ X3
´

41

24
X2

`
13

16
X ´

5

48
.
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Durch Probieren finden wir den Eigenwert 1. Nach Polynomdivision durch X ´ 1
und durch verwenden der Mitternachtsformel erhalten wir

charApXq “ pX ´ 1q ¨ pX ´
1

2
q ¨ pX ´

5

24
q

Da charApXq drei verschiedene Eigenwerte mit arithmetischer Multiplizitität 1
hat, ist A diagonalisierbar. Wir finden die Eigenräume

EA,1 “

C

¨

˝

1
3
10
3
5

˛

‚

G

, EA, 1
2

“

C

¨

˝

1
0

´1

˛

‚

G

, EA, 5
24

“

C

¨

˝

1
´7

2
5
2

˛

‚

G

,

und bilden die zugehörige Basiswechselmatrix

M :“

¨

˝

1 1 1
3
10

0 ´7
2

3
5

´1 5
2

˛

‚

mit Inverser

M´1
“

¨

˝

10
19

10
19

10
19

3
7

´2
7

´4
7

6
133

´ 32
133

6
133

˛

‚ .

Dann gilt

A “ M ¨

¨

˝

1 0 0
0 1

2
0

0 0 5
24

˛

‚¨ M´1.

und wir finden

A100
“ M ¨

¨

˝

1 0 0
0 1

2
0

0 0 5
24

˛

‚

100

¨ M´1

“

¨

˝

3
7
a ` 6

133
b ` 10

19
´2

7
a ´ 32

133
b ` 10

19
´4

7
a ` 6

133
b ` 10

19

´ 3
19
b ` 3

19
16
19
b ` 3

19
´ 3

19
b ` 3

19

´3
7
a ` 15

133
b ` 6

19
2
7
a ´ 80

133
b ` 6

19
4
7
a ` 15

133
b ` 6

19

˛

‚,

wobei a :“ 1{2100 und b :“ p5{24q100 ist. Damit erhalten wir die Studentenzahlen
im Jahr 2114:

A100v0 “
1

19
¨

¨

˝

´96520 a ´ 93688 b ` 535590
327908 b ` 160677

96520 a ´ 234220 b ` 321354

˛

‚,

woraus sich die Studentenanteile ermitteln lassen.
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Die Konstanten a und b haben die Grössenordnung a « 10´31 und b « 10´69.
Wenn wir nur an näherungsweisen Lösungen interessiert sind, ergibt sich

A100
« B :“ M ¨

¨

˝

1 0 0
0 0 0
0 0 0

˛

‚¨ M´1
“

¨

˝

10
19

10
19

10
19

3
19

3
19

3
19

6
19

6
19

6
19

˛

‚

und damit die Näherung

A100v0 « Bv0 “
1

19

¨

˝

535590
160677
321354

˛

‚.

Wir erhalten näherungsweise also die folgende Studentenverteilung im Jahr 2114:

A100w0 «
1

19 ¨ 53559

¨

˝

535590
160677
321354

˛

‚“

¨

˝

10
19
3
19
6
19

˛

‚«

¨

˝

0.53
0.16
0.31

˛

‚.

Im Teil (c) werden wir eine genauere Fehlerabschätzung betrachten.

(c) Sei x “

¨

˝

x1
x2
x3

˛

‚mit x1 ` x2 ` x3 “ 1 und xi ě 0 für i “ 1, 2, 3 eine beliebige

Studentenverteilung im Jahr 2014. Mit der Matrix B wie in Teil (b) gilt für die
Studentenverteilung nach N Jahren

ANx “ pAN
´ Bqx ` Bx.

Jede Spaltensumme der MatrixB ist gleich 1. Da RangpBq “ 1 ist und p1, 3{10, 3{5qT

ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist, ist Bx “ λp1, 3{10, 3{5qT für ein λ P Rě0.
Aus x1 ` x2 ` x3 “ 1, folgt λ “ 10{16 und damit

Bv “

¨

˝

10
19
3
19
6
19

˛

‚ .

Wir schätzen den Restterm

y :“

¨

˝

y1
y2
y3

˛

‚:“ pAN
´ Bqx

ab. Sei a :“ p1{2qN und b :“ p5{24qN . Dann sind die Koeffizienten der Matrix
AN ´B linear in a und b ohne konstantem Term. Da 0 ď xi ď 1 für i “ 1, 2, 3 ist,
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also insbesondere die xi beschränkt sind, erhält man eine Abschätzung der yi von
der Form

|yi| ď c1a ` c2b

für gewisse Konstanten c1, c2 ě 0, welche man z.B. als c1 “ c2 “ 100 wählen kann.

Nach 1000 Jahren erhalten wir also die Studentenverteilung

¨

˝

10
19
3
19
6
19

˛

‚ mit einer

Abweichung von

|yi| ď 100

ˆ

1

2

˙1000

` 100

ˆ

5

24

˙1000

ď 10´299.

*27. (a) Beweise das Bruhat-Lemma: Für je zwei Fahnen F und F 1 eines endlich-
dimensionalen Vektorraums V existiert eine Basis von V , so dass jeder Teil-
raum in F Y F 1 von einer Teilmenge der Basis erzeugt wird.

(b) Folgere daraus die Bruhat-Zerlegung: Jede invertierbare quadratische Matrix
A lässt sich schreiben als A “ BWB1 mit oberen Dreiecksmatrizen B und B1

sowie einer Permutationsmatrix W .

Lösung :

(a) Wir verwenden Induktion über die Dimension von V . Im Fall dimpV q “ 0
gilt die Aussage. Sei also n :“ dimpV q ą 0 und angenommen die Aussage gilt
für alle Vektorräume der Dimension n ´ 1.

Seien F und F 1 zwei beliebige Fahnen von V . Ohne Beschränkung der All-
gemeinheit können wir annehmen, dass F und F 1 vollständig, also von der
Form

F “
␣

Ui | i “ 0, . . . , n
(

und F 1
“
␣

Vi | i “ 0, . . . , n
(

mit Unterräumen Ui, Vi Ă V der Dimension i sind. Die Induktionsvorausset-
zung auf die Fahnen

␣

Ui | i “ 0, . . . , n ´ 1
(

und
␣

Vi X Un´1 | i “ 0, . . . , n
(

,

von Un´1 angewendet liefert uns eine Basis tv1, . . . , vn´1u von Un´1, so dass
alle diese Unterräume von Un´1 von einer Teilmenge der Basis erzeugt werden.
Betrachte die Kette von Unterräumen

Un´1 “ Un´1 ` V0 Ă Un´1 ` V1 Ă . . . Ă Un´1 ` Vn “ V .

Wegen dimpUn´1q “ dimpV q ´ 1 existiert ein eindeutiger Index 1 ď k ď n
mit

Un´1 ` Vk´1 “ Un´1 und Un´1 ` Vk “ V .
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Wähle einen beliebigen Vektor vn P Vk∖ pVk XUn´1q. Wegen vn R Un´1 bilden
die Vektoren v1, . . . , vn eine Basis von V . Wir behaupten, dass diese Basis die
gewünschte Eigenschaft erfüllt.

Nach Konstruktion ist bereits jedes Ui für 0 ď i ď n´ 1 von einer Teilmenge
von tv1, . . . , vnu erzeugt. Dasselbe gilt auch für Un “ V , da wir eine Basis
von V haben. Sodann gilt für jedes 0 ď i ă k die Inklusion Vi Ă Un´1,
also Vi “ Vi X Un´1, und nach Konstruktion ist dieser Unterraum von einer
Teilmenge von tv1, . . . , vnu erzeugt.

Betrachte schliesslich ein i ě k. Dann gilt Un´1 ` Vi “ V und folglich

dimVi X Un´1 “ dimVi ` dimUn´1 ´ dimpUn´1 ` Viq “ i ´ 1.

Da vn P Vi ∖ pVi X Un´1q ist, folgt aus Dimensionsgründen

Vi “ pVi X Un´1q ‘ xvny .

Nach Konstruktion ist der Unterraum Vi X Un´1 von einer Teilmenge von
tv1, . . . , vn´1u erzeugt. Es folgt, dass Vi von einer Teilmenge von tv1, . . . , vnu

erzeugt ist.

Insgesamt ist also jeder Teilraum in FYF 1 von einer Teilmenge von tv1, . . . , vnu

erzeugt; die Aussage der Aufgabe gilt also auch für V .

(b) Bezeichne mit e1, . . . , en die Vektoren der Standardbasis vonKn und betrach-
te die vollständigen Fahnen

F :“
␣

xe1, . . . , eky | k “ 0, . . . , n
(

F 1 :“
␣

xAe1, . . . , Aeky | k “ 0, . . . , n
(

.

Nach (a) existiert eine Basis pv1, . . . , vnq von Kn, sodass jeder Unterraum von
F Y F 1 durch eine Teilmenge von tv1, . . . , vnu erzeugt ist. Nach möglichem
Umordnen der Vektoren vi gilt für alle k

xe1, . . . , eky “ xv1, . . . , vky .

Die Matrix B “ pv1, . . . , vnq ist also eine invertierbare obere Dreiecksmatrix.

Da A invertierbar ist, hat xAe1, . . . , Aeky Dimension k für jedes k. Es existiert
also eine (eindeutige) Permutation σ P Sn mit:

@k : xAe1, . . . , Aeky “ xvσp1q, . . . , vσpkqy.

Somit ist Aek eine Linearkombination der Vektoren vσp1q, . . . , vσpkq für alle k
und folglich existiert eine obere Dreiecksmatrix B1 mit

A “ pvσp1q, . . . , vσpnqq ¨ B1

Für die Permutationsmatrix W :“ pδi,σ´1piqq1ďi,jďn gilt

pvσp1q, . . . , vσpnqq “ pv1, . . . , vnq ¨ W “ B ¨ W,

also wie gewünscht A “ B ¨ W ¨ B1.
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28. Zeige durch Kopfrechnen, dass die folgende reelle Matrix invertierbar ist:

A :“

¨

˚

˚

˝

2015 2344 1234 1990
2124 4123 1990 3026
1230 2014 9095 1230
1262 1776 1880 3907

˛

‹

‹

‚

Lösung : Die Determinante ist definiert durch eine universelle polynomiale Formel
mit Koeffizienten in Z. Da alle Einträge von A in Z liegen, ist also auch detpAq

in Z. Weiter sind alle Diagonaleinträge von A ungerade, und alle übrigen Einträge
gerade. Also ist A modulo 2 kongruent zu der Einheitsmatrix I4. Die universelle
Formel für die Determinante impliziert nun, dass detpAq modulo 2 kongruent ist zu
detpI4q “ 1. Also ist detpAq eine ungerade ganze Zahl, und deshalb sicher ungleich
Null in R. Somit ist A als reelle Matrix invertierbar.

29. Sei A P OnpRq. Zeige, dass es einen eindeutigen Unterraum U Ă Rn gibt, so dass
LA|U “ idU und LApUKq Ă UK ist und LA|UK keine Fixpunkte ausser 0 P UK hat.

Lösung : Die Menge U :“ tu P Rn | Au “ uu der Fixpunkte von LA ist der Kern
der linearen Abbildung LA´id und daher ein Unterraum. (Falls A den Eigenwert 1
hat, ist dies der zugehörige Eigenraum.) Nach Konstruktion gilt dann LA|U “ idU ,
und wegen U X UK “ t0u besitzt LA|UK keine Fixpunkte ausser 0.

Sodann betrachte einen Vektor w P UK. Da A orthogonal ist, gilt für alle u P U

xu,Awy “ xAu,Awy “ xu,wy “ 0,

wobei x , y das Standard-Skalarprodukt auf Rn ist. Somit ist Aw P UK, und daher
LApUKq Ă UK. Also erfüllt U alle verlangten Bedingungen.

Sei nun W ein beliebiger Teilraum mit den Eigenschaften aus der Aufgabe. Die
Bedingung A|W “ idW bedeutet dann, dass W aus Fixpunkten besteht, also in U
enthalten ist. Die Bedingung, dass LA|WK keine Fixpunkte ausser 0 hat, bedeutet,
dass U XWK “ t0u ist. Nun ist aber W 1 :“ U XWK das orthogonale Komplement
von W als Unterraum von U . Da U ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektor-
raum ist, ist dann W wieder das orthogonale Komplement von W 1 als Unterraum
von U . Wegen W 1 “ t0u impliziert dies W “ U . Daher ist U durch die genannten
Bedingungen eindeutig bestimmt.

30. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum, und seien v1, . . . , vm und
w1, . . . , wm Vektoren in V , sodass für alle i, j gilt:

xvi, vjy “ xwi, wjy.

Zeige, dass ein Endomorphismus f : V Ñ V existiert mit fpviq “ wi für alle i.

Lösung : Betrachte zunächst eine beliebige Teilmenge I Ă t1, . . . ,mu. Die Vek-
toren vi für alle i P I sind linear unabhängig genau dann, wenn ihre Gramsche
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Determinante det
`

xvi, vjy
˘

i,jPI
ungleich Null ist. Nach Voraussetzung ist diese De-

terminante aber gleich det
`

xwi, wjy
˘

i,jPI
, und somit ungleich Null genau dann,

wenn die Vektoren wi für alle i P I linear unabhängig sind.

Unter allen Teilmengen mit den genannten äquivalenten Eigenschaften sei nun I
eine maximale. Nach Umordnen der Vektoren v1, . . . , vm und w1, . . . , wm dürfen
wir I “ t1, . . . , nu annehmen für ein 0 ď n ď m. Dann ist pv1, . . . , vnq eine
maximales linear unabhängiges Teilsystem von pv1, . . . , vmq und somit eine Basis
des Unterraums V 1 :“ xv1, . . . , vmy. Aus demselben Grund ist pw1, . . . , wnq eine
maximales linear unabhängiges Teilsystem von pw1, . . . , wmq und somit eine Basis
des Unterraums V 2 :“ xw1, . . . , wmy.

Betrachte den eindeutigen Isomorphismus f 1 : V 1 Ñ V 2 mit f 1pviq “ wi für alle
1 ď i ď n. Behauptung: Für diesen gilt auch f 1pvℓq “ wℓ für alle 1 ď ℓ ď m.

Betrachte dafür die Gramsche Matrix M :“ pgijq1ďi,jďn :“
`

xvi, vjy
˘

1ďi,jďn
und

bezeichne ihre Inverse mit M´1 “ pgijq1ďi,jďn. Schreibe vℓ “
řn

i“1 aivi mit eindeu-
tigen ai P R. Für jedes j “ 1, . . . , n gilt dann

xvℓ, vjy “

n
ÿ

i“1

aigij,

also nach Multiplikation mit gjk und anschliessendem Aufsummieren auch

n
ÿ

j“1

xvℓ, vjyg
jk

“

n
ÿ

i,j“1

aigijg
jk

“

n
ÿ

i

aipMM´1
qi,k “ ak

für alle k “ 1, . . . , n. Es gilt daher

vℓ “

n
ÿ

k“1

´

n
ÿ

j“1

xvℓ, vjyg
jk
¯

vk .

Da gleichzeitig M “
`

xwi, wjy
˘

1ďi,jďn
ist, zeigt man analog

wℓ “

n
ÿ

k“1

´

n
ÿ

j“1

xwℓ, wjyg
jk
¯

wk .

Zusammen folgt daraus unter Benutzung von xvℓ, vjy “ xwℓ, wjy

f 1
pvℓq “ f

˜

n
ÿ

k“1

´

n
ÿ

j“1

xvℓ, vjyg
jk
¯

vk

¸

“

n
ÿ

k“1

´

n
ÿ

j“1

xvℓ, vjyg
jk
¯

f 1
pvkq

“

n
ÿ

k“1

´

n
ÿ

j“1

xwℓ, wjyg
jk
¯

wk “ wℓ,
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wie behauptet.

Sei schliesslich f : V Ñ V eine beliebige Fortsetzung von f 1. Zum Beispiel wähle
ein Komplement U 1 mit V “ V 1 ‘U 1 und setze fpv1 ` u1q :“ f 1pv1q für alle v1 P V 1

und alle u1 P U 1. Jede Fortsetzung hat die gewünschte Eigenschaft.

31. (Hermitesche Polynome) Sei Crxs der Vektorraum aller komplexen Polynome in
einer Variablen x, und betrachte die Endomorphismen

D : Crxs Ñ Crxs, u ÞÑ Du :“ ux :“ du
dx
,

P : Crxs Ñ Crxs, u ÞÑ Pu :“ ´ux ` xu,

L : Crxs Ñ Crxs, u ÞÑ Lu :“ ´uxx ` xux.

(a) Zeige, dass

pu, vq :“

ż 8

´8

upxqvpxqe´x2{2 dx

ein Skalarprodukt auf Crxs definiert.

(b) Zeige, dass P zu D adjungiert ist bezüglich p¨, ¨q.

(c) Zeige, dass L selbstadjungiert ist bezüglich p¨, ¨q.

(d) Zeige: Für jeden Eigenvektor u von L ist auch Pu ein Eigenvektor.

(Deshalb heisst P auch Erzeugungs-Operator für L.)

(e) Zeige, dass für jede natürliche Zahl n ein eindeutiges normiertes Polynom hn
vom Grad n existiert, welches ein Eigenvektor von L ist. Dieses heisst das
n-te Hermitesche Polynom.

(f) Zeige für alle n die Formel

hnpxq “ p´1q
nex

2{2 d
n

dxn
e´x2{2.

(g) Berechne die Skalarprodukte phn, hmq für alle n,m ě 0.

(Hinweis: Verwende das Gauss-Integral
ş8

´8
e´x2{2 dx “

?
2π.)

Bemerkung: Die Hermiteschen Polynome sind wichtig für Anwendungen in der
Physik. Sie tauchen zum Beispiel in der quantenmechanischen Beschreibung des
harmonischen Oszillators auf, siehe:

http://de.wikipedia.org/wiki/Harmonischer_Oszillator_(Quantenmechanik)

Lösung :

(a) Aus der Analysis folgt, dass das Integral pu, vq für alle u, v P Crxs wohldefi-
niert und endlich ist. Unter Verwendung der Grundeigenschaften des Integrals
prüft man direkt, dass p¨, ¨q eine hermitesche Sesquilinearform ist. Betrachte
nun ein nicht-verschwindendes Polynom u P Crxs. Dann hat die zugehörige
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Polynomfunktion höchstens endlich viele Nullstellen, und dasselbe gilt für die
Funktion x ÞÑ |upxq|2e´x2{2. Da diese stetig und ě 0 ist, folgt ebenfalls aus
der Analysis, dass ihr Integral

pu, uq “

ż 8

´8

|upxq|
2e´x2{2

ą 0

ist. Somit ist die Paarung p¨, ¨q positiv definit, also ein Skalarprodukt.

(b) Für alle u, v P Crxs gilt limxÑ˘8 upxqvpxqe´x2{2 “ 0. Aus partieller Integra-
tion folgt daher

pDu, vq “

ż 8

´8

du

dx
pxq ¨ vpxqe´x2{2 dx

“ upxqvpxqe´x2{2
ˇ

ˇ

ˇ

8

´8
´

ż 8

´8

upxq
d

dx

´

vpxqe´x2{2
¯

dx

“ ´

ż 8

´8

upxq ¨
`

vxpxq ´ xvpxq
˘

¨ e´x2{2 dx

“ ´pu, vx ´ xvq “ pu, Pvq.

Daher ist P zu D adjungiert.

(c) Für jedes u P Crxs gilt nach Definition

PDu “ P puxq “ ´uxx ` xux “ Lu.

Aus (b) folgt daher L “ PD “ D˚D. Somit ist

L˚
“ pD˚Dq

˚
“ D˚

pD˚
q

˚
“ D˚D “ L;

also ist L selbstadjungiert.

(d) Zunächst berechnen wir für jedes u P Crxs:

p˚q DPu “ Dp´ux ` xuq “ ´uxx ` xux ` u “ Lu ` u.

Für jeden Eigenvektor u P Crxs von L zum Eigenwert λ folgt daraus

LPu
pcq
“ PDPu

p˚q
“ P pLu ` uq “ P pλu ` uq “ pλ ` 1q ¨ Pu.

Andererseits ist u ‰ 0 und folglich degxpxuq “ degxpuq ` 1 ą degxpuxq. Also
hat Pu “ ´ux ` xu den Grad degxpuq ` 1 und ist daher ebenfalls ‰ 0. Somit
ist Pu ein Eigenvektor von L zum Eigenwert λ ` 1.

(e) Für das konstante Polynom h0 :“ 1 gilt ph0qx “ 0 und folglich Lh0 “ 0. Daher
ist h0 ein Eigenvektor von L zum Eigenwert 0. Mit (d) folgt durch Induktion,
dass hn :“ P nh0 ein Eigenvektor zum Eigenwert n ist für jedes n ě 0. Mit
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derselben Rechnung wie in (d) zeigt man ausserdem durch Induktion, dass
jedes hn normiert vom Grad n ist. Die Polynome hn haben also die gesuchten
Eigenschaften. Ausserdem ist die Menge thn | n ě 0u eine Basis von Crxs.

Sei nun k P Crxs ein beliebiges normiertes Polynom vom Grad n, das ein Ei-
genvektor von L zum Eigenwert λ ist. Dann ist k “

řn
m“0 amhm mit gewissen

Konstanten am P C und an “ 1. Daraus folgt

n
ÿ

m“0

amλhm “ λk “ Lk “

n
ÿ

m“0

amLhm “

n
ÿ

m“0

ammhm,

und somit amλ “ amm für alle 0 ď m ď n. Für m “ n folgt daraus λ “ n,
und für alle m ă n folgt daraus am “ 0. Also ist k “ hn, wie zu zeigen war.

(f) Wir verwenden Induktion über n. Für n “ 0 gilt die gesuchte Gleichung.
Wenn sie für ein n ě 0 gilt, so folgt aus der Konstruktion von hn

hn`1 “ ´ d
dx
hn ` xhn

(IV)
“ ´ d

dx

´

p´1q
nex

2{2
p d
dx

q
n
pe´x2{2

q

¯

` x
´

p´1q
nex

2{2
p d
dx

q
n
pe´x2{2

q

¯

“ p´1q
n`1ex

2{2
p d
dx

q
n`1

pe´x2{2
q,

also gilt die Gleichung auch für n ` 1.

(g) Da L selbstadjungiert ist, sind die Eigenräume zu verschiedenen Eigenwerten
von L zueinander orthogonal. Daraus folgt phn, hmq “ 0 für alle n ‰ m.
Sodann ist

ph0, h0q “

ż 8

´8

e´x2{2 dx “
?
2π .

Für beliebiges n rechnen wir

phn`1, hn`1q
peq
“ pPhn, Phnq

pbq
“ phn, DPhnq

p˚q
“ phn, Lhn ` hnq

peq
“ phn, nhn ` hnq

“ pn ` 1q ¨ phn, hnq.

Durch Induktion über n folgt daraus für alle n:

phn, hnq “
?
2π ¨ n!.

Ingesamt erhalten wir für alle n,m ě 0 somit

phn, hmq “
?
2π ¨ n! ¨ δnm .
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Aliter: Durch Taylorentwicklung der Funktion ext´t2{2 nach t und mit (f)
erhält man die Potenzreihenentwicklung

ext´t2{2
“

ÿ

ně0

hnpxq
tn

n!

mit Konvergenzradius 8. Da alle hn zueinander orthogonal sind, gilt somit
für jedes t P R,

´

ext´t2{2, ext´t2{2
¯

“

8
ÿ

n“0

t2n

pn!q2
phn, hnq.

Für jedes t P R ist die linke Seite

´

ext´t2{2, ext´t2{2
¯

“

ż 8

´8

e2xt´t2´x2{2dx “ et
2

ż 8

´8

e´x2`2xt´2t2dx

“ et
2

ż 8

´8

e´ 1
2

px´2tq2dx “ et
2

ż 8

´8

e´ 1
2
y2dy “ et

2?
2π “

8
ÿ

n“0

?
2π

t2n

n!
.

Durch Vergleichen des Koeffizienten von tn erhalten wir somit

phn, hnq “

ż 8

´8

hnpxq
2e´x2{2dx “

?
2π ¨ n!
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32. SeiM die Darstellungsmatrix bezüglich der Standardbasis der quadratischen Form

q : R3
Ñ R,

´

x1
x2
x3

¯

ÞÑ x21 ` 2x22 ` 6x23 ´ 2x1x3 ` 4x2x3

Zeige, dass M positiv definit ist und berechne ihre Cholesky-Zerlegung.

Lösung : Die Matrix M ist symmetrisch und charakterisiert durch die Gleichung
qpxq “ xTMx für alle x P R3 und somit gegeben durch

M “

¨

˝

1 0 ´1
0 2 2

´1 2 6

˛

‚.

Ihre Hauptminoren ergeben sich zu

detp1q “ 1, det

ˆ

1 0
0 2

˙

“ 2, detpMq “ 6.

Da alle diese positiv sind, ist M positiv definit.

Die Cholesky-Zerlegung von M ist die Lösung der Matrixgleichung M “ RTR
durch eine reelle obere Dreiecksmatrix

R “

¨

˝

a11 a12 a13
0 a22 a23
0 0 a33

˛

‚

mit Diagonaleinträgen ą 0. Wir rechnen

RTR “

¨

˝

a11 0 0
a12 a22 0
a13 a23 a33

˛

‚¨

¨

˝

a11 a12 a13
0 a22 a23
0 0 a33

˛

‚

“

¨

˝

a211 a11a12 a11a13
˚ a212 ` a222 a12a13 ` a22a23
˚ ˚ a213 ` a223 ` a233

˛

‚,

wobei wir wegen der Symmetrie die Einträge unterhalb der Diagonalen ignorieren
können. Durch sukzessives Auflösen erhalten wir

a11 “
?
1 “ 1,

a12 “ 0{a11 “ 0,

a13 “ ´1{a11 “ ´1,

a22 “

b

2 ´ a212 “
?
2,

a23 “ p2 ´ a12a13q{a22 “
?
2,

a33 “

b

6 ´ a213 ´ a223 “
?
3.
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Also ist

R “

¨

˝

1 0 ´1
0

?
2

?
2

0 0
?
3

˛

‚.

33. Sei A eine positiv-definite reelle symmetrische n ˆ n-Matrix.

(a) Ist A2 positiv definit?

(b) Ist A´1 positiv definit?

Lösung : Da A reell symmetrisch ist, existiert nach dem Spektralsatz eine orthogo-
nale nˆn-Matrix U , so dass D :“ UTAU eine Diagonalmatrix ist. Da die positiv-
Definitheit unter diesem Basiswechsel invariant ist, ist auch D positiv definit. Also
sind alle Diagonaleinträge von D positiv. Insbesondere ist D invertierbar, und so-
wohl D2 als auch D´1 sind Diagonalmatrizen mit allen Diagonaleinträgen positiv.
Somit sind D2 und D´1 symmetrisch und positiv-definit. Schliesslich gilt dann
A “ UUTAUUT “ UDUT , und somit sind auch A2 “ UDUTUDUT “ UD2UT

und A´1 “ UD´1UT symmetrisch und positiv definit. Beide Fragen sind daher
mit

”
Ja“ zu beantworten.

Aliter: Als positiv-definite reelle symmetrische Matrix ist A invertierbar. Für jeden
Vektor 0 ‰ v P Rn ist daher Av ‰ 0 und somit

vTA2v “ vTATAv “ pAvq
T

pAvq “ }Av}
2

ą 0,

wobei } } den Absolutbetrag zum Standardskalarprodukt auf Rn bezeichnet. Also
ist A2 positiv definit. Für jeden Vektor 0 ‰ v P Rn aber auch A´1v ‰ 0 und somit

vTA´1v “ vTA´1AA´1v “ pA´1vq
TApA´1vq “ }A´1v}

2
A ą 0,

wobei } }A den Absolutbetrag zu dem Skalarprodukt pv, wq ÞÑ vTAw bezeichnet.
Also ist A´1 positiv definit.

34. Zeige, dass jede symmetrische komplexe Matrix mit positiv definitem Realteil in-
vertierbar ist.

Lösung : Schreibe die Matrix in der Form A ` iB für reelle symmetrische n ˆ n-
Matrizen A und B. Dann ist A positiv definit. Nach einem Satz der Vorlesung
existiert daher eine invertierbare reelle n ˆ n-Matrix V mit A “ V TV . Dann ist
auch pV ´1qTBV ´1 reell symmetrisch. Nach dem Spektralsatz existiert darum eine
orthogonale Matrix Q, so dass D :“ QT pV ´1qTBV ´1Q eine reelle Diagonalmatrix
ist. Zusammen ist dann QT pV ´1qT pA ` iBqV ´1Q “ In ` iD eine Diagonalmatrix
mit Realteil In. Diese ist also invertierbar; und somit ist auch A` iB invertierbar.

Aliter: Finde zuerst mit dem Spektralsatz eine orthogonale nˆn-Matrix R, so dass
RTAR eine Diagonalmatrix ist. Diese ist dann immer noch positiv definit; ihre
Diagonaleinträge sind daher positiv. Sei D die aus den positiven Quadratwurzeln
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dieser Einträge gebildete Diagonalmatrix. Dann gilt RTAR “ D2 und daher A “

pR´1qTDTDR´1 “ V TV mit der invertierbaren Matrix V :“ DR´1. Dann fahre
fort wie oben.

Aliter 2: Schreibe die Matrix in der Form A ` iB für reelle symmetrische n ˆ n-
MatrizenA undB. Dann istA positiv definit, also invertierbar, und es existiert eine
invertierbare symmetrische Matrix C mit A “ C2. Folglich ist A` iB invertierbar
genau dann wenn C´1pA ` iBqC´1 “ In ` iC´1BC´1 “ In ` iB1 invertierbar ist
mit B1 :“ C´1BC´1. Da B und C symmetrisch sind, sind es auch C´1 und B1.
Folglich sind alle komplexen Eigenwerte von B1 reell. Insbesondere ist ´i kein
Eigenwert von B1, und somit ist ´iIn ` B1 invertierbar. Damit ist dann auch
ip´iIn `B1q “ In ` iB1 invertierbar, und folglich auch A` iB, wie zu zeigen war.

35. Sei ε P t`1,´1u und betrachte die reelle 5 ˆ 5-Matrix

A :“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ε 0 1
0 1 0 1 0
ε 0 1 0 ε
0 1 0 1 0
1 0 ε 0 1 .

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Bestimme eine orthogonale Matrix U , sodass U´1AU Diagonalgestalt hat.

Lösung : Wir erkennen, dass der pi, jq-te Eintrag in A genau dann nicht null ist,
wenn i und j beide ungerade oder gerade sind. Bezeichnen wir mit pe1, . . . , e5q die
Standardbasis von R5, dann hat A also in der Basis pe2, e4, e1, e3, e5q Blockdiago-
nalgestalt mit Blöcken der Grössen 2 ˆ 2 und 3 ˆ 3.

Um dies als Matrixgleichung auszudrücken, betrachte die Permutationsmatrix

P :“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

zur Permutation

1 ÞÑ 3, 2 ÞÑ 1, 3 ÞÑ 4, 4 ÞÑ 2, 5 ÞÑ 5.

Dann ist B :“ PAP´1 “
`

B1 O
O B2

˘

eine Blockdiagonalmatrix mit den Matrixblöcken

B1 :“

ˆ

1 1
1 1

˙

und B2 :“

¨

˝

1 ε 1
ε 1 ε
1 ε 1

˛

‚

Wir diagonalisieren zuerst diese separat.
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Die Matrix B1 besitzt die orthogonalen Eigenvektoren
`

1
1

˘

und
`

1
´1

˘

zu den jeweili-
gen Eigenwerten 2 und 0. Nach Normalisieren erhalten wir also die Orthonormal-
basis

`

1?
2

`

1
1

˘

, 1?
2

`

1
´1

˘˘

von R2 aus Eigenvektoren von B1.

Das charakteristische Polynom der Matrix B2 ist

charB2pXq “ pX ´ 1q
3

´ 3pX ´ 1q ´ 2 “ X2
pX ´ 3q

Wir berechnen die Eigenräume

Eig3pB2q “
@

´

1
ε
1

¯

D

,

Eig0pB2q “
@

´

1
´ε
0

¯

,
´

1
0

´1

¯

D

.

Da B2 symmetrisch ist, sind die Eigenräume zu den verschiedenen Eigenwerten
orthogonal. Durch Anwenden des Gram-Schmidt-Verfahrens auf die Eigenvektoren
zum Eigenwert 0 und Normalisierung des Eigenvektors zum Eigenwert 3 erhalten
wir die Orthonormalbasis

¨

˝

1
?
3

¨

˝

1
ε
1

˛

‚,
1

?
2

¨

˝

1
´ε
0

˛

‚,
1

2

¨

˝

1
ε

´2

˛

‚

˛

‚

von R3 bestehend aus Eigenvektoren von B2. Somit bilden die Vektoren

1
?
2

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1
1
0
0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,
1

?
2

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1
´1
0
0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,
1

?
3

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
0
1
ε
1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,
1

?
2

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
0
1

´ε
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,
1

2

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
0
1
ε

´2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

eine Orthonormalbasis von R5 aus Eigenvektoren von B zu den jeweiligen Eigen-
werten 2, 0, 2 ` ε, 0, 0. Somit ist die zugehörige Basiswechselmatrix

U 1 :“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1?
2

1?
2

0 0 0
1?
2

´1?
2

0 0 0

0 0 1?
3

1?
2

1{2

0 0 ε?
3

´ε?
2

ε{2

0 0 1?
3

0 ´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

orthogonal, und nach Konstruktion gilt

B “ U 1
¨

¨

˚

˚

˚

˚

˝

2 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 3 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

¨ U 1´1 .
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Da die Permutationsmatrix P orthogonal ist, ist dann auch die Matrix

U :“ P´1U “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 1?
3

1?
2

1{2
1?
2

1?
2

0 0 0

0 0 1?
3

´ε?
2

ε{2
1?
2

´1?
2

0 0 0

0 0 1?
3

0 ε

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

orthogonal, und nach Konstruktion hat

U´1AU “ U 1´1
pPAP´1

qU 1
“ U 1´1BU 1

Diagonalgestalt.

*36. Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension 0 ă n ă 8, und sei f : V Ñ V
ein selbstadjungierter Endomorphismus mit Eigenwerten λ1 ď . . . ď λn. Zeige:

λ1 “ min

"

xfpxq, xy

xx, xy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0 ‰ x P V

*

,

λn “ max

"

xfpxq, xy

xx, xy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0 ‰ x P V

*

.

Zeige allgemeiner das Min-Max-Prinzip: Für jedes r “ 1, . . . , n gilt

λr “ min

"

max
xPW∖t0u

ˆ

xfpxq, xy

xx, xy

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

W Ď V, dimW “ r

*

.

Lösung : Wir zeigen direkt das allgemeinere Min-Max Prinzip. Da f selbstadjun-
giert ist, existiert eine Orthonormalbasis pv1, . . . , vnq von V aus Eigenvektoren von
f zu den jeweiligen Eigenwerten λ1, . . . , λn.

Betrachte zuerst einen beliebigen Unterraum W Ă V der Dimension r, und setze
V 1 :“ xvr, . . . , vny. Wegen

dimpV 1
X W q “ dimV 1

` dimW ´ dimpV 1
` W q

ě dimV 1
` dimW ´ dimpV q

“ pn ´ pr ´ 1qq ` r ´ n

“ 1

existiert dann ein nicht-verschwindender Vektor x0 P W X V 1. Schreiben wir x0 “
řn

i“r aivi mit Koeffizienten ai P R, so folgt

max
xPW∖t0u

ˆ

xfpxq, xy

xx, xy

˙

ě
xfpx0q, x0y

xx0, x0y
“

x
ř

i aiλivi,
ř

i aiviy

xx0, x0y
“

ř

i λia
2
i

ř

i a
2
i

ě λr.
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Da W Ă V beliebig war, zeigt dies

p˚q inf
WĂV

dimpW q“r

"

max
xPW∖t0u

ˆ

xfpxq, xy

xx, xy

˙*

ě λr .

Sodann betrachte den Unterraum Vr :“ xv1, . . . , vry der Dimension r. Für jeden
Vektor x “

řr
i“1 aivi P Vr ∖ t0u mit Koeffizienten ai P R gilt

xfpxq, xy

xx, xy
“

řr
i“1 λia

2
i

řr
i“1 a

2
i

ď

řr
i“1 λra

2
i

řr
i“1 a

2
i

“ λr.

Durch Variieren von x folgt daraus

p˚˚q max
xPVr∖t0u

ˆ

xfpxq, xy

xx, xy

˙

ď λr .

Dies zeigt, dass das Infimum in p˚q durch den Unterraum Vr angenommen wird
mit dem Wert λr, wie zu zeigen war.
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37. Seien V ein reeller Vektorraum der Dimension n und β eine nicht-ausgeartete
symmetrische Bilinearform auf V mit der Signatur pp, qq. Bestimme die maximale
Dimension eines Unterraums U Ă V mit β|UˆU “ 0.

Lösung : Nach Voraussetzung ist n “ p ` q und es existiert eine geordnete Basis
von V , bezüglich welcher die Darstellungsmatrix von β eine Diagonalmatrix ist
mit p Diagonaleinträgen 1 und q Diagonaleinträgen ´1. Schreibe diese Basis in
der Form v1, . . . , vp, w1, . . . , wq mit βpvi, viq “ 1 und βpwi, wiq “ ´1 für alle i.

Behauptung: Die gesuchte maximale Dimension ist m :“ mintp, qu.

Betrachte zuerst einen beliebigen Unterraum U der Dimension ą p. Setze U´ :“
xw1, . . . , wqy; aus der Dimensionsformel für Durchschnitte folgt dann

dimpU X U´q “ dimpUq ` dimpU´q ´ dimpU ` U´q

ě dimpUq ` dimpU´q ´ dimpV q

ą p ` q ´ n “ 0.

Also existiert ein von Null verschiedener Vektor u P U X U´. Wegen u P U´ gilt
für diesen βpu, uq ă 0. Also ist β|UˆU ‰ 0.

Betrachte sodann einen beliebigen Unterraum U der Dimension ą q. Setze U` :“
xv1, . . . , vpy und rechne

dimpU X U`q “ dimpUq ` dimpU`q ´ dimpU ` U`q

ě dimpUq ` dimpU`q ´ dimpV q

ą q ` p ´ n “ 0.

Also existiert ein von Null verschiedener Vektor u P U X U`. Wegen u P U` gilt
für diesen βpu, uq ą 0. Also ist β|UˆU ‰ 0.

Insgesamt ist somit β|UˆU ‰ 0 für jeden Unterraum U der Dimension ą m. Die
gesuchte maximale Dimension ist also ď m.

Schliesslich setze ui :“ vi ` wi für alle 1 ď i ď m. Dann gilt

βpui, uiq “ βpvi ` wi, vi ` wiq “ 1 ` 0 ` 0 ´ 1 “ 0,

und für alle 1 ď i, j ď m mit i ‰ j gilt

βpui, ujq “ βpvi ` wi, vj ` wjq “ 0 ` 0 ` 0 ` 0 “ 0.

Für beliebige Koeffizienten ai, bj P R folgt dann

β

ˆ m
ÿ

i“1

aiui,
m
ÿ

j“1

bjuj

˙

“

m
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1

aibjβpui, ujq “ 0.

Mit U :“ xu1, . . . , umy gilt also β|UˆU “ 0. Da die ui linear unabhängig sind, gilt
weiter dimpUq “ m. Die gesuchte maximale Dimension ist also ě m.
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*38. Der Index einer reellen symmetrischen nˆn-Matrix A mit Eigenwerten λ1, . . . , λk
der jeweiligen Vielfachheiten m1, . . . ,mk ist definiert als

IndpAq :“
ÿ

i:λią0

mi ´
ÿ

i:λiă0

mi,

also als die Anzahl positiver minus die Anzahl negativer Eigenwerte von A, gezählt
mit Vielfachheiten.

Seien A und B zwei symmetrische n ˆ n-Matrizen mit

xTAx ď xTBx

für alle x P Rn. Zeige, dass IndpAq ď IndpBq ist.

Lösung : Sei a bzw. a1 die Anzahl positiver bzw. negativer Eigenwerte von A, und
sei b bzw. b1 die Anzahl positivier bzw. negativer Eigenwerte von B, jeweils gezählt
mit Vielfachheiten.

Sei U die Summe aller Eigenräume von A zu positiven Eigenwerten. Dann ist die
Einschränkung LA|U positiv definit. Für alle x P U∖t0u gilt also xTBx ě xTAx ą

0. Mit §10.15 in
https://metaphor.ethz.ch/x/2022/fs/401-1152-02L/sc/20211222-LA-Zusammenfassung.

pdf folgt b ě dimpUq “ a.

Sei U 1 die Summe aller Eigenräume von B zu negativen Eigenwerten. Dann ist
die Einschränkung LB|U 1 negativ definit. Für alle x P U 1 ∖ t0u gilt also xTAx ď

xTBx ă 0. Mit §10.15 der obigen Zusammenfassung folgt a1 ě dimpU 1q “ b1.

Beide Aussagen zusammen ergeben dann IndpBq “ b ´ b1 ě a ´ a1 “ IndpAq.

39. Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum.

(a) Zeige oder widerlege: Für jeden invertierbaren Endomorphismus f : V Ñ V
existiert ein Skalarprodukt x , y auf V , für welches f orthogonal ist.

(b) Sei nun V “ R3 und f “ LA mit

A :“

¨

˝

´5 4 4
2 ´3 ´2

´8 8 7

˛

‚ .

Finde, falls möglich, eine 3 ˆ 3-Matrix M , sodass px, yq ÞÑ xTMy ein Skalar-
produkt auf V ist, bezüglich das der Endomorphismus LA orthogonal ist.

Lösung :

(a) Im Fall dimpV q “ 0 ist jeder Endomorphismus die Identität und folglich
orthogonal; insbesondere gilt also die Aussage.
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Im Fall dimpV q ą 0 betrachte den Endomorphismus f : V Ñ V , v ÞÑ 2v. Für
jedes Skalarprodukt auf V und jeden Vektor v P V ∖ tvu gilt dann xv, vy ‰ 0
und folglich

xfpvq, fpvqy “ x2v, 2vy “ 4xv, vy ‰ xv, vy.

Somit ist f nicht orthogonal. Die Aussage ist daher falsch im Fall dimpV q ą 0.

(b) Ist LA orthogonal bezüglich ein Skalarprodukt x¨, ¨y, so sind die Eigenräume
zu verschiedenen Eigenwerten von LA zueinander orthogonal. Wir bestimmen
daher zuerst die Eigenräume von LA. Dafür berechnen wir das charakteristi-
sche Polynom:

charApXq “ X3
` X2

´ X ´ 1 “ pX ´ 1q ¨ pX ` 1q
2.

Die Eigenräume zu den Eigenwerten 1 und ´1 ergeben sich zu

Eig1pAq “ KernpA ´ I3q “
@

¨

˝

2
´1
4

˛

‚

D

Eig´1pAq “ KernpA ` I3q “
@

¨

˝

1
1
0

˛

‚,

¨

˝

0
1

´1

˛

‚

D

.

Also hat LA bezüglich der geordneten Basis

B “

¨

˝

¨

˝

2
´1
4

˛

‚,

¨

˝

1
1
0

˛

‚,

¨

˝

0
1

´1

˛

‚

˛

‚

die Darstellungsmatrix

BrLAsB “

¨

˝

1 0 0
0 ´1 0
0 0 ´1

˛

‚ .

Nun ist aber LA genau dann orthogonal bezüglich x¨, ¨y, wenn seine Darstel-
lungsmatrix bezüglich einer Orthonormalbasis bezüglich x¨, ¨y eine orthogonale
Matrix ist. Da BrLAsB bereits orthogonal ist, genügt es also, das Skalarpro-
dukt so zu wählen, dass B eine Orthonormalbasis ist. Dies bedeutet, dass die
Darstellungsmatrix von x¨, ¨y bezüglich B die Einheitsmatrix ist.

Das Skalarprodukt xx, yy “ xTMy hat bezüglich der Standardbasis b von R3

die Darstellungsmatrix brx¨, ¨ysb “ M . Mit der Basiswechselmatrix

U :“ bridR3sB “

¨

˝

2 1 0
´1 1 1
4 0 ´1

˛

‚
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folgt, dass die Darstellungsmatrix von x¨, ¨y bezüglich B die Gleichung

Brx¨, ¨ysB “ bridR3s
T
B ¨ brx¨, ¨ysb ¨ bridR3sB “ UTMU

erfüllt. Die Matrix M ist also durch die Gleichung UTMU “ I3 charakteri-
siert. Das Ergebnis lautet daher

M “ pUT
q

´1U´1
“

¨

˝

26 ´23 ´19
´23 21 17
´19 17 14

˛

‚ .
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40. Seien R, S : R3 Ñ R3 zwei nicht-triviale Drehungen um je eine Gerade durch den
Ursprung. Beweise die Äquivalenz der folgenden beiden Aussagen:

(a) R und S kommutieren, das heisst, es gilt RS “ SR.

(b) R und S haben entweder dieselbe Drehachse oder sind Rotationen um 180˝

bezüglich orthogonaler Drehachsen.

Lösung : Jede nicht-triviale Drehung im R3 hat den Eigenwert 1 mit geometri-
scher Vielfachheit 1. Nach Voraussetzung gilt dies also für R und S. Seien vR, vS
normierte Eigenvektoren von R bzw. S zum Eigenwert 1.

”
(a) ñ (b)“: Angenommen R und S kommutieren. Nach Serie 14 Aufgabe 1a ist
dann vR auch ein Eigenvektor von S zu einem Eigenwert λ P R. Da S orthogonal
ist, kann dieser Eigenwert nur λ “ ˘1 sein.

Im Fall λ “ 1 ist wegen der geometrischen Vielfachheit 1 des Eigenwertes 1 der
Vektor vR ein Vielfaches von vS. Die Drehungen R und S haben also dieselbe
Drehachse xvRy “ xvSy.

Im Fall λ “ ´1 sind vR, vS Eigenvektoren von S zu den jeweiligen Eigenwerten
´1 und 1, wegen der Orthogonalität von S sind sie also insbesondere orthogonal
zueinander. Folglich haben R und S orthogonale Drehachsen. Weiter ist jetzt ´1
ein Eigenwert von S, also hat S den Drehwinkel 180˝. Schliesslich wiederholen wir
die bisherigen Argumente mit vertauschten Rollen von R und S. Anwenden von
Serie 14 Aufgabe 1a zeigt, dass der Eigenvektor vS von S ein Eigenvektor von R zu
einem Eigenwert µ “ ˘1 ist. Im Fall µ “ 1 wären die Drehachsen gleich, was jetzt
schon ausgeschlossen ist. Also ist µ “ ´1, und somit hat auch R den Drehwinkel
180˝.

”
(b) ñ (a)“: Haben R und S dieselbe Drehachse, gilt also Eig1pRq “ Eig1pSq, so
haben R und S bezüglich einer Orthonormalbasis der Form b “ pvR, v2, v3q für
Vektoren v2, v3 P R3 die Darstellungsmatrizen

MbbpRq “

¨

˝

1
cosα sinα

´ sinα cosα

˛

‚, MbbpSq “

¨

˝

1
cos β sin β

´ sin β cos β

˛

‚ .

mit jeweiligen Drehwinkeln α, β P R. Durch direktes Rechnen folgt

MbbpRq ¨ MbbpSq “

¨

˝

1
cospα ` βq sinpα ` βq

´ sinpα ` βq cospα ` βq

˛

‚“ MbbpSq ¨ MbbpRq,

also R ˝ S “ S ˝ R.

Haben R und S orthogonale Drehachsen und beide den Drehwinkel 180˝, dann
ist ´1 ein Eigenwert von R der Vielfachheit 2, also xvRyK “ Eig´1pRq. Es folgt
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vS P xvRyK “ Eig´1pRq. Ebenso zeigt man vR P xvSyK “ Eig´1pSq. Für jeden nicht-
verschwindenden Vektor b P xvR, vSyK folgt weiter b P Eig´1pRq und b P Eig´1pSq.
Also haben R und S beide bezüglich der Basis pvR, vS, bq Diagonalgestalt; somit
kommutieren sie miteinander.
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41. Sei f ein Automorphismus eines endlich-dimensionalen unitären Vektorraums V .
Zeige: Ist f selbstadjungiert, bzw. unitär, bzw. normal, so haben f˚ und f´1

dieselbe Eigenschaft.

Lösung : Eine direkte Rechnung zeigt pf´1q˚ !
“ pf˚q´1.

Zuerst sei f selbstadjungiert, nach Definition also f˚ “ f . Dann gilt pf˚q˚ “ f˚

und pf´1q˚ !
“ pf˚q´1 “ f´1; somit sind f˚ und f´1 selbstadjungiert.

Sodann sei f unitär, nach Definition also f˚ “ f´1. Dann gilt pf˚q˚ “ pf´1q˚ !
“

pf˚q´1 und pf´1q˚ !
“ pf˚q´1 “ pf´1q´1; somit sind f˚ und f´1 unitär.

Schliesslich sei f normal, nach Definition also f˚ ˝ f “ f ˝ f˚. Wegen pf˚q˚ “ f
gilt dann

pf˚
q

˚
˝ f˚

“ f ˝ f˚
“ f˚

˝ f “ f˚
˝ pf˚

q
˚

und

pf´1
q

˚
˝f´1 !

“ pf˚
q

´1
˝f´1

“ pf ˝f˚
q

´1
“ pf˚

˝fq
´1

“ f´1
˝pf˚

q
´1 !

“ f´1
˝pf´1

q
˚,

somit sind f˚ und f´1 normal.

42. Sei V der euklidische Raum der reellen 2 ˆ 2-Matrizen mit dem Skalarprodukt

xA,By :“ SpurpATBq.

Für u P R sei die lineare Abbildung Fu : V Ñ V definiert durch

FupAq :“ AT
´ u ¨ pSpurAq ¨ I2

(a) Für welche u P R ist Fu selbstadjungiert?

(b) Für welche u P R ist Fu orthogonal?

(c) Sei u P R so gewählt, dass Fu sowohl selbstadjungiert als auch orthogonal ist.
Welche Abbildung ist dann Fu ˝ Fu?

Lösung : Man zeigt direkt, dass die Vektoren

1
?
2

ˆ

1 0
0 1

˙

,
1

?
2

ˆ

1 0
0 ´1

˙

,
1

?
2

ˆ

0 1
1 0

˙

,
1

?
2

ˆ

0 ´1
1 0

˙

eine Orthonormalbasis von V bezüglich des gegebenen Skalarprodukts bilden. Die
Darstellungsmatrix von Fu bezüglich dieser Basis ist die Diagonalmatrix

Mu :“

¨

˚

˚

˝

1 ´ 2u 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 ´1

˛

‹

‹

‚

.

Somit hat Fu die Eigenwerte 1 ´ 2u und ˘1.
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(a) Da die Darstellungsmatrix von Fu bezüglich einer Orthonormalbasis symme-
trisch ist, ist Fu immer selbstadjungiert.

(b) Ein Endomorphismus ist genau dann orthogonal, wenn seine Darstellungsma-
trix bezüglich einer Orthonormalbasis orthogonal ist. Für die obige Matrix
Mu gilt dies genau dann, wenn u P t0, 1u ist.

(c) Wegen (a) und (b) ist dies genau dann der Fall, wenn u P t0, 1u ist. In diesem
Fall ist M2

u “ I4 und folglich Fu ˝ Fu “ id.

Alternative Lösung: Wir rechnen direkt die Definitionen nach und verwenden da-
bei die Linearität der Spur sowie die Eigenschaften SpurpAT q “ SpurpAq und
SpurpABq “ SpurpBAq; siehe Wiederholungsserie LA I, Aufgabe 4.

(a) Für alle reellen 2 ˆ 2-Matrizen A,B gilt

xFupAq, By “ Spur
`

FupAqT ¨ B
˘

“ Spur
``

AT ´ u SpurpAqI
˘T

¨ B
˘

“ Spur
``

A ´ u SpurpAqI
˘

¨ B
˘

“ SpurpABq ´ u SpurpAq SpurpBq.

Wegen SpurpABq “ SpurpBAq ist dieser Ausdruck symmetrisch in A,B und
daher gleich xFupBq, Ay “ xA,FupBqy. Also ist Fu selbstadjungiert für alle
u P R.

(b) Für alle reellen 2 ˆ 2-Matrizen A und B gilt

xFupAq, FupBqy “ Spur
´

`

AT
´ u SpurpAqI

˘T
¨
`

BT
´ u SpurpBqI

˘

¯

“ Spur
`

pA ´ u SpurpAqIq ¨
`

BT
´ u SpurpBqI

˘˘

“ SpurpABT
q ´ 2u SpurpAq SpurpBq ` 2u2 SpurpAq SpurpBq.

Wegen SpurpABT q “ SpurpBTAq “ xB,Ay “ xA,By folgt daraus

xFupAq, FupBqy “ xA,By ` 2upu ´ 1q SpurpAq SpurpBq.

Daher ist Fu genau dann orthogonal, wenn

2upu ´ 1q SpurpAq SpurpBq “ 0

ist für alle A und B. Da es Matrizen mit nicht-verschwindender Spur gibt,
gilt dies genau für u P t0, 1u.

(c) Da Fu sowohl selbstadjungiert als auch orthogonal ist, gilt

xA,By “ xFupAq, FupBqy “ xF 2
u pAq, By
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für alle A und B. Im Fall B “ A ´ F 2
u pAq impliziert dies

xB,By “ xA ´ F 2
u pAq, By “ xA,By ´ xF 2

u pAq, By “ 0.

Da das Skalarprodukt positiv definit ist, folgt daraus B “ 0. Für alle A gilt
daher A ´ F 2

u pAq “ O und somit F 2
u “ id.

43. Beweise oder widerlege: Jeder normale Endomorphismus eines endlich-dimensio-
nalen unitären Vektorraums ist die Komposition eines selbstadjungierten mit ei-
nem unitären Endomorphismus.

Lösung : Für jeden normalen Endomorphismus f : V Ñ V eines endlich-dimen-
sionalen unitären Vektorraums V existiert eine Orthonormalbasis b, sodass brf sb

eine Diagonalmatrix mit Diagonaleinträgen λ1, . . . , λn P C ist. Schreibe jede dieser
komplexen Zahlen in der Form λj “ rje

iφj mit reellen Zahlen rj, φj. Sei S bzw.
U der eindeutige Endomorphismus von V , dessen Darstellungsmatrix bezüglich b
die Diagonalmatrix mit den Einträgen r1, . . . , rn bzw. eiφ1 , . . . , eiφn ist. Dann ist
S selbstadjungiert und U unitär und es gilt

brS ˝ U sb “b rSsb ¨b rU sb “ diagpr1e
iφ1 , . . . , rne

iφnq “b rf sb,

also S ˝ U “ f . Damit ist die Ausage bewiesen.

Bemerkung: Für die so gefundenen Endomorphismen gilt zusätzlich S ˝U “ U ˝S.

44. Wir betrachten ein korrekt ausgefülltes Sudokugitter als eine 9 ˆ 9 Matrix S mit
Einträgen in t1, 2, . . . , 9u Ă Z. Welche der folgenden Aussagen sind für alle, für
manche, für kein S korrekt?

(a) Die Zahl 45 ist ein Eigenwert von S.

(b) Die Determinante von S ist durch 9 teilbar.

(c) Der Vektor p1, . . . , 9qT ist ein Eigenvektor von S.

*(d) Die Determinante von S ist positiv.

Lösung : (a) Jede Zeile von S besteht aus den Zahlen 1 bis 9 in gewisser Reihenfolge,
somit ist p1, . . . , 1qT ein Eigenvektor zum Eigenwert 1`2`. . .`9 “ 45. Die Aussage
ist also für alle S korrekt.

(b) Die Determinante ändert sich nicht, wenn wir alle späteren Zeilen zu der er-
sten addieren. Danach ist die erste Zeile gleich p45, 45, . . . , 45q. Die fragliche De-
terminante ist also 45 mal die Determinante, nachdem wir die erste Zeile durch
p1, . . . , 1q ersetzt haben. Da alle Einträge in der resultierenden Matrix immer noch
ganze Zahlen sind, ist auch diese Determinante noch eine ganze Zahl. Somit ist
detpSq immer durch 45 teilbar.

Bemerkung: Wenn wir danach noch alle späteren Spalten zur ersten addieren, so
wird die erste Spalte gleich p9, 45, . . . , 45qT . Daraus können wir noch den Faktor 9
herausziehen; folglich ist detpSq sogar durch 9 ¨ 45 “ 405 teilbar.
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(c) Die Summe jeder Spalte der Matrix rS :“ S{45 ist 1, und alle Einträge sind

positiv; also ist rS eine Markov-Matrix. Mit Aufgabe 27 der Wiederholungsserie
LAI hat daher jeder komplexe Eigenwert von rS den Betrag ď 1. Somit hat jeder
komplexe Eigenwert von S den Betrag ď 45.

Angenommen v :“ p1, . . . , 9qT ist ein Eigenvektor von S zu einem Eigenwert λ,
und sei pa1, . . . , a9q die erste Zeile von S. Wegen ai ě 1 für alle i und aj ą 1 für
ein 1 ď j ď 9, folgt aus dem Vergleichen des ersten Eintrages von Sv “ λv dann

λ “ pa1, . . . , anq ¨ p1, . . . , 9q
T

“

n
ÿ

i“1

iai ą
ÿ

i

i “ 45.

Dies widerspricht der obigen Aussage |λi| ď 45. Somit ist p1, . . . , 9qT nie ein Ei-
genvektor von S.

(c) Falls S eine Sudokumatrix mit positiver Determinante ist, erhält man durch
Vertauschen der zwei ersten Zeilen wieder eine Sudokumatrix, deren Determinante
gleich ´ detpSq, also negativ ist. Daher kann detpSq nicht immer positiv sein.

Um zu überprüfen ob die Aussage manchmal oder nie gilt, müssen wir entschei-
den ob eine Sudokumatrix mit positiver Determinante existiert. Wählen wir zum
Beispiel

S :“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 1 2 3
7 8 9 1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 6 7 8 9 1
5 6 7 8 9 1 2 3 4
8 9 1 2 3 4 5 6 7
3 4 5 6 7 8 9 1 2
6 7 8 9 1 2 3 4 5
9 1 2 3 4 5 6 7 8

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

so folgt durch direktes Rechnen (für welches es sich anbietet, einen Computer zu
verwenden)

detpSq “ ´316 ¨ 5 “ ´215233605.

Durch Vertauschen der ersten beiden Zeilen in S erhält man somit eine Sudo-
kumatrix mit positiver Determinante. Die Aussage ist also manchmal wahr und
manchmal nicht.

43



Bemerkung. Nicht jede Sudokumatrix ist invertierbar; zum Beispiel gilt

det

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

6 5 3 9 4 7 8 1 2
9 8 7 1 6 2 4 3 5
4 2 1 3 5 8 6 7 9
5 3 8 4 2 6 1 9 7
2 7 4 5 9 1 3 8 6
1 9 6 7 8 3 2 5 4
8 6 5 2 1 9 7 4 3
3 1 9 6 7 4 5 2 8
7 4 2 8 3 5 9 6 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“ 0 ,

siehe auch http://math.stackexchange.com/questions/873709/.

45. Für welche reellen Zahlen a und b existiert eine reelle 2 ˆ 2-Matrix A mit

A20
“

ˆ

a 0
0 b

˙

?

Lösung : Nehmen wir an, es gebe eine solche Matrix A. Wir trigonalisieren sie

über C, wählen also U P GL2pCq mit U´1AU “

ˆ

u ˚

0 v

˙

für gewisse u, v P

C und einen Eintrag ˚, der uns hier nicht interessiert. Dann ist U´1A20U “

pU´1AUq20 “

ˆ

u20 ˚

0 v20

˙

. Das charakteristische Polynom von A20 ist also gleich

pX ´ u20qpX ´ v20q. Nach Voraussetzung ist es aber auch gleich pX ´ aqpX ´ bq.
Deshalb sind u20, v20 gleich a, b bis auf die Reihenfolge.

Sind u, v P R, so gilt u20, v20 ě 0, also auch a, b ě 0. Andernfalls ist u “ v und
somit a “ b. Da aber b reell ist, folgt daraus a “ b. Eine notwendige Bedingung
für die Existenz von A ist also a, b ě 0 oder a “ b.

Wir zeigen, dass diese Bedingung auch hinreicht. Sind a, b ě 0, so tut es zum

Beispiel die Matrix A :“
` 20

?
a 0

0 20?b

˘

. Sei nun also a “ b ă 0. Wir erinnern uns an
den injektiven Ringhomomorphismus

k : C Ñ Mat2ˆ2pRq, x ` iy ÞÑ

ˆ

x ´ y

y x

˙

.

Betrachte die Matrix

A :“ k
`

20
a

|a| ¨ e2πi{40
˘

“
20
a

|a| ¨

ˆ

cosp2π{40q ´ sinp2π{40q

sinp2π{40q cosp2π{40q

˙

.

Wegen der Multiplikativität von k gilt dann

A20
“ k

``

20
a

|a| ¨ e2πi{40
˘20˘

“ k
`

|a| ¨ e40πi{40
˘

“ kp´|a|q “ kpaq “

ˆ

a 0
0 a

˙

,

wie gewünscht. Also ist die Bedingung hinreichend.
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46. Für welche der folgenden Gleichungen existiert eine reelle Matrix X, die sie erfüllt?

(a) X3 “

¨

˝

0 0 0
1 0 0
2 3 0

˛

‚

(b) 2X5 ` X “

¨

˝

3 5 0
5 1 9
0 9 0

˛

‚

(c) X6 ` 2X4 ` 10X “

ˆ

0 ´1
1 0

˙

(d) X4 “

¨

˝

3 4 0
0 3 0
0 0 ´3

˛

‚

Lösung : (a) Ist X eine reelle Matrix mit

X3
“

¨

˝

0 0 0
1 0 0
2 3 0

˛

‚,

dann gilt X9 “ pX3q3 “ 0 und somit ist X nilpotent. Dann hat aber X das cha-
rakteristische Polynom charXptq “ t3 (siehe Zusammenfassung §8.5) und folglich
ist X3 “ 0, was ein Widerspruch ist. Also erfüllt keine reelle Matrix die Gleichung.
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(b) Betrachte die symmetrische Matrix

B :“

¨

˝

3 5 0
5 1 9
0 9 0

˛

‚ .

Nach dem Spektralsatz für selbstadjungierte Endomorphismen existieren eine or-
thogonale Matrix U und λ1, λ2, λ3 P R mit

U´1BU “

¨

˝

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

˛

‚.

Da U invertierbar ist, ist die Gleichung 2X5 ` X “ B äquivalent zu

2pU´1XUq
5

` U´1XU “ U´1
p2X5

` XqU “ U´1BU,

mit Y “ U´1XU also äquivalent zu

2Y 5
` Y “

¨

˝

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

˛

‚.

Machen wir den Ansatz

Y “

¨

˝

µ1 0 0
0 µ2 0
0 0 µ3

˛

‚

mit Koeffizienten µ1, µ2, µ3 P R, so ist die Gleichung 2Y 5 ` Y “ diagpλ1, λ2, λ3q
äquivalent zu

2µ5
i ` µi “ λi

für i “ 1, 2, 3. Da nun der höchste Grad im Polynom 2X5 `X ungerade ist, ist die
Abbildung R Ñ R, x ÞÑ 2x5 `x surjektiv. Somit existiert für jedes i ein µi P R mit
2µ5

i `µi “ λi. Wählen wir ein solches für i “ 1, 2, 3, so erfüllt Y “ diagpµ1, µ2, µ3q

die betrachtete Gleichung. Die Matrixgleichung der Aufgabe hat also eine Lösung.

(c) Wir erinnern uns an den injektiven Ringhomomorphismus

κ : C Ñ Mat2ˆ2pRq, x ` iy ÞÑ

ˆ

x ´ y

y x

˙

.

Da jedes nicht-konstante komplexe Polynom eine komplexe Nullstelle besitzt, exi-
stiert ein z P C mit

z6 ` 2z4 ` 10z “ i.

Es folgt

κpzq
6

` 2κpzq
4

` 10κpzq “

ˆ

0 ´1
1 0

˙

,
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also löst κpzq die gegebene Matrixgleichung.

(d) Die Matrix Y :“

¨

˝

3 4 0
0 3 0
0 0 ´3

˛

‚ hat den Eigenwert ´3 mit dem Eigenraum

Eig´3pAq “ xvy für v :“

¨

˝

0
0
1

˛

‚. Angenommen es existiert eine reelle Matrix X mit

X4 “ Y . Dann ist

Y Xv “ X5v “ XpX4vq “ XY v “ ´3Xv,

also liegt auch Xv in dem Eigenraum Eig´3pAq. Somit ist Xv “ λv für ein λ P R.
(Siehe auch Serie 14 Aufgabe 1a.) Daraus folgt nun

λ4v “ X4v “ Y v “ ´3v

und somit λ4 “ ´3. Dies ist aber unmöglich für λ P R. Daher besitzt die Gleichung
keine Lösung.

47. Was sind die Möglichkeiten für den Rang einer reellen 7 ˆ 7-Matrix mit Minimal-
polynom X2?

Lösung : Der einzige normierte irreduzible Faktor des Minimalpolynoms ist X.
Dies entspricht dem Eigenwert 0. Also ist die Jordannormalform der Matrix eine
Blockdiagonalmatrix mit Blockdiagonaleinträgen der Form

Nj :“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 . . . 0
...
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . 0
...

. . . 1
0 . . . . . . . . . 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

der Grösse j ˆ j

für gewisse j ě 1. Nach der Definition des Minimalpolynoms gilt A2 “ O. Für
alle j ě 3 ist aber N2

j ‰ O; somit können nur Jordanblöcke der Form N1 und
N2 auftreten. Wegen N2

1 “ O und N2
2 “ O gibt es aber kein Hindernis gegen

diese. Nach der Minimalität des Minimalpolynoms ist andererseits A ‰ O. Wegen
N1 “ O und N2 ‰ O muss daher mindestens ein Block der Form N2 in der
Jordannormalform von A auftreten. Die Anzahl der Jordanblöcke der Form N2 ist
also eine ganze Zahl a ě 1. Die Anzahl der Jordanblöcke der Form N1 ist dann
gleich 7 ´ 2a ě 0. Die möglichen Werte sind also a “ 1, 2, 3. Der Rang der Matrix
ist nun gleich

a ¨ RangpN2q ` p7 ´ 2aq ¨ RangpN1q “ a ¨ 1 ` p7 ´ 2aq ¨ 0 “ a.

Die Möglichkeiten für den Rang sind also genau 1, 2, 3.
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48. Sei K ein Körper. Bestimme alle natürlichen Zahlen n, so dass die Jordan-Normal-
form jedes Endomorphismus eines n-dimensionalenK-Vektorraums durch das cha-
rakteristische Polynom zusammen mit dem Minimalpolynom eindeutig bestimmt
ist.

Lösung : Für jedes n ě 4 betrachte die n ˆ n-Blockdiagonalmatrix

Ax :“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 0 0 ¨ ¨ ¨
0 0 0 0 0 ¨ ¨ ¨
0 0 0 x 0 ¨ ¨ ¨
0 0 0 0 0 ¨ ¨ ¨
0 0 0 0 0 ¨ ¨ ¨
...

...
...

...
...
. . .

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Für jedes x P t0, 1u ist sie in Jordanscher Normalform, und zwar mit 1 ` x Jor-
danblöcken der Form

`

0 1
0 0

˘

sowie n ´ 2 ´ 2x Jordanblöcken der Form p0q. In bei-
den Fällen ist das charakteristische Polynom gleich Xn und das Minimalpolynom
gleich X2, die Jordan-Normalformen sind jedoch nicht äquivalent. Die zu den Ma-
trizen A0 und A1 assoziierten Endomorphismen bilden also Gegenbeispiele zu der
gewünschten Eigenschaft. Die Eigenschaft ist also für jedes n ě 4 verletzt.

Wir zeigen nun, dass für jedes n ď 3 die gewünschte Eigenschaft erfüllt ist. Sei
also f ein beliebiger Endomorphismus eines K-Vektorraums der Dimension n ď 3.
Durch Induktion können wir voraussetzen, dass die Aussage bereits für jeden En-
domorphismus eines K-Vektorraums der Dimension ă n gilt.

Besitzt der Endomorphismus mehrere Haupträume, so entspricht die Hauptraum-
zerlegung der Zerlegung des charakteristischen Polynoms wie des Minimalpoly-
noms in Potenzen verschiedener normierter irreduzibler Faktoren, welche jeweils
das charakteristische Polynom bzw. das Minimalpolynom des von f induzierten
Endomorphismus des Hauptraums sind. Nach Induktionsvoraussetzung ist die Jor-
dannormalform dann in jedem Hauptraum schon durch das charakteristische und
das Minimal-Polynom bestimmt, also ist sie insgesamt durch das charakteristische
und das Minimal-Polynom bestimmt, wie gewünscht.

Wir können also annehmen, dass der Endomorphismus höchstens einen Hauptraum,
sagen wir zum normierten irreduziblen Polynom ppXq P KrXs, besitzt. Das Mini-
malpolynom von f ist dann gleich ppXqr für ein r ě 0.

Ist r “ 0, so muss 0 “ ppfq0 “ idV sein, also V “ 0. In diesem Fall gibt es
überhaupt nur einen Endomorphismus; der ist schon in Jordannormalform und
hängt von nichts mehr ab; also ist die fragliche Bedingung in diesem Fall erfüllt.

Ist r “ 1, so ist die Begleitmatrix von ppXq die einzige Möglichkeit für die Jordan-
blöcke von f . Die Anzahl dieser Blöcke ist dann auch durch n “ dimpV q bestimmt;
die fragliche Bedingung ist somit auch in diesem Fall erfüllt.

Ist r ě 2, so gibt es wegen 3 ě n “ dimpV q ě degpppXqrq “ r ¨ degpppXqq nur die
Möglichkeiten pr, nq P tp2, 2q, p2, 3q, p3, 3qu mit degpppXqq “ 1.
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Im Fall pr, nq “ p2, 2q gibt es genau einen Jordanblock der Grösse 2 ˆ 2 und sonst
keinen, also ist die Jordannormalform eindeutig bestimmt.

Im Fall pr, nq “ p2, 3q gibt es je einen Jordanblock der Grössen 2 ˆ 2 und 1 ˆ 1
und sonst keine, also die Jordannormalform ebenfalls eindeutig bestimmt.

Im Fall pr, nq “ p3, 3q gibt es genau einen Jordanblock der Grösse 3 ˆ 3 und sonst
keinen, also ist die Jordannormalform ebenfalls eindeutig bestimmt.

Fazit: Die natürlichen Zahlen mit der gewünschten Eigenschaft sind, unabhängig
vom Körper K, genau die Zahlen 0, 1, 2, 3.

49. Wir betrachten alle reellen symmetrischen 3ˆ3-Matrizen, welche die Vektoren

v1 :“

¨

˝

´1
0
1

˛

‚ , v2 :“

¨

˝

1
0
1

˛

‚ , v3 :“

¨

˝

1
1
1

˛

‚

als Eigenvektoren besitzen.

(a) Was lässt sich über die Eigenwerte λi zu vi aussagen?

(b) Gib eine Parametrisierung der Menge aller dieser Matrizen.

Lösung : Alle Eigenwerte einer symmetrischen Matrix sind reell, und die Eigen-
räume zu verschiedenen Eigenwerte sind orthogonal. Da v2 und v3 nicht ortho-
gonal zueinander sind, muss daher λ2 “ λ3 sein. Also ist auch v1

3 :“ v3 ´ v2 ein
Eigenvektor zum Eigenwert λ2. Nun sind aber v1, v2, v

1
3 von Null verschieden und

zueinander orthogonal. Durch Reskalieren finden wir daher die Orthonormalbasis

b1 :“
1

?
2

¨

˝

´1
0
1

˛

‚, b2 :“
1

?
2

¨

˝

1
0
1

˛

‚, b3 :“

¨

˝

0
1
0

˛

‚.

Die zugehörige Basiswechselmatrix U :“ pb1, b2, b3q ist dann orthogonal. Dass die
genannten Vektoren Eigenvektoren von A zu den obigen Eigenwerten sind, ist dann
äquivalent zu

U´1AU “ D :“

¨

˝

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ2

˛

‚.

Da U orthogonal ist, impliziert dies umgekehrt die Gleichung A “ UDU´1 “

UDUT . Da D eine Diagonalmatrix ist, ist jede solche Matrix A also schon sym-
metrisch. Somit ist die gesuchte Menge von Matrizen gleich

$

&

%

U

¨

˝

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ2

˛

‚UT

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

λ1, λ2 P R

,

.

-

“

$

&

%

1

2

¨

˝

λ2 ` λ1 0 λ2 ´ λ1
0 2λ2 0

λ2 ´ λ1 0 λ2 ` λ1

˛

‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

λ1, λ2 P R

,

.

-

.
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“

$

&

%

¨

˝

a 0 b
0 a ` b 0
b 0 a

˛

‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a, b P R

,

.

-

.

Schliesslich folgt daraus, dass die Bedingung λ2 “ λ3 die einzige Einschränkung
an die Eigenwerte ist.

*50. Zeige: Für jede nilpotente nˆ n-Matrix N über K ist exppNq ähnlich zu In `N .

Lösung : Falls N ähnlich zu einer Matrix N 1 ist, also S´1NS “ N 1 ist für eine
invertierbare Matrix S, dann gilt:

S´1
pIn ` NqS “ In ` S´1NS “ In ` N 1

S´1 exppNqS “ exppS´1NSq “ exppN 1
q.

Also ist auch In ` N ähnlich zu In ` N 1, und exppNq ähnlich zu exppN 1q. Da
Ähnlichkeit eine Äquivalenzrelation ist, folgt daraus, dass In ` N genau dann
ähnlich zu exppNq ist, wenn In ` N 1 ähnlich zu exppN 1q ist. Es genügt daher die
Aussage für eine Matrix N in Jordanscher Normalform zu zeigen.

Falls die Aussage für jeden Jordanblock zum Eigenwert 0 gilt, so folgt aus der
Zerlegung von N in eine Blockdiagonalmatrix mit Jordanblöcken auf den Diago-
nalen, dass sie auch für N gilt. Es genügt daher die Aussage für einen Jordanblock
beliebiger Grösse n der Form

N “

¨

˚

˚

˚

˝

0 1
. . . . . .

. . . 1
0

˛

‹

‹

‹

‚

zu zeigen.

Dafür können wir nun explizit berechnen:

exppNq ´ In “ N `
N2

2
`
N3

3!
` . . . “

´ δiăj

pj ´ iq!

¯

1ďi,jďn
.

Dies ist eine strikte obere Dreiecksmatrix, für die alle Einträge unmittelbar ober-
halb der Hauptdiagonalen nicht verschwinden. Aus dem Beispiel in §8.6 der Zu-
sammenfassung folgt daraus, dass exppNq ´ In ähnlich zu N ist. Es existiert also
eine invertierbare Matrix S mit S´1pexppNq ´ InqS “ N . Damit ist aber auch
S´1 exppNqS “ In `N und somit exppNq ähnlich zu In `N , wie zu beweisen war.

*51. Sei A eine beliebige n ˆ n-Matrix über K und betrachte den Unterraum

UpAq :“ tB P MatnnpKq : AB “ BAu .
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(a) Finde eine Basis von UpAq für die reelle Matrix

A :“

¨

˝

0 0 4
2 2 ´4
1 0 0

˛

‚

(b) Zeige: n ď dimUpAq ď n2.

(c) In welchen Fällen gilt Gleichheit in (b)?

Lösung : Sei S eine invertierbare n ˆ n-Matrix. Eine n ˆ n-Matrix B kommutiert
mit D :“ S´1AS genau dann, wenn SBS´1 mit A kommutiert. Es gilt also

p:q UpAq “
␣

SBS´1
ˇ

ˇ B P UpDq
(

.

(a) Mit

S :“

¨

˝

2 0 2
0 1 ´2
1 0 ´1

˛

‚

gilt

D :“ S´1AS “

¨

˝

2 0 0
0 2 0
0 0 ´2

˛

‚.

Die Matrix A ist also diagonalisierbar.

Eine Matrix B kommutiert mit der Diagonalmatrix D genau dann, wenn B
die Eigenräume von D invariant lässt, also von der Blockform

B “

ˆ

C 0
0 D

˙

ist mit Blockmatrizen C und D der jeweiligen Grösse 2 ˆ 2 und 1 ˆ 1.

Mit den Elementarmatrizen Ekℓ :“ pδikδjℓq1ďi,jď3 für alle k, ℓ “ 1, 2, 3 erhalten
wir also

UpDq “
@

E11, E12, E21, E22, E33

D

und somit

UpAq “

B

¨

˝

1
2

0 1
0 0 0
1
4

0 1
2

˛

‚,

¨

˝

1 2 ´2
0 0 0
1
2

1 ´1

˛

‚,

¨

˝

0 0 0
1
4

0 1
2

0 0 0

˛

‚,

¨

˝

0 0 0
1
2

1 ´1
0 0 0

˛

‚,

¨

˝

1
2

0 ´1
´1

2
0 1

´1
4

0 1
2

˛

‚

F
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(b) Da UpAq ein Unterraum des Raumes aller n ˆ n-Matrizen ist und dieser
Dimension n2 hat, gilt dimUpAq ď n2. Wir müssen also dimUpAq ě n zeigen.

Wegen p:q ist die Dimension von UpAq invariant unter Ähnlichkeit. Wir
können also annehmen, dass A Jordansche Normalform hat, also von der
Form

A “

¨

˚

˝

J1
. . .

Jk

˛

‹

‚

ist mit Jordanblöcken Ji der Grösse ni für i “ 1, . . . , k. Eine Blockmatrix

B “

¨

˚

˝

B1

. . .

Bk

˛

‹

‚

mit Blöcken Bi der Grösse ni kommutiert mit A genau dann, wenn Bi mit Ji
kommutiert für alle i. Daraus erhalten wir eine Einbettung

UpJ1q ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ UpJkq ãÑ UpAq,

und somit die Ungleichung

dimUpAq ě

k
ÿ

i“1

dimUpJiq.

Die Aussage folgt nun aus der folgenden Behauptung.

Behauptung 1. Für jeden Jordanblock J der Grösse m gilt dimUpJq ě m.

Beweis der Behauptung. Die Matrizen Im, J, . . . , J
m´1 kommutieren mit J .

Falls die Matrizen Im, J, . . . , J
m´1 linear abhängig sind, existieren Elemente

a0, . . . , am´1 P K, die nicht alle verschwinden, mit

a0Im ` a1J ` ¨ ¨ ¨ ` am´1J
m´1

“ 0.

Das Polynom qpXq :“
řm´1

i“0 aiX
i hat also Grad deg qpXq ď m´1 und erfüllt

qpJq “ 0. Nach Definition teilt das Minimalpolynom von J das Polynom
qpXq und muss folglich Grad kleiner als m haben. Das Minimalpolynom eines
Jordanblocks ist aber gleich seinem charakteristischen Polynom, also hat es
Grad m. Dies ist ein Widerspruch.

(c) Es gilt dimUpAq “ n2 genau dann, wenn A mit allen nˆn-Matrizen kommu-
tiert. Dies ist so genau dann, wenn A ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist.
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Es bleibt zu untersuchen, wann dimUpAq “ n ist. Wie in (b) können wir
dabei ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass A Jordansche
Normalform

A “

¨

˚

˝

J1
. . .

Jk

˛

‹

‚

hat mit Jordanblöcken Ji der Grösse ni. Betrachte eine beliebige Blockmatrix
vom selben Typ

B “

¨

˚

˝

B11 . . . B1k
...

. . .
...

Bk1 . . . Bkk

˛

‹

‚

.

Dann gilt AB “ BA genau dann, wenn für alle i und j die Gleichung

p˚q JiBij “ BijJj

gilt. Diese Bedingung betrifft jeden Block Bij separat.

Für einen Diagonalblock Bii ist die Bedingung äquivalent zu Bii P UpJiq.
Deshalb zeigen wir zuerst:

Behauptung 2. Für jeden Jordanblock J der Grösse m gilt dimUpJq “ m.

Beweis: Sei em :“ p0, . . . , 0, 1qT der m-te Standard-Basisvektor. Aus der
Konstruktion des Jordanblocks oder durch direktes Nachprüfen folgt, dass
die Vektoren em, Jem, . . . , J

m´1em eine Basis von Km bilden. Sei nun B eine
Matrix, die mit J kommutiert. Für jedes i gilt dann

LBpJ iemq “ BJ iem “ J iBem .

Da die Vektoren em, . . . , J
m´1em eine Basis von Km bilden, ist die Abbildung

LB und somit auch die Matrix B bereits durch den Vektor Bem eindeutig
bestimmt. Dies bedeutet, dass die lineare Abbildung

UpJq Ñ V, B ÞÑ Bem

injektiv ist. Also gilt dimUpJq ď dimKm “ m. Zusammen mit Behauptung
1 aus (b) folgt daraus dimUpJq “ m.

Behauptung 3. Es gilt dimUpAq “ n genau dann, wenn die Matrixgleichung
p˚q für alle i ‰ j nur die Nullmatrix Bij “ O als Lösung besitzt.

Beweis: Aus Behauptung 2 folgt, dass die Blockdiagonalmatrizen in UpAq

einen Unterraum der Dimension n1` . . .`nk “ n bilden. Also ist dimUpAq “

n genau dann, wenn dieser Unterraum schon gleich UpAq ist, das heisst, wenn
jede Matrix in UpAq bereits eine Blockdiagonalmatrix des obigen Typs ist.
Aufgrund der Bedingung p˚q ist dies äquivalent zur genannten Aussage.
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Behauptung 4. Gehören die Jordanblöcke Ji und Jj zu verschiedenen nor-
mierten irreduziblen Polynomen, so hat die Matrixgleichung p˚q nur die Null-
matrix als Lösung.

Beweis: Als Jordanblöcke haben Ji und Jj charakteristische Polynome der
Form pmi

i bzw. p
mj

j mit normierten irreduziblen Polynomen pi und pj, wel-
che nach Voraussetzung verschieden sind. Nach Cayley-Hamilton gilt dabei
pmi
i pJiq “ O und p

mj

j pJjq “ O.

Wir zeigen zuerst, dass die Matrix p
mj

j pJiq invertierbar ist. Betrachte dafür

den Unterraum U :“ tv P Kni | p
mj

j pJiqv “ 0u. Wie bei der Konstruktion des
Hauptraums ist dieser Unterraum invariant unter Linksmultiplikation mit Ji.
Sei f der davon induzierte Endomorphismus von U . Nach Konstruktion von U
gilt dann p

mj

j pfq “ 0, und wegen pmi
i pJiq “ O gilt auch pmi

i pfq “ 0. Somit ist

das Minimalpolynom von f sowohl ein Teiler von p
mj

j als auch ein Teiler von
pmi
i . Nach Voraussetzung sind diese Polynome aber teilerfremd. Somit ist das
Minimalpolynom von f gleich 1, was nur für den Nullraum U “ t0u möglich
ist. Somit hat die Matrix p

mj

j pJiq vollen Rang und ist daher invertierbar.

Betrachte nun eine Matrix B mit JiB “ BJj. Dann gilt auch Jk
i B “ BJk

j

für alle k ě 0 und somit φpJiqB “ BφpJjq für jedes Polynom φ P KrXs. Für
φ “ p

mj

j erhalten wir

p
mj

j pJiq ¨ B “ B ¨ p
mj

j pJjq “ B ¨ O “ O.

Da p
mj

j pJiq invertierbar ist, folgt daraus B “ O, was zu zeigen war.

Behauptung 5. Gehören verschiedene Jordanblöcke Ji und Jj zu demsel-
ben normierten irreduziblen Polynom, so hat die Matrixgleichung p˚q eine
nichttriviale Lösung.

Beweis: Nach Voraussetzung haben die Jordanblöcke Ji und Jj die charakte-
ristischen Polynome pmi bzw. pmj mit Exponentenmi,mj ě 1 und demselben
normierten irreduziblen Polynomen p. Diese Jordanblöcke sind ihrerseits wie-
der Blockmatrizen der Form

¨

˚

˚

˚

˝

P Ed1

. . . . . .
. . . Ed1

P

˛

‹

‹

‹

‚

,

wobei P die Begleitmatrix des Polynoms p ist und alle nicht dargestellten
Blöcke gleich Null sind. Sei d die Grösse von P . Für die mi ˆmj-Blockmatrix

B :“

¨

˝

Id
˛

‚
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folgt dann durch direkte Rechnung JiB “ BJj.

Fazit. Behauptungen 3 bis 5 implizieren, dass genau dann dimUpAq “ n
ist, wenn es zu jedem normierten irreduziblen Faktor von charApXq genau
einen Jordanblock gibt. Wir wissen bereits, dass für jeden Jordanblock das
Minimalpolynom gleich dem charakteristischen Polynom ist, und dass sich
die Minimalpolynome über die verschiedenen Haupträume aufmultiplizieren.
Also gilt dimUpAq “ n genau dann, wenn das Minimalpolynom von A gleich
dem charakteristischen Polynom von A ist.

52. Sei A eine komplexe n ˆ n-Matrix, deren Eigenwerte alle den Betrag ă 1 haben.
Beweise, dass die Matrix In ´ A invertierbar ist und berechne ihre Inverse.

Lösung : Sei U eine invertierbare Matrix, so dass

J :“ U´1AU “

¨

˚

˝

J1
. . .

Jr

˛

‹

‚

in Jordannormalform ist mit Jordanblöcken Jj :“ λjImj
`Nmj

der Grösse mj ˆmj

mit der üblichen nilpotenten Matrix Nmj
für alle 1 ď j ď r. Wie in Aufgabe 1 der

Serie 15 impliziert die binomische Formel für alle k ě 0 die Gleichung

Jk
j “

mj´1
ÿ

ℓ“0

λk´ℓ
j

ˆ

k

ℓ

˙

N ℓ
mj
.

Für jedes ℓ ě 0 hat dabei die Matrix N ℓ
mj

genau maxtmj ´ ℓ, 0u Einträge 1
und sonst nur Einträge 0. Für die in Abschnitt 9.6 eingeführte Matrixnorm gilt
daher }N ℓ

mj
} ď mj. Sei nun k ě n. Aus der Voraussetzung |λj| ă 1 folgt dann die

Ungleichung |λj|
k´ℓ ď |λj|

k für alle 0 ď ℓ ă mj. Ausserdem gilt
`

k
ℓ

˘

ď kℓ ă kmj .
Insgesamt erhalten wir daraus die Abschätzung

}Jk
j } ď

mj´1
ÿ

ℓ“0

|λj|
k´ℓ

ˆ

k

ℓ

˙

}N ℓ
mj

} ď

mj´1
ÿ

ℓ“0

|λj|
kkmjmj “ |λj|

kkmjm2
j .

Nach Voraussetzung ist c :“ maxt|λ1|, . . . , |λr|u ă 1. Mit der Dreiecksungleichung
für die Norm } } folgt daher

}Jk
} ď

r
ÿ

j“1

}Jk
j } ď

r
ÿ

j“1

|λj|
kkmjm2

j ď ckknn2.

Mit der Submultiplikativität der Matrixnorm folgt daraus

}Ak
} “ }UJkU´1

} ď }U} ¨ }Jk
} ¨ }U´1

} ď }U}ckknn2
}U´1

} “ opc
k
2 q
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für k Ñ 8. Daher ist die Reihe
ř8

k“0A
k absolut konvergent. Die absolute Kon-

vergenz rechtfertigt nun die Rechnung

pIn ´Aq ¨

8
ÿ

k“0

Ak
“

8
ÿ

k“0

pAk
´Ak`1

q
!

“

8
ÿ

k“0

Ak
´

8
ÿ

k“0

Ak`1
“

8
ÿ

k“0

Ak
´

8
ÿ

k“1

Ak
“ In.

Somit ist In ´ A invertierbar mit der Inversen
ř8

k“0A
k.

53. Seien A :“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 4 0 0 0
´1 ´3 0 0 0
0 0 2 1 0
0 0 1 3 1
0 0 ´1 ´2 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

und B :“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

8 6 0 0 0
´12 ´9 0 0 0
0 0 3 0 0
9 6 0 ´8 12
6 4 0 ´4 6

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Bestimme die Jordansche Normalform von A und von B, sowie zugehörige Jordan-
Basen von R5.

Lösung : (A) Wir bestimmen die Jordansche Normalform von A, indem wir die
Jordansche Normalform der einzelnen Blöcke

A1 :“

ˆ

1 4
´1 ´3

˙

, A2 :“

¨

˝

2 1 0
1 3 1

´1 ´2 1

˛

‚

bestimmen.

(A1) Die Matrix A1 hat das characteristische Polynom

charA1pXq “ X2
` 2X ` 1 “ pX ` 1q

2,

also ist ´1 der einzige Eigenwert von A1. Wegen A1 ` I2 “
`

2 4
´1 ´2

˘

‰ 0 hat A1

genau einen Jordanblock zum Eigenwert ´1 der Grösse 2ˆ 2. Sei v1 ein beliebiger
Vektor, der nicht in KernpA1 ` I2q liegt, also zum Beispiel v1 :“ p1, 0qT . Dann
bildet

pA1v1, v1q “
`

p2,´1q
T , p1, 0q

T
˘

eine Jordanbasis von R2 zu A1.

(A2) Das charakteristische Polynom von A2 ist

charA2pAq “ X3
´ 6X2

` 12X ´ 8 “ pX ´ 2q
3,

also ist 2 der einzige Eigenwert. Wir haben

A2 ´ 2I3 “

¨

˝

0 1 0
1 1 1

´1 ´2 ´1

˛

‚, pA2 ´ 2I3q
2

“

¨

˝

1 1 1
0 0 0

´1 ´1 ´1

˛

‚
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und pA´ 2I3q
k “ 0 für alle k ě 3. Die Matrix A2 hat also einen 3ˆ 3-Jordanblock

zum Eigenwert 2. Sei w1 P R3 ∖ KernppA ´ 2I3q
2q beliebig, also zum Beispiel sei

w1 :“ p1, 0, 0qT . Dann ist

`

pA2 ´ I3q
2w1, pA2 ´ I3qw1, w1

˘

“
`

p1, 0,´1q
T , p0, 1,´1q

T , p1, 0, 0q
T
˘

eine Jordanbasis von A2.

Wir schliessen, dass A die Jordansche Normalform

¨

˚

˚

˚

˚

˝

´1 1 0 0 0
0 ´1 0 0 0
0 0 2 1 0
0 0 0 2 1
0 0 0 0 2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

besitzt mit der zugehörigen Jordanbasis

¨

˚

˚

˚

˚

˝

2
´1
0
0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1
0
0
0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
0
1
0

´1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
0
0
1

´1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
0
1
0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

(B) Durch Spaltenentwicklung entlang der dritten Spalte erhalten wir das charak-
teristische Polynom

charBpXq “ det

¨

˚

˚

˚

˚

˝

X ´ 8 ´6 0 0 0
12 X ´ 9 0 0 0
0 0 X ´ 3 0 0

´9 ´6 0 X ` 8 ´12
´6 ´4 0 4 X ´ 6

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“ pX ´ 3q ¨ det

¨

˚

˚

˝

X ´ 8 ´6 0 0
12 X ` 9 0 0
´9 ´6 X ` 8 ´12
´6 ´4 4 X ´ 6

˛

‹

‹

‚

“ pX ´ 3q ¨ det

ˆ

X ´ 8 ´6
12 X ` 9

˙

¨ det

ˆ

X ` 8 ´12
4 X ´ 6

˙

“ pX ´ 3q ¨ pX2
` Xq ¨ pX2

` 2Xq

“ pX ´ 3qpX ` 1qpX ` 2qX2.

Folglich hat B die Eigenwerte ´2, ´1, 0 und 3.

Da die Eigenwerte ´2, ´1 und 3 mit geometrischer Vielfachheit 1 auftreten, haben
die zugehörigen Jordan-Blöcke Grösse 1. Für diese genügt es deshalb, jeweils einen
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Eigenvektor zu bestimmen. Die Eigenräume sind dann

Eig´2pBq “ xp0, 0, 0, 2, 1q
T

y,

Eig´1pBq “ xp2,´3, 0, 0, 0q
T

y,

Eig3pBq “ xp0, 0, 1, 0, 0q
T

y.

Sodann betrachten wir den Eigenwert 0 der Vielfachheit 2. Wir berechnen

B2
“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

´8 ´6 0 0 0
12 9 0 0 0
0 0 9 0 0
0 0 0 16 ´24
0 0 0 8 ´12

˛

‹

‹

‹

‹

‚

und

KernpBq “ span
␣

p0, 0, 0, 3, 2q
T
(

.

HauXpBq “ KernpB2
q “ span

␣

p3,´4, 0, 0, 0q
T , p0, 0, 0, 3, 2q

T
(

.

Sei w P KernpB2q ∖ KernpBq beliebig, zum Beispiel w :“ p3,´4, 0, 0, 0qT . Dann
bildet

pBw,wq “
`

p0, 0, 0, 3, 2q
T , p3,´4, 0, 0, 0q

T
˘

eine Jordanbasis des Hauptraums HauXpBq.

Insgesamt schliessen wir, dass B die Jordansche Normalform

¨

˚

˚

˚

˚

˝

´2 0 0 0 0
0 ´1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 3

˛

‹

‹

‹

‹

‚

mit der zugehörigen Jordanbasis

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
0
0
2
1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˚

˚

˝

2
´3
0
0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
0
0
3
2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˚

˚

˝

3
´4
0
0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
0
1
0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

besitzt.

*54. Seien f und g Endomorphismen eines endlich-dimensionalen Vektorraums V . Zei-
ge, dass die Endomorphismen fg und gf dasselbe charakteristische Polynom ha-
ben.
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Lösung : Wähle eine geordnete Basis pv1, . . . , vrq von Kernpfq und erweitere sie zu
einer geordneten Basis B :“ pv1, . . . , vnq von V . Die Vektoren wi :“ fpviq für alle
r ă i ď n bilden dann eine geordnete Basis von Bildpfq. Erweitere diese zu einer
geordneten Basis B1 :“ pw1, . . . , wnq von V . Die zugehörige Darstellungsmatrix
von f ist dann die folgende Blockmatrix mit s :“ n ´ r:

B1rf sB “

ˆ

O O
O Is

˙

.

Schreibe die Darstellungsmatrix von g bezüglich der vertauschten Basen ebenfalls
in Blockform:

BrgsB1 “

ˆ

A B
C D

˙

.

Die zusammengesetzten Endomorphismen haben dann die Darstellungsmatrizen

Brgf sB “ BrgsB1 ¨B1 rf sB “

ˆ

A B
C D

˙

¨

ˆ

O O
O Is

˙

“

ˆ

O B
O D

˙

.

B1rfgsB “ B1rf sB ¨B rgsB1 “

ˆ

O O
O Is

˙

¨

ˆ

A B
C D

˙

“

ˆ

O O
C D

˙

.

Die charakteristische Polynome dieser Blockdreiecksmatrizen hängen von den Ein-
trägen ausserhalb der Blockdiagonale, also von B bzw. C, nicht ab. Sie sind also
beide gleich dem charakteristischen Polynom der Blockmatrix

ˆ

O O
O D

˙

,

und somit untereinander gleich.

Aliter: Wegen der Funktorialität von Altr und wegen SpurpF ˝Gq “ SpurpG ˝ F q

für alle Endomorphismen F,G eines endlich-dimensionalen Vektorraums gilt

SpurpAltrpf ˝ gqq “ SpurpAltrpfq ˝ Altrpgqq

“ SpurpAltrpgq ˝ Altrpfqq

“ SpurpAltrpg ˝ fqq

für alle r ě 0, also mit n “ dimpV q und Serie 24 Aufgabe 2 somit

charf˝gpXq “

n
ÿ

r“0

p´1q
r SpurpAltrpf ˝ gqqXn´r

“

n
ÿ

r“0

p´1q
r SpurpAltrpg ˝ fqqXn´r

“ charg˝f pXq .
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*55. Sei T : V Ñ V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen unitären Vektor-
raums pV, x , yq, so dass gilt

@v, w P V : xv, wy “ 0 ùñ xT pvq, T pwqy “ 0 .

Zeige, dass eine unitäre Abbildung S : V Ñ V und c P C existieren mit T “ c ¨ S.

Hinweis: Untersuche den Endomorphismus f :“ T ˚ ˝ T .

Lösung : Nach Definition der Adjungierten T ˚ und der Voraussetzung gilt für alle
v, w P V :

xv, wy “ 0 ùñ xfpvq, wy “ xT pvq, T pwqy “ 0.

Also ist fpvq orthogonal zu allen Vektoren, die orthogonal zu v sind. Daher gilt

fpvq P pxvy
K

q
K

“ xvy,

mit anderen Worten fpvq “ λvv für ein λv P C. Für je zwei linear unabhängige
Vektoren v, w P V folgt dann λvv`λww “ fpvq ` fpwq “ fpv`wq “ λv`wpv`wq

und somit λv “ λv`w “ λw. Insgesamt zeigt dies, dass f “ b ¨ idV ist für ein b P C.
Sodann ist f selbstadjungiert nach Konstruktion, und deshalb ist b P R. Wegen

b ¨ xv, vy “ xbv, vy “ xfpvq, vy “ xT pvq, T pvqy ě 0

für alle v folgt zudem b ě 0. Im Fall b “ 0 ist dann xT pvq, T pvqy “ 0 für alle v
und somit T pvq “ 0. Die gewünschte Aussage gilt in diesem Fall mit c :“ 0 und
S :“ idV . Im Fall b ą 0 sei c :“

?
b und S :“ T {

?
b. Wegen S˚S “ T ˚T {b “ f{b “

idV ist dann S unitär und es gilt T “ cS.

*56. Eine reelle homogene Form vom Grad d in n Variablen ist ein Ausdruck der Form

qpxq “
ÿ

i1,...,ině0
ř

ν iν“d

ai1,...,inx
i1
1 ¨ ¨ ¨ xinn

mit x “ px1, . . . , xnq und reellen Koeffizienten ai1,...,in . Die Menge all dieser ist ein
reeller Vektorraum Vd,n. Zeige, dass die Restitutions-Abbildung

Res: Symd
pRn,Rq Ñ Vd,n, φ ÞÑ qφpxq :“ φpx, . . . , xq.

ein Isomorphismus ist.

Hinweis: Untersuche die Polarisations-Abbildung

Pol : Vd,n Ñ Symd
pRn,Rq, qpxq ÞÑ φq

mit

φqpv1, . . . , vdq :“
1

d!

B

Bt1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t1“0

¨ ¨ ¨
B

Btd

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

td“0

qpt1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` tdvdq
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für alle v1, . . . , vd P Rn und für reelle Variablen t1, . . . , td.

Lösung : Für jede symmetrische Form φ P Symd
pRn,Rq und für alle v1, . . . , vd P Rn

gilt

P pRespφqqpv1, . . . , vdq

“
1

d!

B

Bt1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t1“0

¨ ¨ ¨
B

Btd

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

td“0

Respφqpt1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` tdvdq

“
1

d!

B

Bt1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t1“0

¨ ¨ ¨
B

Btd

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

td“0

φ
´

n
ÿ

i“1

tivi , . . . ,
n
ÿ

i“1

tivi

¯

“
1

d!

B

Bt1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t1“0

¨ ¨ ¨
B

Btd

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

td“0

d
ÿ

i1,...,id“1

ti1 ¨ ¨ ¨ tidφpvi1 , . . . , vidq.

Falls in der Summe verschiedene Indizes ij und ij1 existieren mit k :“ ij “ ij1 ,
dann hat die Variable tk im zugehörigen Term einen Exponenten ě 2 und folg-
lich verschwindet der Term durch die Ableitungsoperatoren. Es genügt daher nur
paarweise verschiedene Indizes i1, . . . , id zu betrachten. Wegen 1 ď ij ď d für alle
j stehen diese in bijektiver Korrespondenz zu den Permutationen Sd der Grösse d.
Der obige Ausdruck ist daher gleich

1

d!

B

Bt1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t1“0

¨ ¨ ¨
B

Btd

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

td“0

ÿ

σPSd

t1 ¨ ¨ ¨ tdφpvσp1q, . . . , vσpdqq “
1

d!

ÿ

σPSd

φpvσp1q, . . . , vσpdqq,

also wegen der Symmetrieeigenschaft von φ und wegen |Sd| “ d! gleich

1

d!

ÿ

σPSd

φpv1, . . . , vdq “ φpv1, . . . , vdq .

Also gilt P ˝ Res “ idSymdpRn,Rq.

Für alle reellen homogenen Formen q vom Grad d und für alle v P Rn gilt

RespP pqqqpvq “ P pqqpv, . . . , vq

“
1

d!

B

Bt1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t1“0

¨ ¨ ¨
B

Btd

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

td“0

qpt1v ` ¨ ¨ ¨ ` tdvq

“
1

d!

B

Bt1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t1“0

¨ ¨ ¨
B

Btd

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

td“0

qppt1 ` ¨ ¨ ¨ ` tdqvq

“
1

d!

B

Bt1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t1“0

¨ ¨ ¨
B

Btd

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

td“0

pt1 ` ¨ ¨ ¨ ` tdq
dqpvq.

Aus der Kettenregel folgt

B

Bt1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t1“0

¨ ¨ ¨
B

Btd

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

td“0

pt1 ` ¨ ¨ ¨ ` tdq
d

“ d!
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und somit
RespP pqqqpv, . . . , vq “ qpvq.

Als gilt auch Res ˝ P “ idVd
. Die Abbildung P ist also ein Isomorphismus.

Bemerkung: Die Polarisations-Abbildung kann alternativ auch durch die folgende
Formel definiert werden:

φqpv1, . . . , vdq :“
1

d!
¨

ÿ

IĂt1,...,du

p´1q
d´|I|

¨ φ
`
ř

iPI vi
˘

.

57. Betrachte zwei K-Vektorräume V , W sowie einen Unterraum V 1 Ă V .

(a) Konstruiere einen natürlichen injektiven Homomorphismus

V 1
bK W ãÑ V bK W.

Identifiziere V 1 bK W mit seinem Bild.

(b) Konstruiere einen natürlichen Isomorphismus

pV bK W q{pV 1
bK W q – pV {V 1

q bK W.

Lösung : Nach Definition von V bK W ist die Abbildung V ˆ W Ñ V bK W ,
pv, wq ÞÑ v b w bilinear. Somit ist auch ihre Einschränkung V 1 ˆ W Ñ V bK W
bilinear. Nach der universellen Eigenschaft von V 1 bK W existiert also eine ein-
deutige lineare Abbildung i, für die das folgende Diagramm kommutiert:

pv, wq
_

��

V 1 ˆ W � � //

��

V ˆ W

��

pv, wq
_

��
v b1 w V 1 bK W

i // V bK W v b w

Dabei bezeichnen wir das Bild eines Paars pv, wq P V 1 ˆW in V 1 bKW mit vb1w,
zur Unterscheidung von seinem Bild v b w in V bK W .

Die Abbildung i ist natürlich, das heisst, sie hängt von keiner Wahl ab. Nun
wählen wir aber eine Basis B1 von V 1 und erweitern sie zu einer Basis B von V .
Ausserdem wählen wir eine Basis C vonW . Dann bilden die Elemente bbc für alle
pb, cq P B ˆC eine Basis von V bK W . Andererseits bilden die Elemente bb1 c für
alle pb, cq P B1 ˆC eine Basis von V 1 bKW . Für diese gilt aber nach Konstruktion
ipbb1 cq “ bb c; somit bildet i eine Basis von V 1 bKW bijektiv auf eine Teilmenge
einer Basis von V bK W ab. Daher ist i injektiv, und (a) ist gezeigt.

Aliter: Die Inklusionsabbildung ι : V 1 ãÑ V , v1 ÞÑ v ist linear. Nach der Funk-
torialität des Tensorprodukts haben wir daher eine eindeutige lineare Abbildung
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i :“ ιb idW : V 1 bK W Ñ V bK W mit ipvb1 wq “ vbw für alle pv, wq P V 1 ˆW .
Fahre weiter wie oben.

(b) Die kanonische Abbildung π : V ↠ V {V 1, v ÞÑ v ` V 1 ist linear. Nach der
Funktorialität des Tensorprodukts haben wir daher eine eindeutige lineare Abbil-
dung ρ :“ π b idW : V bK W Ñ pV {V 1q bK W mit ρpv b wq “ pv ` V 1q b w für
alle pv, wq P V ˆ W .

Wähle Basen B1, B, C wie oben. Dann bilden die Elemente πpbq “ b` V 1 für alle
b P B2 :“ B ∖B1 eine Basis von V {V 1. Somit bilden die Elemente pb` V 1q b c für
alle pb, cq P B2 ˆ C eine Basis von pV {V 1q bK W . Der Klarheit wegen betrachte
die Teilmengen

B̃ :“ tb b c | pb, cq P B ˆ Cu,

B̃1 :“ tb b c | pb, cq P B1
ˆ Cu,

B̃2 :“ tb b c | pb, cq P B2
ˆ Cu

von V bKW . Dann ist B̃ eine Basis von V bKW und B̃1 eine Basis des Unterraums
V 1 bK W , und es gilt B̃ “ B̃1 \ B̃2. Nach Konstruktion gilt für alle pb, cq P B ˆC

ρpb b cq “

#

pb ` V 1q b c falls b P B2,

0 falls b P B1, da dann πpbq “ 0 ist.

Also bildet ρ die Basis B̃1 von V 1 bK W auf 0, aber die Basis B̃2 eines Komple-
ments bijektiv auf eine Basis von pV {V 1q bK W ab. Deshalb ist ρ surjektiv mit
Kern V 1 bK W . Nach Serie 11 Aufgabe 1d induziert ρ somit den gewünschten
Isomorphismus.

Da schliesslich ρ von keiner Wahl abhängt, sind ρ und der so gefundene Isomor-
phismus natürlich.

*58. Seien V ein endlichdimensionaler Vektorraum und p eine natürliche Zahl. Ein
Element von

Źp V der Form v1 ^ . . . ^ vp für Vektoren v1, . . . , vp P V heisst rein.
Betrachte ein beliebiges nicht-verschwindendes Element α P

Źp V . Zeige: Der Kern
der Abbildung

fα : V Ñ
ľp`1

V, v ÞÑ v ^ α

hat Dimension ď p, und es gilt Gleichheit genau dann, wenn α rein ist.

Lösung : Wähle eine Basis pe1, . . . , ekq von Kernpfαq und erweitere sie zu einer Basis
pe1, . . . , enq von V . Dann bilden die Elemente ei1 ^ . . . ^ eip für alle Indices 1 ď

i1 ă . . . ă ip ď n eine Basis von ΛpV . Folglich existieren eindeutige Koeffizienten
αi1,...,ip P R mit

α “
ÿ

1ďi1ă...ăipďn

αi1...ip ei1 ^ . . . ^ eip .
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Für jedes j P t1, . . . , ku gilt dann nach Konstruktion

0 “ ej ^ α “
ÿ

1ďi1ă...ăipďn

αi1...ip ej ^ ei1 ^ . . . ^ eip .

Hier ist nun aber ej ^ ei1 ^ . . . ^ eip “ 0 im Fall j P ti1, . . . , ipu, und andernfalls

ist es gleich ˘ eines der entsprechenden Basiselemente von
Źp`1 V . Da letztere

linear unabhängig sind, folgt daraus

αi1...ip “ 0 für alle 1 ď i1 ă . . . ă ip ď n mit j R ti1, . . . , ipu.

Kontrapositiv gesagt bedeutet dies

j P ti1, . . . , ipu für alle 1 ď i1 ă . . . ă ip ď n mit αi1...ip ‰ 0.

Da j P t1, . . . , ku beliebig war, gilt also

p˚q t1, . . . , ku Ă ti1, . . . , ipu für alle 1 ď i1 ă . . . ă ip ď n mit αi1...ip ‰ 0.

Wegen α ‰ 0 gibt es mindestens ein solches αi1...ip ‰ 0, und für dieses folgt
dimKernpfαq “ k ď p, die erste zu beweisende Aussage.

Andererseits impliziert p˚q, dass

α “ e1 ^ . . . ^ ek ^ η

ist für ein η P Λp´kV ∖ t0u. Im Fall dimKernpfαq “ k “ p ist dann η P Λ0V “ K
ein Skalar, also α “ pηv1q ^ . . . ^ vp rein.

Sei schliesslich umgekehrt α “ v1 ^ . . . ^ vp P ΛpV ein nicht-verschwindendes
reines Element. Nach Serie 26, Aufgabe 2c sind die Vektoren v1, . . . , vp dann linear
unabhängig. Nach Serie 26, Aufgabe 4 ist weiter Kernpfαq “ xv1, . . . , vpy, also gilt
dimKernpfαq “ p, was zu zeigen war.

59. Betrachte eine 4ˆ2-MatrixM “ pmijq1ďiď4, 1ďjď2 und bezeichne ihre 2ˆ2-Minoren
mit Mij :“ det

`

mi1 mi2

mj1 mj2

˘

für alle 1 ď i ă j ď 4.

Existiert eine reelle 4 ˆ 2-Matrix M mit pM12,M13,M14,M23,M24,M34q gleich

(a) p2, 3, 4, 5, 6, 7q ?

(b) p3, 4, 5, 6, 7, 8q ?

(c) p1, 5, 3, 3, 2, 1q ?

(Hinweis: Rechne in Λ2R4!)

Lösung : Sei pe1, e2, e3, e4q die Standardbasis von R4.

64



Ist M “ pv1 v2q mit v1, v2 P R4 eine 4 ˆ 2-Matrix mit den 2 ˆ 2-Minoren Mij für
alle 1 ď i ă j ď 4, so folgt aus direktem Nachrechnen

v1 ^ v2 “
ÿ

1ďiăjď4

Mijei ^ ej .

Umgekehrt ist jedes reine äussere Produkt α P Λ2R4 von dieser Form. Wir müssen
also prüfen ob die Elemente

(a) α1 :“ 2e1 ^ e2 ` 3e1 ^ e3 ` 4e1 ^ e4 ` 5e2 ^ e3 ` 6e2 ^ e4 ` 7e3 ^ e4

(b) α2 :“ 3e1 ^ e2 ` 4e1 ^ e3 ` 5e1 ^ e4 ` 6e2 ^ e3 ` 7e2 ^ e4 ` 8e3 ^ e4

(c) α3 :“ 1e1 ^ e2 ` 5e1 ^ e3 ` 3e1 ^ e4 ` 3e2 ^ e3 ` 2e2 ^ e4 ` 1e3 ^ e4

rein sind. Eine direkte Rechnung zeigt, dass α P Λ2R4 rein genau dann ist, wenn
α2 “ 0. Wir rechnen

α1 ^ α1 “ 2 ¨

´

2 ¨ 7 ¨ pe1 ^ e2q ^ pe3 ^ e4q ` 3 ¨ 6 ¨ pe1 ^ e3q ^ pe2 ^ e4q

` 4 ¨ 5 ¨ pe1 ^ e4q ^ pe2 ^ e3q
¯

“ 2 ¨
`

2 ¨ 7 ´ 3 ¨ 6 ` 4 ¨ 5
˘

e1 ^ e2 ^ e3 ^ e4

“ 32 ¨ e1 ^ e2 ^ e3 ^ e4 ‰ 0

α2 ^ α2 “ 2 ¨
`

3 ¨ 8 ´ 4 ¨ 7 ` 5 ¨ 6
˘

e1 ^ e2 ^ e3 ^ e4

“ 52 ¨ e1 ^ e2 ^ e3 ^ e4 ‰ 0

α3 ^ α3 “ 2 ¨ p1 ´ 10 ` 9q ¨ e1 ^ e2 ^ e3 ^ e4 “ 0 .

Also existiert eine 4 ˆ 2-Matrix mit den angegebenen Minoren im Fall (c), aber
nicht in den Fällen (a) und (b).

60. Zeige: Für je zwei K-Vektorräume V und W und für jedes k ě 0 gibt es einen
natürlichen Isomorphismus

ð

i`j“k

´

ľi
V b

ľj
W

¯

–
ľk

pV ‘ W q .

Lösung : Seien ιV : V Ñ V ‘ W, v ÞÑ pv, 0q und ιW : W Ñ V ‘ W, w ÞÑ p0, wq die
natürlichen Inklusionen. Für jedes i ` j “ k betrachte die Abbildung

φij : V
i

ˆ W j pιˆi
V ,ιˆj

W q
ÝÝÝÝÝÑ

`

V ‘ W q
k κ

ÝÝÑ
ľk

pV ‘ W q,

wobei κ die universelle alternierende Abbildung bezeichnet. Da κ alternierend ist,
gilt für alle v1, . . . , vi P V und w1, . . . , wj P W

φijpv1, . . . , vi, w1, . . . , wjq “ sgnpσqφijpvσp1q, . . . , vσpiq, w1, . . . , wjq

“ sgnpτqφijpv1, . . . , vi, wτp1q, . . . , wτpjq,
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für alle σ P Si und τ P Sj. Durch Anwenden der universellen Eigenschaft von
p^iV, κV q und p^jW,κW q erhalten wir eine Abbildung

ψij :
ľi

V ˆ
ľj

W Ñ
ľk

pV ‘ W q

mit φij “ ψij ˝pκV , κW q. Aus der Multilinearität von φij folgt durch direktes Nach-
prüfen, dass ψij bilinear ist. Mit der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes
p^iV b ^jW, t q erhält man somit eine Abbildung

ηij :
ľi

V b
ľj

W Ñ
ľk

pV ‘ W q

mit ψij “ ηij ˝ t. Betrachte die induzierte Abbildung

E “
ð

i`j“k

ηij :
ð

i`j“k

´

ľi
V b

ľj
W

¯

Ñ
ľk

pV ‘ W q .

Wir zeigen die Abbildung E ist ein Isomorphismus.

Sei B eine geordnete Basis von V und sei B1 eine geordnete Basis von W . Dann
ist für jedes i

b1 ^ . . . ^ bi für alle bℓ P B mit b1 ă . . . ă bi eine Basis von
ľi

V,

und für jedes j

b1
1 ^ . . . ^ b1

j für alle b1
ℓ P B1 mit b1

1 ă . . . ă b1
j eine Basis von

ľj
W .

Somit ist

pb1 ^ . . . ^ biq b pb1
1 ^ . . . ^ b1

jq

für alle bℓ P B mit b1 ă . . . ă bi und für alle b1
ℓ P B1 mit b1

1 ă . . . ă b1
j

eine Basis von
Źi V b

Źj W . Wenn inclij : ^iV b^jW Ñ ‘i1`j1“k

`

^i1

V b ^j1

W
˘

die natürliche Inklusion bezeichnet, ist also

inclij

´

pb1 ^ . . . ^ biq b pb1
1 ^ . . . ^ b1

jq

¯

für alle i ` j “ k,

für alle bℓ P B mit b1 ă . . . ă bi, für alle b
1
ℓ P B1 mit b1

1 ă . . . ă b1
j

eine Basis von
Ð

i`j“k

´

Źi V b
Źj W

¯

.

Andererseits ist
B2 :“

␣

pb, 0q
ˇ

ˇ b P B
(

Y
␣

p0, b1
q
ˇ

ˇ b1
P B1

(
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zusammen mit der Ordnung

pb1, 0q ă pb2, 0q ô b1 ă b2 für alle b1, b2 P B

pb, 0q ă p0, b1
q für alle b P B, b1

P B1

p0, b1
1q ă p0, b1

2q ô b1
1 ă b1

2 für alle b1
1, b

1
2 P B1

eine geordnete Basis von V ‘ W , also

pb1, 0q ^ . . . ^ pbi, 0q ^ p0, b1
1q ^ . . . ^ p0, b1

jq für alle i ` j “ k,

für alle bℓ P B mit b1 ă . . . ă bi, für alle b
1
ℓ P B1 mit b1

1 ă . . . ă b1
j

eine Basis von
Źk

pV ‘ W q. Wir zeigen, dass E die eine gewählte Basis bijektiv
auf die andere abbildet:

Für alle i ` j “ k und für alle b1, . . . , bi P B mit b1 ă ¨ ¨ ¨ ă bi und für alle
b1
1, . . . , bj P B1 mit b1

1 ă . . . ă b1
j gilt

E
`

inclij
`

pb1 ^ . . . ^ biq b pb1
1 ^ . . . ^ b1

jq
˘˘

“ ηij
`

pb1 ^ . . . ^ biq b pb1
1 ^ . . . ^ b1

jq
˘

“ ηij ˝ t
`

b1 ^ . . . ^ bi , b
1
1 ^ . . . ^ b1

j

˘

“ ψij

`

b1 ^ . . . ^ bi , b
1
1 ^ . . . ^ b1

j

˘

“ ψij ˝ pκV , κW qpb1, . . . , bi, b
1
1, . . . , b

1
j

˘

“ φij

`

b1, . . . , bi, b
1
1, . . . , b

1
j

˘

“ κ
`

pb1, 0q, . . . , pbi, 0q, p0, b1
1q, . . . , p0, b1

jq
˘

“ pb1, 0q ^ . . . ^ pbi, 0q ^ p0, b1
1q ^ . . . ^ p0, b1

jq .

Also bildet E die Basis von ‘i`j“k p^iV b ^jW q bijektiv auf die Basis von ^kpV ‘

W q ab, ist also ein Isomorphismus.
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