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1. EINFUEHRUNG

1.1. Motivation: Fibonacci Folgen. In diesem Kapitel moechte ich Thnen eine sehr schoene Anwen-
dung der linearen Algebra zeigen, als Motivation fuer die Stukturen, die wie in diesem Kurs untersuchen

werden. m m Machen Sie sich keine Sorgen, wenn Sie in diesem Kapitel

nicht alles verstehen; alle diese Strukturen werden wir in den naechsten Monaten genau
untersuchen und dabei immer wieder auf dieses Beispiel zurueckkommen.

Definition 1.1.1. Die Fibonacci Folge (an)n>0 s definiert durch dir Rekursion

ap = 07 ay = ]-7
Gp = Gp—1 + Gpn_o forn>2
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Beachte 1.1.2. Die ersten Elemente der Folge sind
0,1,1,2,3,5,8,13,...
Frage: Koennen wir a,, bestimmen, ohne vorher alle Elemente bis a,_; zu bestimmen?

Definition 1.1.3. Seien a,b € R. Definiere die Folge F,; mittels der Rekursion
ay=a, a =2»b,
Gp = Gp_1+ Gpn_o forn>2

FEine Folge A ist eine Fibonacci Folge wenn A = Fup fir a,b,€ R. Es sei V die Menge aller solcher
Folgen, d.h.
V ={Fup : a,b R}

Beispiel 1.1.4. (1) Die Folge aus Definition ist gleich der Folge Fo 1.
(2) Fuer a = —2 und b = 2 erhalten wir die Folge
Fion=(-2,2,0,2,2,4,6,10,...)

(3) Fuer a = —1 und b = % erhalten wir

11 11 3 5
=(-1,2,-2,0,—=,—2,-1,-2, -2 —4, ...
% ( 727 27 b 27 27 b) 27 27 b )

Definition 1.1.5. Es seien F = (an)n>0, G = (bn)n>0 € V und o € R.
(1) Wir definieren die Summe von F und G als die Folge
F+G = (an+bn)n>o-
(2) Wir definieren das Skalarprodukt von F und « als die Folge
a-F = (a-an)n>0-
Satz 1.1.6.

(1) Es seien F,G € V. Dann gilt F+G € V.
(2) Essei F€V und « € R. Dann gilt - F € V.

Wir sagen: V hat die Struktur eines Vektorraums iiber R.

Proof. (1) Wir schreiben F = (an)n>0 und G = (by,)n>0, und es sei ¢, = a,, + b,. Wir muessen zeigen,
dass
Cp = Cp—1 + Cp—2
fuer all n > 2. Aber
Cp, = Gy + by,

=ap-1+an-—2+bp-1+bp_2

= (an—1+bn-1) + (@n_2 +bp_2)

= Cp—1+ Cn—2.

(2) kann durch &hnliche Argumentation bewiesen werden. O
Beachte 1.1.7. Der Beweis von Satz[I.1.0] zeigt, dass folgendes gilt:
Fap+ Fod = Fatebtd
o Fop = Faa,ab-

Ubung 1.1.8.  Zeigen Sie, dass die Menge {Fuq.op : a € R} C V unter der Annahme (a,b) # (0,0)
unendlich viele Elemente enthaelt, aber trotzdem nicht gleich V ist.

Satz 1.1.9. Sei F € V. Dann gibt es a,b € R so dass
(1) F=a-Fio+b-Foi.
Wir sagen: die Gleichung schreibt F als eine Linearkombination der Folgen Fy 1 und Fyq .
Proof. Aufgrund der Definition von V gilt F = F,; fiir a,b € R. Weiterhin gilt
Fap =aFi1o+bFoq.



I"Jbung 1.1.10. Sei F € V. Dann gibt es Elemente c,d € R so dass
F=c-Fip+d-Fi,a1.

Wir wollen nun die Symmetrien des Raumes V' betrachten. Unter einer Symmetrie verstehen wir
einen Abbildung T': V — V, die die Struktur von V respektiert.

Definition 1.1.11. Eine Abbildung T : V — V st eine Symmetrie von V', wenn fir alle F,G € V und
a € R gilt, dass
T(F+G)=T(F)+T(9) und  T(a-F)=a- -T(F).

Wir sagen: T ist eine lineare Abbildung.

Beispiele 1.1.12.
(1) Die Identitéts-Abbildung

id: V-V,
F = F.
(2) Fiir o € R, definiere
To: V=V,
Fr=a-F.

Ubung 1.1.13. Sei G € V, und definiere die Abbildung
Mg :V =V,
Fr=F+G.
Zeigen Sie, dass Mg nur dann eine Symmetrie von V ist, wenn G = Fo .

Lemma 1.1.14. Sei F = (ag,a1,...) € V. Dann ist die Folge (a1,as,...) ebenfalls in V.

Proof. For n > 0 sei b, = ay41; wir muessen zeigen, dass die Folge (b,,)n>0 ein Element von V ist. Fur
n > 2 gilt

bn = Ap+4+1 = An +an—1,
da (an)n>0 € V. Aber ap + ap—1 = byp—1 + byp_2, d.h.

bp = bp_1 + bp_2.

O
Satz 1.1.15. Definiere die Verschiebungs—AbbildungH
S: V=YV,
(ag,a1,...) > (a1,ag,...).
Dann ist S eine Symmetrie von V.
Proof. Explizite Rechnung zeigt, dass S die Bedingungen von Definition [1.1.11] erfuellt. O

Beispiel 1.1.16. Es gilt
S(F_22)=(2,0,2,2,4,6,10,...)

= .7:0’2.
Definition 1.1.17. Set T : V — V eine Symmetrie. Fine Folge F € V , F # Fy o ist eine Eigenfolge
wenn es ein Element a € R ¢ibt so dass

T(F)=a«a-F.
In diesem Fall heisst a der Eigenwert der Folge F.
Beispiele 1.1.18.

(1) Alle F € V, F # Fo sind Eigenfolgen der Identitétsabbildung mit Eigenwert 1.
(2) Alle F € V, F # Fo sind Eigenfolgen der Abbildung T, mit Eigenwert c.

IEs ist klar, dass S(G) € V ist fuer jede Fibonacci Folge G € V.
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Theorem 1.1.19. FEs seinen ¢ = 1+2‘/5 und p = 1*2‘/5. Dann sind F1,, und Fiy Figenfolgen der
Abbildung S, mit jeweiligen Figenwerten ¢ und 1. Mit anderen Worten, es gilt

(2) ]:1,90:(1?50780259037"'),
(3) ‘/_'.1,1/) = (17w7w237/}37' . )

Weiterhin gilt: wenn A eine Eigenfolge von S ist, dann gibt es ein Element § € R, § # 0 so dass
entweder A= - F1,, oder A= f3-Fi .

Proof. Nimm an, dass A = (ag, a1, ...) eine Eigenfolge von S ist, mit Eigenwert «. Dann gilt
(a1,a9,a3...) = (a-ag,a-a,a-as,...),
d.h. a, = a-a,_; fur alle n > 1. Mit anderen Worten, A ist eine geometrische Folge:
A = (ag, apa, aga?, . . .).

Da A ?é .7:070, gilt ap 7é 0.
Nun ist A ein Element von V, d.h. a,, = an_1 + a,_o fiur alle n > 2. Insbesondere gilt

az = aj + agp = a0a2 = apx + ag
= o —a—-1=0.
Die Losungen dieser quadratischen Gleichung sind ¢ und v, d.h entweder A = ag - (1,9, ?,...) oder
A=aq-(1,9,%%...). (]

I"Jbung 1.1.20. Zeigen Sie, dass
(4) ﬁ “Flp + ﬁ ~Fip =Fo,1-
Korollar 1.1.21. Sei Fo1 = (ao,a1,...). Dann gilt
(=2) - (=5)
2 2
NG

ap =

Wir nennen dies eine geschlossene Form der Folge.

Proof. Der nte Eintrag der Folge Fi , (bzw. der Folge Fi 4)) ist laut (bzw. (3)) gegeben durch "
(bzw. durch ¢?). Es folgt daher von (4)), dass
Ay = L + v .
p=v -9

Indem wir die Werte von ¢ und 1 einsetzen, erhalten wir die Formel. O

Wir sehen also, dass wir die Betrachung des reellen Vektorraums V' und seiner Symmetries einige
sehr interessante (und konkrete) Saetze ueber Fibonacci-Folgen beweisen koennen. Wir werden diesem
Phaenomen in diesem Kurs haeufig begegnen: durch sehr abstrakte Argumente erhalten wir informatio-
nen ueber sehr konkrete mathematische Objekte. Andererseits sind die abstrakten Strukturen oft von
sehr konkreten Objekten inspiriert: der Informationsfluss zwischen konkreten und abstrakten Strukturen
geht also in beide Richtungen.



1.2. Mengenlehre.

Definition 1.2.1. FEine Menge ist eine Sammlung von Objekten. Die Objekte heissen die Elemente
dieser Menge. Wenn x ein Element von M ist, schreiben wir x € M. Wenn y kein Element von M ist,
schreiben wir y & M.

Beispiele 1.2.2.
(1) Z={0,1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,5,... } ist die Menge der ganzen Zahlen.
(2) M ={1,13,-27} = {—27,1,13} ist eine Menge mit drei Elementen.
(3) N = {Mathematikstudenten mit langen Haaren} ist eine Menge.
(4) P={1,1,1} = {1} ist eine Menge mit einem Element.
(5) Die leere Menge ist die Menge, die keine Elemente enthaelt: ) = { }.
Beachte 1.2.3.

(1) FEs spielt keine Rolle, in welcher Reihenfolge wie die Elemente einer Menge aufzaehlenﬂ

(2) Wiederholungen von Elementen in einer Menge werden ignoriert: jedes Element kommt nur
einmal vor.

(3) Auch Mengen selber koennen Elemente von Mengen sein.

(4) Eine Menge muss nicht unbedingt Elemente der gleichen Art enthalten: auch

M = {0,1, Ehringer Kuehe}
ist eine Menge.

Beispiel 1.2.4.
(1) M = {{1,2}, {2,3}, {—1,0}} ist die Menge, die als Objekte die Mengen {1,2}, {2,3}, {-1,0}
enthaelt.
(2) N = {0} ist die Menge, die als einziges Element die leere Menge enthaelt.

Manchmal koennen wir die Elemente einer Menge mit Hilfe einer Eigenschaft angeben:
ecture

Definition 1.2.5. M = {z : A(x)} (manchmal auch geschrieben {x| A(x)}) ist die Menge aller x mit
einer bestimmen Figenschaft.

Beispiel 1.2.6. M ={z: x € Z und z? <9} ist die Menge M = {0, +1,+2, £3}.

Definition 1.2.7. Es seien P und QQ Mengen.

(1) P ist eine Unter- oder Teilmenge von Q, geschrieben P C Q, wenn fuer alle x € P gilt: x € Q.
(2) P ist eine strikte Unter- oder Teilmenge von Q, geschrieben P C Q, wenn P C Q und P # Q.
(8) Wir schreiben P € Q, wenn P keine Teilmenge von @Q ist.

Beispiel 1.2.8. (1) Es sei P die Menge aller Primzahlen. Dann gilt P C Z.
(2) Es sei Q4 die Menge aller positiven rationalen Zahlen. Dann gilt Z Z Q..
(3) Die leere Menge ist eine Teilmenge von jeder Menge.
(4) Es sei M = {1, {1,2}}. Die Teilmengen von M sind

0, {1}, {{1,2}}, M.

Ubung 1.2.9. Finden Sie alle Teilmengen folgender Mengen: M, = {1}, My ={1,2}, M3 ={1,2,3}.
Faellt Ihnen etwas auf?

Wenn wir mehrere Mengen haben, dann koennen wir aus ihnen neue Mengen konstruieren:

Definition 1.2.10. Es seien P,Q Mengen. Wir definieren
(1) die Schnittmenge PNQ = {z|x € P und x € Q};
(2) die Vereinigungsmenge PUQ{z|x € P oder =z € Q};
(3) PohneQ: P—Q={z|lzeP und z¢Q}.
Wenn Q eine Teilmenge von P ist, dann nennen wir P one @ das Komplement von @ (in P), geschrieben
Q°.
Beispiel 1.2.11. (1) Es sei P die Menge aller Primzahlen und @ die Menge aller Quadratzahlen.
Dann gilt PN Q = 0.

2Wenn die Reihenfolge doch eine Rolle spielen soll, dann betrachten wir geordnete Mengen.
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(2) Es sei M die Menge aller Professoren an der ETH und N die Teilmenge aller Professoren ohne
Haare. Dann ist N¢ = M — N die Menge aller Professoren an der ETH mit mindestens einem
Haar.

(3) Fuer jede Menge M gilt M — 0 = M.

Wir koennen auch Schnitt- und Vereinigungsmengen von (moeglicherweise unendlichen) Familien (d.h
Mengen) von Mengen bilden:

Definition 1.2.12. Es sei A eine Familie von Mengen, A # 0. Dann ist

U A={x: es gibt A€ A so dass x € A};
A€A

ﬂ A={x:x € A fuer alle A € A}.
AcA

Beispiel 1.2.13. Fuer n € N sei
Ap, ={x €Z: x>0 und z ist das Produkt von genau n Primfaktoren}.
Dann gilt

UA" =7Z—{1} und ﬂAn = 0.

Definition 1.2.14. Es seien X,Y zwei Mengen. Das Cartesische Produkt von X und Y ist die Menge
aller geordneten Paar (z,y) mitz € X undy € Y:

XxY={(z,y): z€eX,yeY}.
Beispiel 1.2.15. (1) Essei X ={-1,0,1} und Y = {3,5}. Dann ist
X xY ={(-1,3),(0,3),(1,3),(-1,5),(0,5),(1,5)}.
(2) Essei X =[0,2] und Y = (1,2]. Dann ist
X xY ={(z,y): v €10,2], y € (1,2]}.
Definition 1.2.16. Es sei X eine Menge. Das n-fache Cartesische Produkt von X ist die Menge
X" ={(x1,...,xn): x1,...,2, € X}.



1.3. Funktionen.

Definition 1.3.1. Es seien X,Y Mengen. Eine Funktion (oder Abbildung) f : X — 'Y ist eine Relation,
die jedem Element x € X genau ein Element f(x) € Y zuordnet; wir schreibmﬂ x> f(x). Wir nennen
X die Definitionsmenge und Y die Zielmenge der Funktion.

Beispiel 1.3.2. (1) f:Z — Z, n v+ n? ist eine Funktion.
1 >0
(2) g:Z — {1}, x — { et ist keine Funktion
-1 wenn r <
wenn x > 0

1
(3) g:Z— {£1}, 2 — ist eine Funktion.
-1 wenn xr < 0

(4) idx : X = X, x — z ist die Identitaetsfunktion von X.
(5) Essei Y C X. Die charakteristische Funktion von Y ist die Funktion

chary : X — {0,1},

1 wenn r € Y
T —
0 wenn x € Y

(6) Addition (bzw. Multiplikation) ist eine Funktion R x R — R.

Bemerkung 1.3.3. Zwei Funktionen f : X — Y und g : ' — Y’ sind genau dann gleich, wenn X = X/,
Y =Y’ und f(z) = g(x) fuer alle z € X.

Definition 1.3.4. Es sei f : X — Y eine Funktion und A C X. Die Beschraenkung von f auf A ist
die Funktion
fla: A=Y, flalx)=f(x) fuerze A

Definition 1.3.5. Es sei f : X — Y eine Funktion.
(1) f ist injektiv wenn fuer alle 1,29 € X mit 1 # xo gilt f(x1) # f(z2).
(2) f ist surjektiv wenn fuer alle y € Y es mindestens ein x € X gibt, so dass f(x) = y.
(8) [ ist bijektiv wenn f injektiv und surjektiv ist; mit anderen Worten, fuer alley € Y gibt es genau
einx € X, so dass f(x) =y.

Beispiel 1.3.6. (1) Die Funktion f:R — R, x + 22 ist weder injektiv noch surjektiv.
(2) Die Funktion g : R>¢g — R, 2 — 22 ist injektiv aber nicht surjektiv.
(3) Die Funktion h : R>g — Rxq, x — 22 ist bijektiv.

Definition 1.3.7. Es sei f : X — Y bijektiv. Die inverse Funktion f~':Y — X ist die Funktion, die
einem Element y € Y das eindeutig bestimmte Element x € X zuordnet, fuer das gilt f(z) = y.

Beispiel 1.3.8. Die inverse Funktion der Funtion h aus Beispiel (3) ist gegeben durch
R~ :Rso = Ry, 7+ V7.
Manchmal koennen Funktionen miteinander verknuepft werden:

Definition 1.3.9. FEs scien f: X =Y, g: Y — Z Funktionen. Die Komposition von f und g ist die
Funktion
gof:X—2Z, xw—g(f(x)).

Beispiel 1.3.10. (1) Essei f: X — Y bijektiv mit inverser Funktion f~!:Y — X. Dann gilt
f_lof:idx und fOf_lzidy.

Bemerkung 1.3.11. Esscien f: X =Y, g:Y — Z Funktionen. Dann ist go f definiert, aber fog ist
nur dann definiert, wenn Z = X! Aber selbst dann ist es im Allgemeinen nicht wahr, dass fog = go f!

Beispiel 1.3.12. Es seien f,g: R — R gegeben durch f(z) = 22 und g(x) = z + 1. Dann gilt
go f(z) = 2241 aber foglz)=(z+ 1)2.
Satz 1.3.13. Es seien f: X — Y, g:Y — Z Funktionen.
(1) Wenn f und g injektiv sind, dann ist auch go f injektiv.

3Auf Vorschlag eines Studenten wird +— gesprochen als Pfeil mit Fuss.
4Warum nicht?

8



(2) Wenn f und g surjektiv sind, dann ist auch go f surjektiv.
Proof. Uebung.
Korollar 1.3.14. Wenn f und g bijektiv sind, dann ist auch g o f bijektiv.



2. MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

2.1. Korper. Sie haben bereits gesehen, dass Q,R und C aehnlich Strukturen haben: sie besitzen
Addition und Multiplikation. Wir wollen diese Gemeinsamkeiten durch Axiome beschreiben:

Definition 2.1.1. Fin Koerper (eng. field) ist eine Menge K # () mit zwei Abbildungen (oder Verknuep-
fungen)
+: KxK—>K (Addition)
K xK—>K (Multiplikation)

und zwei ausgezeichneten Elementen 0,1 € K mit 0 # 1, die folgende Eigenschaften erfuellen:

(1) Assoziativitaet der Addition: x + (y + z) = (z +y) + 2z fuer alle x,y,z € K,

(2) Kommutativitaet der Addition: x +y =y + x fuer alle z,y € K,

(8) Neutrales Element der Addition: 0 4+ x = x fuer alle x € K,

(4) Additives inverses Element: Va € K gibt es ' € K, so dass x + a2’ = 0;

(5) Assoziativitaet der Multiplikation: x - (y-2) = (x - y) - z fuer alle x,y,z € K,

(6) Kommutativitaet der Multiplikation: x -y =y - x fuer alle z,y € K,

(7) Neutrales Element der Multiplikation: 1-x = x fuer alle x € K — {0},

(8) Multiplikatives inverses Element: Vo € K — {0} ¢ibt es ein 2’ € K so dass x -2’ = 1;
(9) Distributivitaet: x - (y+z) =z -y+x -z fuer alle x,y,z € K.

Gibt es noch andere Koerper? Die Antwort ist ja: es gibt viele verschiedene Arten von Koerpern.

I"Jbung 2.1.2. Die Menge
QG)={a+bi:abeQ}
mit der Addition und Multiplikation komplexer Zahlen ist ein Koerper. Ebenso ist die Menge
Q(V2) ={a+bV2: a,bc Q}
ein Koerper. Diese Arten von Koerpern heissen Zahlkoerper (engl. number fields); sie sind sehr wichtig
in der algebraischen Zahlentheorie.

Eine weitere sehr interessante Klasse von Koerpern sind die Koerper mit endlich vielen Elementen.

Definition 2.1.3. FEs sei p eine Primzahl. Der Koerper I, ist folgendermassen definiert: die Elemente
sind {0,...,p — 1}. For z,y € F, definieren wir x +y € F,, (bzw. zy € Fp) as den Rest, der bei der
Division durch p entsteht.

Bemerkung 2.1.4. Die einzige Schwerigkeit zu zeigen, dass F, die Koerperaziome erfuellt, ist die
Ezistenz eines multiplikativen inversen Elements.

Lemma 2.1.5. Es sei x € F,  # 0. Dann gibt es ein y € F,, so dass xy = 1; wir schreiben y = = 1.

Proof. Wir betrachten die Menge
M={1-2,2-z,...,(p—1) - x}.

Behauptung 1. Keines der Element von M ist durch p teilbar.
Beweis von Behaptung 1. Offensichtlich, da p eine Primzahl ist.

Behauptung 2. Keine zwei Elemente von M haben den gleichen Rest bei Division durch p.

Beweis von Behauptung 2. Nimm an, dass ¢-z und j - (mit ¢ > j) den gleichen Rest bei der Division
durch p haben. Dann ist (i — j)a durch p teilbar, und da p eine Primzahl ist, bedeutet dies, dass p|(i —j)
oder p|z. Nun gilt aber

1 S 7:7 .j7 x < p?
woraus wir folgern, dass ¢ = j. Das beweist Behauptung 2.

Da die Menge M p — 1 Elemente enthaelt, folgt aus Behauptung 2, dass es ein 1 < y < p gibt, so dass
zy den Rest 1 bei der Division durch p hat. O

Satz 2.1.6. I, ist ein Koerper.
Proof. Uebung. O

Beispiele 2.1.7.
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(1) Die Additions- und Multiplikationstafeln von Fy sind gegeben durch

+]10 1 <10 1
00 1 0[0 0

111 0 110 1

(2) Die Additions- und Multiplikationstafeln von F3 sind gegeben durch

+10 1 2
00 1 2

111 2 0

212 0 1

Bemerkung 2.1.8.

(1) Der Koerpers F), kann mit Hilfe von modularem Rechnen / Kongruenzen wesentlich eleganter
definiert werden. Aber das gehoert in den Bereich der Zahlentheorie.

(2) Es sei n > 2. Sie koennen dann natuerlich auch die Menge der Reste betrachten, die bei der
Division durch n entstehen. Addition und Mutiplikation koennen wie in dem Fall, wenn n eine
Primzahl ist, definiert werden; wenn n keine Primzahl ist, dann hat aber nicht jedes Element,
das nicht null ist, ein multiplikatives inverses Element.

(8) Uebung fuer Ehrgeizige: es sei M die Menge der Reste, die bei der Division durch 10 entstehen.
Finden Sie heraus, welche Elemente von M ein mutliplikatives inverses Element besitzen. Was
stellen Sie fest?

Bemerkung 2.1.9. FEine Menge R mit Operationen + und -, die alle Aziome aus Definition|2.1.1] ausser
(8) erfuellen, nennt man einen kommutativen Ring; so ist z.B. Z ein kommutativer Ring. Ebenso ist
die Menge der Reste, die bei Division durch n entstehen, ein kommutativer Ring, der genau dann dann
ein Koerper ist, wenn n eine Primzahl ist.

11



2.2. Matrizen. Es sei K ein Korper.

Definition 2.2.1. Seinem m,n > 1. Eine (m x n) Matriz A mit Werten in K ist eine Tabelle mit m
Zeilen und n Spalten, deren Eintraege Elemente von K sind. Wir schreiben

A= (aij)lgigm,lgjgm
wobei a;; den Eintrag in Reihe i und Spalte j bezeichnet. Die Matriz A ist quadratisch, wenn m = n gilt.

Wir schreiben My, xn(K) fuer die Menge aller (m x n)-Matrizen mit Werten in K.

Definition 2.2.2. FEine (1 x n) Matriz wird als Zeilenvektor, eine (m x 1) Matriz als Spaltenvektor
bezeichnet.

Definition 2.2.3. Wir schreiben 0., xrn fuer die (m x n) Matriz, deren Werte alle Null sind.
Wir schreiben 1, fuer die Matriz (a;;) € Mpxn(K), fuer die a;; = 1 V1 < i < n und a;; = 0
VO <i,j <mn,i#j git

1 0

Beispiel 2.2.4. Esist 15 = (0 1

1 0 0
) und 13=(0 1 0
0 0 1
Definition 2.2.5.
(1) Seinen A = (a;j) und B = (b;;) Elemente von My, xn(K). Wir definieren die Summe A+ B als
die (m x n) Matriz (c;;) mit c;; = a;; + byj.
(2) Sei A = (a;j) € Myxn(K) und o € K. Dann ist das Skalarprodukt oo - A € M,y (K) als die
Matriz mit Eintraegen (ca;;) definiert.
Theorem 2.2.6. Es seien A,B,C € My, xn(K) und o, 8 € K. Dann giltﬂ
(1) (Kommutativitaet) A+ B=B+ A
(2) (Assoziativitaet) A+ (B+C) = (A+ B)+ C;
(1) a5 A) = (af) - A;
(5) (0 + B)A = A+ BA;
(6) a(A+ B) = aA+ aB.
Proof. (1) Wir schreiben A = (a;;) und B = (b;;). Dann ist
(A+ B)ij = aij + bij = bij + aij = (B + A)ij.
Die anderen Aussagen koennen aehnlich bewiesen werden. [l

Die Multiplikation von zwei Matrizen ist komplizierter:

Definition 2.2.7. Let A € M,,xn(K) and B € M,,»,(K). Dann ist das Produkt AB die (mxp)—Matrixﬁ
C = (ci;) mit

n
Cik = @i1big + aibog + .. Ainbpk = E ai;bjg.
Jj=1

Beispiele 2.2.8. Es gilt

Theorem 2.2.9.
(1) (Assoziativitaet) Seien A € My,xn(K), B € Mpxp(K) und C € M,y o(K). Dann gilt

A(BC) = (AB)C.

5In Kapitel [3| werden wir sehen, dass diese Eigenschaften genau die Vektorraumaxiome sind: My, xn (K) sind ein K-
Vektorraum.
SWir werden in Kapitel |4 sehen, warum dies eine gute Definition ist: wenn man Matrizen als lineare Abbildungen
interpraetiert, dann entspricht die Matrix Multiplikation der Verknuepfung von Abbildungen.
12



(2) (Distributivitaet 1) Seien A € Myxn(K), B € Myxp(K) und C € My, x,(K). Dann gilt
A(B+C)=AB+ AC
(3) (Distributivitaet 2) Seien A, B € Mp,xn(K) und C € M, «,(K). Dann gilt
(A+ B)C = AC + BC.
(4) Seien A € Myun(K), B € Myx,(K) und o € K. Dann gilt
a(AB) = (aA)B = A(aB).
Proof. Ueberpruefen Sie die Aussagen direkt von der Definition. (Il

Beachte 2.2.10. Es seien A € My, xn(K) und B € M,,x,(K). Dann sind die beiden Produkte AB und
BA dann und nur dann definiert, wenn m = p. In diesem Fallist AB € M,xm(K) und BA € My,x,(K).

Beispiele 2.2.11.

1 -10 Lo
(i) Es seien A = ( ) und B= (0 1 |. Dann gilt
0o 1 2
1 0
1 -2 -2
AB::(% ]?) BA=[0 1 2
1 -1 0
1 -1 0
(ii) Es seien nun A wiein i) und C= |0 1 0. Dann ist
1 0 1

aber C'A ist nicht definiert.
Beispiel 2.2.12. Sei A € M,,x,(K). Dann gilt
Al, =1,A=A.

Definition 2.2.13. FEs seinen A, B quadratische Matrizen. Dann kommutieren A und B, wenn AB =
BA.

Warnung 2.2.14. Es sein > 2. Dann gibt es viele Matrizen A, B € M, x,(K), die nicht kommutieren!
I"Jbung 2.2.15. Sein > 2. Finden Sie Matrizen A, B € M, x,(R) so dass AB # BA.

Definition 2.2.16. Es sei A = (ai;) € Myxn(K).
(1) A ist diagonal falls a;; = 0 fuer all i # j.
(2) A ist eine obere (untere) Dreiecksmatrix falls a;; = 0 fuer alle i > j (bzw. ¢ < j).

1 2 0
Beispiel 2.2.17. Fuer all n ist die Einheitsmatrix 1,, diagonal. Die Matrix [ 0 —1 1 | ist eine obere
0 0 2
Dreiecksmatrix.
diagonal
Lemma 2.2.18. Es seien A, B € M, x,(K) beide { eine obere Dreiecksmatriz . Dann ist AB von

eine untere Dreiecksmatrix
der gleichen Form.

Proof. Explizite Rechnung. O

Definition 2.2.19. FEine (n x n)-Matriz A € M,y (K) ist invertierbar, wenn es eine (n x n)-Matriz
B € My xn(K) gibt, so daszﬂ

(5) AB = BA =1,,.

"Wir werden spaeter im Kurs sehen, dass es ausreicht, wenn AB = 1,; die Gleichung BA = 1,, haelt dann automatisch
(und umgekehrt).
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Lemma 2.2.20. Wenn A invertierbar ist, dann gibt es genau ein B, dass Gleichung erfuellt. Wir
nennen B die inverse Matrix von A, und wir schreiben A1,

Proof. Nehmen wir an, es gibt zwei (n x n)-Matrizen B und B’, die die Gleichung (41)) erfuellen. Dann
gilt
B =Bl, = B(AB') = (BA)B'=1,B"=B".

([
Beispiele 2.2.21.
(1) Die Matrix A = (_01 (1)) € Myy5(Q) ist invertierbar, und A~! = <§J —01>.
(2) Die Matrix B = <g (1)) € Msy2(K) fuer einen beliebigen Koerper K ist nicht invertierbar.
(3) Warnung: Manchmal haengt es vom Grundkoerper ab, ob eine Matrix invertierbar ist oder nicht!
Es sei C = (? é) € Msy2(K). Diese Matrix ist invertierbar fuer K = C oder K = Q, aber sie

ist nicht invertierbar fuer K = F3.

Bemerkung 2.2.22.

(1) Wir werden uns spaeter im Kurs mit Fragen der Invertierbarkeit naeher beschaeftigen.
(2) Man kann zeigen: wenn A eine invertierbare diagonale bzw. obere/untere Dreiecksmatrix ist,
dann ist A~ von der gleichen Form.

Theorem 2.2.23. FEs seien A, B invertierbare (n X n) Matrizen. Dann gilt
(AB)"'=B7'A"L.
Proof. Ubung. (|

Bemerkung 2.2.24. Die Umkehrung der Faktoren kennen wir aus dem Alltag: wenn wir morgens erst
Socken und dann Schuhe anziehen, so ziehen wir sie abends in umgekehrter Reihenfolge wieder ausﬁ

8Diese Beobachtung stammt von Hermann Weyl.
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2.3. Elementare Zeilenoperationen.

Definition 2.3.1. Es sei A eine (m x n)-Matriz. Die elementaren Zeilenumformungen (EZU) auf A
sind folgendermassen definiert:
o P(r,s) fuer 1 <r < s < m: Vertauschen der Zeilen r und s;
o M(r,A) fuer 1 <r <m und X\ € K, X\ # 0: Multiplikation der Zeile v (d.h. aller Werte der Zeile
) mit A;
o S(r,s,A\): fuer 1 <r,s<m, r#sund A€ K, A # 0: Addition von \ x (Zeile r) zur Zeile s.

Definition 2.3.2. Wir sagen, dass zwei Matrizen A und A’ zeilen-aequivalent sind, wenn wir A’ durch
die Anwendung von endlich vielen (EZU)s auf A erhalten.

1 2 0
Beispiel 2.3.3. Essei A= |1 0 —1]. Dann gilt
01 0
1 2 0
P(2,3) — 10 1 0
1 0 -1
-1 -2 0
M1,-1) =0 1 0
1 0 -1
-1 0 0
S(2,1,2) — 10 1 0
1 0 -1

Bemerkung 2.3.4. Diese Definition ist symmetrisch in A und A’: wenn wir A" durch die Anwendung
von endlich vielen (EZU)s auf A erhalten, dann erhalten wir auch A’ durch die Anwendung von endlich
vielen (EZU)s auf A; mit anderen Worten, die (EZU)s sind umkehrbar. Zeigen Sie das.

Definition 2.3.5. FEine (m X n)-Matriz ist in reduzierter Zeilenform RZF, wenn folgende Bedingung
erfuellt ist:

(1) in jeder Zeile ist das erste von null verschiedene Element (falls es eins gibt) eine 1 (wir nenen
es die fuehrende 1),
(2) ausser einer fuehrenden 1 sind in dessen Spalte nur Nullen.

Beispiele 2.3.6.

0 2
(1) Die Matrix A = -2 5 | ist in reduzierter Zeilenform.
0 0

(2) Die Matrix B = ist nicht in reduzierter Zeilenform.

o
OO O OO

(3) Die Matrix C =

—3 | ist nicht in reduzierter Zeilenform.

(4) Die Matrix D = 0 2| ist in reduzierter Zeilenform.

0 5

O R OO, O OO OO O
—_— OO0 OO N OO OO
—

Theorem 2.3.7. Jede Matriz A ist zeilen-aequivalent zu einer Matrix in reduzierter Zeilenform.

PTOOf. Schreibe A = (aij)lgigm’lgjgn mit aij € K.

e Falls alle Werte in der ersten Zeile null sind, dann ist Bedingung (1) fuer diese Zeile erfuellt.

e Falls es einen Wert in der ersten Zeile gibt, der nicht null ist, dann sei k der kleinste Index j, so
dass a1; # 0 (d.h. a1y, # 0, aber aj; = 0 fuer alle 1 < j < k). Wende die (EZU) M(1,a;;) an;
dann ist Bedingung (1) erfuellt.

e Wende (EZU) S(1,4, —a;) an fuer alle 2 < ¢ < m; damit sind alle anderen Werte in Spalte &k
gleich null.

Wir wenden jetzt die gleiche Strategie auf die zweite Zeile an.
15



e Falls alle Werte in der zweiten Zeile null sind, dann ist Bedingung (1) fuer diese Zeile erfuellt.

e Falls es einen Wert in der zweiten Zeile gibt, der nicht null ist, dann sei ¢ der kleinste Index j,
so dass az;j # 0 (d.h. age # 0, aber ag; = 0 fuer alle 1 < j < ). Wende die (EZU) M (2,ay,') an;
dann ist Bedingung (1) erfuellt. (Beachte: ¢ # k!)

o Wende (EZU) S(2,4, —a;e) an fuer alle 1 <i < m, i # 2; damit sind alle anderen Werte in Spalte
{ gleich null.

Wiederhole das Verfahren fuer die anderen Zeilen. O

Definition 2.3.8. Eine (m x n) Matriz A ist in reduzierter Zeilenstufenform RZSF (eng: row-reduced
echelon form), wenn folgende Bedingungen erfuellt sind:
(1) A ist in reduzierter Zeilenform;
(2) alle Zeilen von A, deren Werte alle gleich null sind, liegen unter den Zeilen, die einen von Null
verschiedenen Wert enthalten;
(8) die fuehrende 1 einer Zeile liegt rechts von der fuehrenden 1 der Zeile darueber.

Mit anderen Worten, A hat folgende Form:

01 « 0 = *x 0 0 * =«
0 0 0 1 * * 0 0 * =
A_OOOOOOIO**
00 0 000 0 1 * =x
00 0 O0O0OO0OO0OTUO0OTO0TUO
00 0 O0O0OO0OO0OTUO0OTO 0D 0

Theorem 2.3.9. Jede Matriz ist zeilen-aequivalent zu einer Matriz in reduzierter Zeilenstufenform.

Proof. In Satz haben wir bewiesen, dass jede Matrix zeilen-aequivalent zu einer Matrix in reduzierter
Zeilenform ist. Es sei nun A eine Matrix in reduzierter Zeilenform. Wir koennen sie in reduzierte
Zeilenstufenform ueberfuehren, indem wir endlich oft die (EZU) P(r,s) (d.h. Vertauschen von Zeilen)

anwenden. 0
0 -9 3 4
Beispiel 2.3.10. Essei A=[1 4 0 —1]| € Ms,4(R).
2 6 -1 5
1 0 1 _% _%
M(1,-5) — |14 0 -1
2 6 -1 5
1 4
0 1 -5 =%
2 6 -1 5
01 - ¢
S(1,3,-6) — 1 0 3 Qg
2 0 1 2
01 4 3
5(2,3,-2) — [1 0 3 sg
00 5 F
01 -+ -2
3 9
M(3,—%) - (10 5 I
o0 1 -4
01 -+ -2
4 3
$3,2-3) — (1L 0 0 1;’
00 1 -4
010 -2
1
SG.13) - (100 g
001 -4
100 ¥
P(1,2) — |0 1 0 =2
11
00 1 -4

=
(=2}



Im naechsten Abschnitt werden wir sehen, dass diese Rechnungen mit Matrizen sehr nuetzlich sind,
um lineare Gleichungssysteme zu loesen.
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2.4. Lineare Gleichungssysteme.

Beachte 2.4.1. Betrachte das lineare Gleichungssystem
20 —y =3
—x+3y=—1
Wir koennen es mit Hilfe von Matrizen schreiben als
(50 -()
-1 3 Y -1/

Allgemein gilt: gegeben seinen m,n > 1 und V1 <1i < m eine Gleichung

n
E aijxj = bl
j=1

mit Unbekannten x;. Dann koennen wir dieses Gleichungssystem in Matrizform ausdruecken:

a1 . QAin I b1
. a1 ‘e a2 T2 b2

Ax =0b, wobei A= ", z= , b=
Am1l - Qmn Tn, b

Definition 2.4.2. Es sei (S): Ax = b ein lineares Gleichungssystem, wobei A eine (m x n)-Matriz ist.
o Wir schreiben L(S) fuer die Loesungen des Gleichungssystems, d.h.
x
LS)=<Sz=|...] 2 €K, Ar =10
Tm
e Die erweiterte Matriz A|b ist die (m x (n+ 1)) Matriz, bei der der Spaltenvektor b als (n+ 1)ste
Spalte der Matriz A hinzugefuegt wird.

Beachte 2.4.3. Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist durch die erweiterte Matriz Alb vollstaendig
bestimmdt.

Bemerkung 2.4.4. Wenn b = 0, dann schreiben wir A anstatt der erweiterten Matiz A|0; man nennt
ein lineares Gleichungssystem der Form Axz = 0 homogen.

Theorem 2.4.5. Es seien

(S): Az =b und (S"):Az=1V
lineare Gleichungssysteme von jeweils m Gleichungen in n Unbekannten. Nimm an, dass die erweiterte
Matriz A"V zeilen-aequivalent zu Alb ist. Dann gilt L(S’) = L(S5).

Proof. Wir machen zunaechst folgende Beobachtungen:

e es ist ausreichend, den Satz zu zeigen, dass wenn (S’) von (S) durch eine (EZU) konstruiert ist;
e es folgt von Bemerkung dass es ausreichend ist zu zeigen, dass L(S) C L(S’)ﬂ

Wir muessen also folgende Behauptung beweisen: wenn (S’) von (S) durch eine (EZU) konstruiert ist,
dann gilt L(S) C L(S’). Wir analysieren dazu jede der drei Operationen einzeln: fuer die Operationen
P(r,s) und M(r,)) ist die Behauptung offensichtlich. Fuer die Operation S(r, s, \) argumentieren wir
wie folgt: wenn (S’) von (S) durch die Operation S(r, s, A) konstruiert wird, dann unterscheiden sich die
erweiterten Matrizen A|b und A’|b’ nur in der Zeile s:

ayj = Gsj + Ay, und bl = bs + A\b,..
Es sei « eine Loesung von (5), d.h. V0 < i < m gilt
;171 + -+ ainxyn = b;.
Dann gilt ebenfalls
as1Z1 + -+ aspnTp + ANar121 + -+ + @rpyn) = bs + Aby
& ar+ -+ al,x, =0,
d.h. z ist eine Loesung von (S”). O

9Durch Symmetrie folgt dann, dass L(S’) C L(S), und so L(S) = L(S").
18



Wir koennen also versuchen, ein lineares Gleichungssystem (S) : Az = b zu loesen, indem wir die
erweiterte Matrix durch (EZU)s in reduzierte Zeilenstufenform umformen.

Beispiel 2.4.6. Betrachten wir das lineare Gleichungssystem (S) : Az = 0, wobei

0 -9 3 4
A=[1 4 0 -1]eMsu®).
2 6 -1 5

100
A=101 0 =2
00 1 —4
Wir koennen nun also direkt die Loesungen ablesen:
17 11
L(S) = {xl = —3334, T2 = 2554, xr3 = §x4 T Xy € K}
9
Betrachten wir nun das Gleichungssystem (S’) : Ax = b, wobei b= | 5 |. Die erweiterte Matrix ist
-5
0 -9 3 4 | 9
1 4 0 -1 | 5
2 6 -1 5 | -5

1 22
100 3 | —=
010 -2 | ;5—2
i1 1
0 0 1 > | %
d.h.
n 17 22 5 12 11 51
T+ Ty =——, To—-Ty=— T3— —Tq=—
1T g 5 27 3T = % 37 3T
und wir erhalten die Loesungsmenge
T
22 17 12 5 51 11
L(S)={z= iz : 1‘12—3—33747332:€+§x4,x3=€+§x4: vy €K
x4
Beispiel 2.4.7. Gegeben sei
1 -2 1 X1 b1
(S) . 2 1 1 Xro = bg

1 -2 1 | b
A=[2 1 1 | b
0 5 —1 | b



Wir wandeln sie in reduzierte Zeilenstufenform um:

1 -2 1 | by
5(1,2,-2) — [0 5 —1 | by—2b
0 5 -1 | b3
1 -2 1 | by
5(2,3,-1) — [0 5 —1 | by—2h
0 0 0 | b3—by+2b
L 1 -2 1 | by
M(2,5) = (o 1 =1 | L(ba—2by)
0 0 0 | bz3—by+2b
10 2 | %(b1+2b2)
S5(2,1,2) — 0 1 =1 | £(ba—2by)
0 0 0 | b3—by+2

In other words, (5) is equivalent to

3 1 1 1
Iy :7g$3+g(b1+2b2), $2:g$3+5(b272b1), 0:b37b2+2bl.
Es koennen also folgende Faelle auftreten:

e wenn by — ba + 2b; # 0, dann gibt es keine Loesung: L(S) = 0;

e wenn by — by + 2b; = 0, dann ist das System aequivalent zu

3 1 1 1
X :—g$3+g(b1+2b2), To = g$3+g(b2—2b1)7
z1
d.h. L(S): T = xTo : .’Elz—%$3+%(b1+2b2), $2:%$3+%(b2—2b1) . X3 eR
rs3
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3. VEKTORRAEUME
3.1. Definition und Beispiele.

Definition 3.1.1. Es sei K ein Koerper. Ein Vektorraum ueber K ist eine Menge V mit zwei Opera-
tionen

(6) +: VXV =V, (v1,v) — v1 + v,
(7) X KxV oV (W) A

so dass die folgenden Bedingungen erfuellt sind:

(VRI) Yoi,v0 €V @ 01 + 19 = v9g + v1;

(VRQ) Yoi,vo,v3 € Vi v + (’UQ + U3) :)’Ul +'U2) + vs;

(VR3) 30y €V so0 dass Vv € V gilt: Oy +v = v;

(VR4) Yo € V3w €V so dass v+ w = Oy ; with schreibeﬂ w = —v;
(VR5) Yvi,v9 € V und VA € K gilt Mvy + va) = vy + Ave;

(VR6) Yv € V and VYA, p € K gilt (A + p)v = v + po;

(VR7T) Yv € V and VYA, u € K gilt AM(pv) = (Ap)v;

(VR8) Yv € V gilt lv = v.

Bemerkung 3.1.2. Die Operationen @ und heissen jeweils Vektor Addition und Skalar-Multiplikation.
Beispiele 3.1.3.

(1) Die Menge aller Spaltenvektoren <Z> mit x,y € K ist ein K-Vektorraum. Allgemeiner ist

die Menge aller Spaltenvektoren mit n Eintraegen ein K-Vektorraum unter der Addition und
Skalarmultiplikation von Matrizen (Def. [2.2.5); wir schreiben ihn als K™.
(2) Der triviale K-Vektorraum ist {0}.
(3) Die Menge aller Fibonacci Folgen von Definition ist ein R-Vektorraum.
(4) Es sei K ein Koerper, and K[z]=" die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in K vom Grad
< n. Dann ist K[z]=" ein K-Vektorraum.
(5) Es sei
V={f:(0,1) = R: f ist stetig}.
Dann ist f ein R-Vektorraum unter der punktweisen Addition von Funktionen.
(6) Es sei
U={feV: f(1/2) =0}.
Dann ist U ein R-Vektorraum: es ist ein Unterraum von V.
(7) Es sei
U={feV:f1/2) =1}

Dann ist U’ kein R-Vektorraum (warum nicht?).

Satz 3.1.4. Es sei V ein K-Vektorraum. Dann gibt es genau ein Element mit der Eigenschaft (VR3);
wir nennen es die additive Identitaet von V.

Proof. Nimm an, dass Oy und 0f, die Eigenschaft (VR3) haben. Dann gilt
Oy :Ov-i-()/v ZO/V.
O

Korollar 3.1.5. Letv € V. Dann ist das Element in (VR4) eindeutig bestimmit; es heisst das (additive)
Inversd™| von v.

Proof. Nimm an, es gibt u,u’ € V so dass
v+u=v+u =0yp.
Dann gilt
u=u+0y=u+@w+u)=(w+v)+u =0y +u =u'.
O
10Djese Schreibweise ist an dieser Stelle missverstaendlich, da (noch) nicht klar ist, dass es genau ein w gibt, so dass
v+ w = Oy gilt. Wir zeigen die Eindeutigkeit in Korollary

HFalls Sie etwas Gruppentheorie gelernt haben: (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
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Satz 3.1.6. Es sei V ein K Vektorraum, und es seien A € K und v € V. Dann gilt
(1) A0y = Oy;
(2) Ov =0y;
(3) (=M)v = —(Av) = AM(—v);
(4) if \v =0y, then A =0 or v =0y.
Proof. (1) - (3) Uebung.
(4) Wir zeigen folgende AussageEt wenn A\v = Oy und A # 0, dann gilt v = 0. Da A # 0, hat A ein
multiplikatives inverses Element A\~! € K. Dann gilt

(8) Av = 0y s A low) =0y wegen (1)
(9) s (AN)v =0y wegen (VRT)
(10) & lo=v=_0y wegen (VRS8)

12Vergevvissern Sie sich, dass diese Aussage aequivalent zu (4) ist.
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3.2. Unterraume.

Definition 3.2.1. Es sei V ein K-Vektorraum. Eine Teillmenge U C V ist ein Unterraum wenn U # ()
und wenn sie bezueglich Addition und Skalar-Multiplikation abgeschlossen ist, d.h. wenn sie folgende
zwei Bedingungen erfuellt:

(UR1) Yu,v € U gilt u+v e U;

(UR2) Yu € U und VA € K gilt \u e U.

Wir schreiben U < V.

Der folgende Satz ist nuetzlich um festzustellen, ob eine Teilmenge eines Vektorraumes ein Unterraum
ist:
Satz 3.2.2. FEine Teilmenge U von einem Vektorraum V ist dann und nur dann ein Unterraum von V,
wenn folgende Bedinungen erfuellt sind:

(1) Oy e U;
(2) Yu,v e U und A € K gilt \u+v € U.

Proof. Nimm an, dass U ein Unterraum ist. Da U # (), gibt es ein u € U. Da U bezueglich der
Salar-Multiplikation abgeschlossen ist, gilt

ouelU < 0yel,

da Ou = Oy (Prop. |3.1.6[ (2)). Es seien nun u,v € U und A € K. Dann ist Au € U wegen (UR2) und

Au+ v € U wegen (UR2).
Nimm nun an, dass die Bedingungen erfuellt sind. Dann ist U nicht die leere Menge da Oy € U. Es
seien nun u,v € U. Fuer A = 1 erhalten wirt u 4+ v € U. Weiterhin, fuer A € K und v = 0y erhalten wir

Au~+ 0y = Au € U,

d.h. U ist ein Unterraum. |

Beispiele 3.2.3.

(1) Es sei V ein Vektorraum. Dann sind {0} und V' die trivialen Unterracume von V.
(2) Essei V =TR?, und es sei

x
U= yleV:iz4+y+2=0
z

Dann ist U ein Unterraum von V.
(3) Wie im vorherigen Beispiel sei V = R?. Es sei A € R, X # 0. Dann ist

T
U = yleViz+y+z=2A
2

kein Unterraum von V', da er unter den Operationen der Addition und der Skalar-Multiplikation
nicht abgeschlossen ist.

(4) Das vorherige Beispiel hat folgende Verallgemeinerung: es sei A € My, x»(K) und b € M, 1 (K),
und wir betrachten das lineare Gleichungssystem

(S): Az =b.

Die Loesungsmenge L(S) C K™ ist dann und nur dann ein Unterraum von K™, wenn b = 0; in
diesem Fall nennen wir (S) ein homogenes lineares Gleichungssystem.

(5) Es sei V.= M342(C) (ein komplexer Vektorraum unter der normalen Matrix-Addition) und U
die Teilmenge der invertierbaren Matrizen. Dann ist U kein Unterraum, da die Null-Matrix nicht
invertierbar ist.

(6) Wieder sei V = Msy2(C) und U’ die Teilmenge der nicht invertierbaren Matrizen. Ist U’ ein
Unterraum? Geben Sie einen Beweis oder ein Gegenbeispiel. Wie ist es mit der Teilmenge U
der oberen Dreiecksmatrizen?

Das folgende Beispiel ist sehr wichtig:
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Satz 3.2.4. Es sei V ein K-Vektorraum und vy,...,v, € V. FEs sei
U={Mvi+ -+ Auvn: N € KV1<i<n}

Dann ist U ein Unterraum; wir nennen thn den von vy, ..., v, erzeugten Unterraum oder die lineare
Huelle von vy, ..., v, und schreiben
U= <’U1,...,’Un>.

Proof. Wir beweisen den Satz mit Hilfe von Satz fuer Ay = --- = A, = 0 erhalten wir Oy € U. Es
seien nun u,w € U und A € K. Aufgrund der Definition von U gibt es Skalare p1, ..., u, und vy,..., v,
so dass
U= pv1 + -+ ppv, und w =10 + -+ Vpu,.
Daher
U+ AW = p1v1 4 A U+ AV101 A A V)
= (1 +Av)or + o+ (B + Avn)oy,

was ebenfalls ein Element von U ist. O

Bemerkung 3.2.5. Wir koennen diese Beispiel wie folgt verallgemeinern: es sei S eine (moeglicherweise
unendliche) Teilmenge von V. Wir definieren die lineare Huelle (S) von S alﬁ

(SY={veV:In>0,v1...,v, €S und Ay ..., \, € K so dass v =\v1 + -+ \on }.

Insbesondere ist der Null-Vektorraum die lineare Hiille der leeren Menge.
Beachten Sie, dass S unendlich sein kann: wir erlauben trotzdem nur endliche Summen@

Beispiel 3.2.6. Es sei V = Msy2(R), und es sei U der von den Matrizen e;; = (é 8), e1g = (8 é)

0 0 . . .
und egy = (0 1 erzeugt Unterraum. Dann ist U der Unterraum der oberen Dreiecksmatrizen.
Es seinen nun v; = e11 + €12, v = €13 + €99 und vz = eqn + e11. Was ist (vy,v9,v3)?

Beispiel 3.2.7. Es sei V der Vektorraum aller Folgen (ay,),>1 mit Eintraegen in Q, und fuer i > i sei
e; € V die Folge, die an der iten Stelle eine 1 hat und ansonsten Nullen. Dann ist

<€i:i21>75V,

da sich z.B. die konstante Folge (1,1,1,1,1,...) nicht in der linearen Huelle enthalten ist. Andererseits
sei V’ der Unterraum von V aller endlichen Folgen. Dann gilt

V/:<61'LZ]->

1 2 2
Beispiel 3.2.8. Es sei V = R3, und es sei U = < 21,12 > Ist der Vektor v = (2| in U

-1 2 3
enthalten? Wir koennen diese Frage as lineares Gleichungssystem formulieren: hat das System

12 2
S): | 2 -2 (I) =2
-1 2 )V 3

Satz 3.2.9. Es sei V ein Vektorraum und U <V ein Unterraum. Dann ist U ebenfalls ein Vektorraum.
Ausserdem gilt: wenn W < U und U <V, dann W < V.

eine Loesung? Uebung.

Proof. Ueberpruefen Sie die Axiome. O
Aus zwel Unterracumen lassen sich auf mehrere Arten neue Unterracume konstruieren:

Theorem 3.2.10. Es seien U W < V.

(1) Die Schnittmenge
UnNnW={veV:veUAveW}

ist ein Unterraum von V.

13gesprochen Krokodilklammer von S
MEyer unendliche Summen bracht man den Begriff der Konvergenz — diese fuehrt zu der Theorie von Banachraeumen.
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(2) Die Summe von U und W,
U+W={u+w:uel weW}
st ein Unterraum von V.

Proof. Wir beweisen (1) mit Hilfe von Satz da U und W Unterracume sind, enthalten beide das
Element 0y. Daher gilt 0y € UNW. Es seien nun u,w € UNW und A € K. Da U und W Unterraeume
sind, ist das Element u + Aw in beiden Unterracumen enthalten, und daher auch in U N W.

(2) kann mit aehnlichen Argumenten bewiesen werden (Uebung). O
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3.3. Basen von Vektorraeumen. Zurueck zum Satz [3.2.4}
Definition 3.3.1. Es sei V' ein Vektorraum und vy,...v, € V. Ein Element der Form

)\lvl + +)\nvn

mit \; € K ist eine Linearkombination von vy, ...,v,.
x
Beispiel 3.3.2. Essei V = R? und v = | y | € R3. Dann koennen wir v als eine Linearkombination
z
1 0 0
der Vektorene; = |0 ],eo= | 1] und e3 = | 0| schreiben:
0 0 1

vV = re; + yes + zes.

Definition 3.3.3. FEs sei V ein Vektorraum. Dann ist V endlich-dimensional wenn es endlich viele
Vektoren vy, ...,v, € V gibt so dass

V=_(v1,...,0n):
mit anderen Worten, wenn jeder Vektor als Linearkombination der Vektoren vy, ..., v, geschrieben wer-
den kann; diese Linearkombination muss nicht eindeutig sein. Wir nennen vq,...,v, ein Erzeugen-

dessystem.

Bemerkung. Es sei V ein Vektorraum und U < V. Dann ist U endlich-dimensional, wenn es
U, ..., u, € U gibt, so dass
U= <’U,1,...,un>.

Es ist hierbei wichtig, dass die Elemente uy,...,u, selber in U sind! Um z.B. zu zeigen, dass

der Unterraum U < Myx2(R),
Uz{(a b):a,b,cER}
c —a

endlich-dimesnional ist, reicht es nicht zu sagen, dass sich jede Matrix in U als Linearkombination der

Matrizen
(10 (01 (0 0 (00
611_ O O 9 612_ O 0 9 621_ 1 O I 622_ O 1

schreiben laesst, da eq; und ey nicht in U sind.

Beispiele 3.3.4.

(1) Beispiel zeigt, dass eq,es, es3 ein Erzeugendensystem von R3 ist; daher ist R3 endlich-
dimensional.

(2) Auf gleiche Weise koennen wir zeigen, dass der Vektorraum R™ ist endlich-dimensional ist.

(3) For n > 1 ist My« (K) endlich-dimensional.

(4) Es sei
U= {(Z Z) € Mayo(R) : ad}.

Dann ist U ein endlich dimensionaler Unterraum von Maxo(R). (Uebung: beweisen Sie das, und
finden Sie in beiden Faelle ein endliches Erzeugendessystem.)
(5) Es sei V der Vektorraum aller unendlichen reellen Folgen

V= {(ao,al,an .. ) La; € RV’L},

wobei die Addition und Skalarmultiplikation wie in Kapitel definiert sind. Wir werden in
Beispiel [3.3.25] beweisen, dass V' nicht endlich-dimensional ist. Allerdings haben wir schon gese-
hen, dass der Unterraum der Fibonacci-Folgen endlich-dimensional ist: die Folgen F¢ 1 und F o
sind ein Erzeugendessystem (Satz .

Beispiel 3.3.5. Sind die Vektoren

1 0 1
v = -1 5 Vg = 1 s V3 = 0
-1 2 1



ein Erzeugendensystem von R3? Mit anderen Worten, hat das lineare Gleichungssystem

1 0 1 T bl
(11) -1 1 0 X9 = b2
-1 2 1 I3 b3
by
eine Loesung fuer alle Vektoren | by | € R3? Die reduzierte Zeilenstufenform der erweiterten Matrix ist
bs
10 1 | by
0 1 1 | b1 + b2
0 0 O | b3 + b1 — 2bs
Mit anderen Worten, hat genau dann eine Loesung, wenn bs = 2bs + by; ansonsten hat es keine
1
Loesung. Das bedeutet, dass z.B. der Vektor | 1 | nicht in der linearen Huelle von vy, v2,v3 enthalten
0

ist, d.h. vy, v9,vs ist kein Erzeugendensystem von R3.

Die Definition [3:3.3] wirft folgende Fragen auf:

e Wie (wenn ueberhaupt) koennen wir die Dimension eines Vektorraums definieren?
e Wenn V ein endlich-dimensionaler Vektorraum ist, ist dann auch jeder Unterraum von V" endlich-
dimensional?

Zurueck zum Beispiel 3:3:2} das Erzeugendensystem ey, e, 3 hat eine wichtige Eigenschaft, naemlich
dass jedes Element in R® eindeutig als eine Linearkombination der Vektoren dargestellt werden kann: es
a
seiv = [ b |. Dann gilt
c

v = ae1 + bey + ces,

und es gibt keine andere Moeglichkeit, v als Linearkombination der Vektoren ey, es, €3 zu schreiben.

Nun ist eq, es, €3, f mit f = e; + es ebenfalls ein Erzeugendensystem: allerdings hat es den Nachteil,
dass sich Vektoren in R3 nicht mehr eindeutig als Linearkombination der erzeugenden Vektoren schreiben
lassen: z.B.

0
0] =0e; +0es 4+ 0e3 =e; + e — f.
0
Definition 3.3.6. Es sei V ein Vektorraum, und es seien v1,...,v, € V . Dann sind vy, ...,v, linear

unabhaengig, wenn sich 0y eindeutig als Linearkombination dieser Vektoren darstellen laesst: naemlich
Oy =0e1 + -+ 4 0v,.
Mit anderen Worten, v1,...,v, sind linear unabhaengig wenn gilt
avi+- - tapv, =0 == ar=---=aqa,=0.
Wenn sie nicht linear unabhaengig sind, dann nennen wir sie linear abhaengig.

Bemerkung 3.3.7. Wir koennen diese Definition of unendliche Erzeugendensystem verallgemeinern:
es sei S C V. Dann ist S linear unabhaengig wenn jede endliche Teilmenge von S linear unabhaengig

ist. Zu ist z.B. die Menge {e; : i > 1} aus Bez’spz'el linear unabhaengig.

Wenn vy, ...,v, € V linear unabhaengig sind, dann laesst sich jeder Vektor in der linearen Huelle
(nicht nur der Nullvektor) von vy, ..., v, eindeutig als Linearkombination der Vektoren darstellen:

Satz 3.3.8. Es scien vy,...,v, € V linear unabhaengig. Dann kann jeder Vektor v € (v1,...,0m)
eindeutig als Linearkombination von v1,...,v, dargestellt werden.

Proof. Nimm an, es gibt v € (v1,...,v,,) so dass

V=V + ..Uy = B+ o+ Bt
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fuer aq,...,an,B1,..., 0, € K. Dann gilt
(1vr + -+ anvn) = (Brvr + - + Buvn) =0

& (a1 — Br)vr + -+ + (n — Br)vn = 0y
= o —pr=-=an— P =0,
da vy, ...,v, linear unabhaengig sind. Daher gilt
ar=p1, a=Pf2 ... ap= P,
was zu beweisen war. O

Beispiele 3.3.9.
(1) Es sei V = R?, und wir betrachten die Vektoren

o) () =)

Dann sind vy, v9, v3 linear abhaengig: 2v; — vy —v3 = 0. Hingegen sind die Vektoren vy, v linear
unabhaengig: die einzige Loesung des linearen Gleichungssystems

D60
“()-)

(2) Es sei V =R3, und wir betrachten die Spaltenvektoren

0 -9 3 4
v = 1 s Vg = 4 , V3 = 0 3 Vg4 = -1
2 6 -1 5

Sind diese Vektoren linear unabhaengig? Mit anderen Worten, hat die Gleichung
(12) T1v1 + Tovg + T3v3 + 4v4 = 0

eine Loesung ausser 1 = o = x3 = x4 = 07 Wir haben diese Frage bereits in Beispiel 2.3.5
beantwortet: x4 € R beliebig und

17 5 11
Ty = 24, T2= 5504, T3 = §$4
ist eine Loesung von . Daher sind die Vektoren linear abhaengig.
(3) Generell kann man zeigen, dass je drei Vektoren in R? (allgemeiner: je n + 1 Vektoren in R")
linear abhaengig sind — wir werden spaeter verstehen, warum dies so ist.
(4) Per Konvention ist die leere Menge ) linear unabhaengig, und es gilt (#) = {0}.

Lemma 3.3.10. Es seien vy,...,v, € V.
o Wenn zwei der Vektoren vy,...,v, gleich sind, oder wenn ein Vektor ein Vielfaches von einem
anderen Vektor ist, dann sind v1,...,v, linear abhaengig.
o Wennuvy,...,v, linear unabhaengig undcy,...,c, € K alle # 0 sind, dann sind auch civy, ..., Cphn
linear unabhaengig.
o Wenn einer der Vektoren der Nullvektor Oy ist, dann ist vy,...,v, linear abhaengig.
Proof. Uebung. O

Lemma 3.3.11.

(1) Es sei' V ein Vektorraum und v € V., v # {0}. Dann ist v linear unabhaengig.
(2) Der Nullvektor Oy ist linear abhaengig.

Proof. Klar. ([
Satz 3.3.12. Es seien vy ...,v, € V linear unabhaengig, und es sei v,41 ein Vektor in V', der nicht in
(v1,...,v,) enthalten ist. Dann sind vy, ...,Un,Vnt1 linear unabhaengig.

28



Proof. Nimm an, dass v1,...,vn, 41 linear abhaengig sind, d.h. es gibt ay,...,a,4+1 € K, nicht alle
null, so dass

a1v1 + -+ anvn + ape1vp41 = 0.

Dann ist a1 # 0, da vy, ..., v, linear unabhaengig sind. Dann aber folgt, dass
Upa1 = —a;}rl (11 + -+ + apvn),
d.h. v,41 € (v1,...,v,), was ein Widerspruch ist. Daher ist unsere Annahme falsch. O

Definition 3.3.13. Es sei V' ein Vektorraum. Eine Basis von V ist ein linear unabhaengiges Erzeugen-
densystem von V.
Beispiele 3.3.14.
(1) ey, ez, e3 ist eine Basis von R3; S = {ey, e, e3, f} mit f = e; — ey ist hingegen keine Basis: so
haben wir
€1 = f + ez,
d.h. die Darstellung des Vektors e; als Linearkombination der Vektoren in .S ist nicht eindeutig.
(2) Fi,, und Fi 4 sind eine Basis des Vektorraums von Fibonacci Folgen. Die Folgen Fy 1 und Fi o
sind ebenfalls eine Basis.
(3) Es seien e11, e12 und ege wie in Beispiel Dann sind diese Vektoren eine Basis fuer den
Unterraum U der oberen Dreiecksmatrizen in My 2 (R).

Hat jeder Vektorraum eine Basis?

Theorem 3.3.15. Es set V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Dann enthaelt jedes endliche Erzeu-
gendensystem eine Basts von V.

Proof. Es sei S ein endliches Erzeugendensystem. Waehle eine Untermenge 7' C S, die linear unab-
haengig ist und die groesstmoegliche Anzahl von Elementen enthaelt. Es gibt zwei Moeglichkeiten:

e Wenn die lineare Huelle von 7" gleich V ist, dann ist T eine Basis.

e Wenn (T') # V = (5), dann koennen wir ein v € S waehlen, dass nicht in (T") enthalten ist. Dann
ist {v}US linear unabhaengig aufgrund von Satz was ein Widerspruch zur Definition von
T ist. Daher kann es ein solches v nicht geben, d.h. (T} = V.

O

Korollar 3.3.16. Jeder endlich-dimensionale Vektorraum besitzt eine BasisJE]

Es liegt nahe, die Dimension eines Vektorraums as die Anzahl der Element einer Basis zu definieren.
Aber ist das wohldefiniert? Koennte ein endlich-dimensionaler Vektorraum nicht zwei Basen mit unter-
schiedlich vielen Elementen haben?

Lemma 3.3.17. (Austauschlemma) Es sei' V' ein endlich-dimensionaler K - Vektorraum, und S = {v1,...,v,}
eine Basis. FEs sei w € V nicht null, mit der Linearkombination

(13) W= v + -+ a,v,
mit a; € K. Wenn a; # 0, dann ist auch

S ={v1, ..., 01, W, V41, U )
eine Basis von V.

Proof. Wir muessen zeigen, dass S’ ein Erzeugendensystem und linear unabhaengig ist.
e Erzeugendensystem: wir zeigen zunaechst, dass v; € (vi,...,vj_1,W,Vj41,...,0,). Von Gle-
ichung (|13]) sehen wir, dass
ajvj =w — E ;U5

i#]

(14) I T

15Es sei V = {0}. Dann ist () is eine Basis von V. Der Nullvektor ist ein Erzeugendensystem von V, aber keine Basis,
da er nicht linear unabhaengig ist.
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Es sei w € V. Da S eine Basis ist, ist es insbesondere ein Erzeugendensystem, und so gibt es
B1,-..,0n € K so dass

u= v+ + Batn.

Indem wir Gleichung (14) dort einsetzen, erhalten wir einen Ausdruck fuer w als Linearkombi-
nation von vi,...,0j_1,W,Vj41,...,Vp!

B; Qg
uw="w+Y (B —Bi— v,
; poy aj

d.h. S’ ist ein Erzeugendensystem.
e Lineare Unabhaengigkeit: Nimm an, dass es Skalare ~1,...,y, gibt, nicht alle gleich 0, so dass
Y101+ -+ Y-1Ui-1 YW F Vi1V F o e = 0.
Wir setzen Gleichung fuer w dort ein und erhalten
;v + Z(’Yz + ’yjai)vi =0.
i#]
Da vy, ...,v, linear unabhaengig sind, gilt daher
a;jv; =0 und v+ yja; =0Vi# j.
Nun ist a; # 0 und daher v; = 0, was impliziert, dass ebenfalls v; = 0 fuer alle ¢ # j.
O

Beispiele 3.3.18.
(1) Wir wissen aus Beispiel [3.3.14] (1), dass e1, ez, e3 eine Basis von R? ist. Indem wir Lemma [3.3.17]
mehrfach anwenden, sehen wir, dass e; + es, es + e3, e3 + e; ebenfalls eine Basis ist.

(2) Wir verstehen jetzt, warum sowohl Fi ,, Fi 4 als auch Fi g, Fo,1 Basen den Raumes aller Fi-
bonacci Folgen sind: von Satz wissen wir, dass

Flo = Fi,0 +¢Fo,1 und Firyp =Fro0+vFor.

Daher folgt aus dem Austauschlemma, dass Fi,,, F1,4 ebenfalls eine Basis ist.
(3) Es sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, der nicht der Null-Vektorraum ist. Dann hat
V' unendlich viele verschiedene Basen.

Theorem 3.3.19. (Austauschsatz) Es sei'V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, und es sei vy, ..., v,
eine Basis von V. Es seien wq,...,wy linear unabhaengiger Vektoren in V. Dann gilt k < n, und es
gibt (n — k) Basisvektoren, die zusammen mit wy, ..., wy eine Basis von V bilden.

Proof. Wir beweisen den Satz ueber Induktion nach k.
k = 1: Das ist Lemma [B.3.17

Wir nehmen nun an, dass der Satz fuer k gilt. Es seien wq, ..., w41 linear unabhaengiger Vektoren in
V. Dann sind auch wy, ..., wy linear unabhaengig, und es gilt k¥ < n und es gibt (n — k) Basisvektoren,
die zusammen mit wy, ..., wy eine Basis von V bilden. (Beachten Sie, dass der Fall k = n nicht eintreten
kann: dann waeren wi,...,wy selber einen Basis, und ws,...,wgt+1 koennen nicht linear unabhaengig
sein.)

Dann koennen wir wy4; als eine Linearkombination dieser Vektoren schreiben:
W41 = QLW + -+ - + OpWE + Q41 V41 + -+ QpUp

mit a; € K nicht alle null. Da wy, ..., wg41 linear unabhaengig sind, ist wy41 nicht in dem von wy, . .., wg
erzeugten Unterraum enthalten. Es gibt also einen Index j, k41 < j < n, so dass «; # 0. Dann koennen
wir nach Lemma den Vektor v; gegen den Vektor wy4; austauschen und erhalten eine Basis

W1y vy Why Vkg41y e o+ 5 Vj—1, W41, V415 - -5 Un
O

Korollar 3.3.20. Es sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum, und es seien vy, ..., v, und wi,. .., Wy,
Basen von V. Dann gilt m = n. Mit anderen Worten, alle Basen von V haben die gleiche Anzahl von
Elementen.

Wir koennen nun endlich die Dimension eines Vektorraums definieren:
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Definition 3.3.21. FEs sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Die Dimension von V ist die
Anzahl von Elementen einer Basis von V' ; wir schreiben dimg V. Wenn V nicht endlich-dimensional
ist, dann schreiben wir dimg V = oo.

Beispiele 3.3.22.

(1) R3 ist ein 3-dimensionaler R-Vektorraum. Allgemeiner: R™ ist ein n-dimensionaler R-Vektorraum;
die Standardbasis ist gegeben durch die Spaltenvektoren

1 0 0

0 1 0
€1 = . ) €2 = . R €n =

0 0 1

(2) Der Raum aller Fibonacci Folgen ist 2-dimensional.

(3) Es sei K ein Koerper und V = K[z]<". Dann ist dimgx V =n + 1.

(4) C ist ein 1-dimensionaler C-Vektorraum (was ist eine Basis?), aber ein 2-dimensionaler R Vek-
torraum (mit Basis 1, Z)H

(5) Es gilt dimg {0} = 0, da @ eine Basis von {0} ist und |@] = 0. Der Null-Vektorraum ist der
einzige Vektorraum der Dimension 0.

(6) Es sei
x
U= y| eRP:z4+y4+2=0
z
-1 -1
Dann ist U ein zwei-dimensionaler Unterraum von R3, mit Basis 11,10
0 1
Theorem |3.3.19 hat ein paar schoene und interessante Konsequenzen:
Satz 3.3.23. Es sei V ein endlich-dimensionaler K - Vektorraum mit Dimension n. Es seienvy,...,v, €
V. Dann sind folgende Aussagen aequivalent:
(i) v1,...,v, sind linear unabhaengig;
(i) v1,...,v, sind ein Erzeugendensystem von V ;
(iti) v1,...,v, sind eine Basis von V.

Proof. (iii) = (i),(ii) ist klar von der Definition.
(i) = (iii): Aufgrund von Theorem [3.3.19| koennen wir {v1,...,v,} zu einer Basis von V erweitern.

Aber jede Basis von V hat n Elemente, daher ist {vy,...,v,} selber eine Basis.

(i) = (iii): Aus Theorem folgt, dass {vi,...,v,} eine Basis enthaelt. Aber jede Basis von V
hat n Elemente, daher ist {vy,...,v,} selber eine Basis. O
Satz 3.3.24. Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum, und es seien vy,...,vx € V.

(i) Wenn k <n, dann sind vy, ...,v; kein Erzeugendensystem fuer V.

(ii) Wenn k > n, dann sind vy, ..., v linear abhaengig.
Proof. (i) Nimm an, dass vq,...,v; ein Erzeugendensystem fuer V ist. Dann enthaelt es eine Basis
(Theorem . Da aber jede Basis n Elemente enthaelt, erhalten wir einen Widerspruch.

(ii) Nimm an, dass v, ..., v linear unabhaengig sind. Dann koennen wir {vy, ..., v} zu einer Basis
von V erweitern (Theorem . Aber jede Basis enthaelt n Elemente, was wiederum einen Wider-
spruch ergibt. O

Beispiele 3.3.25.

(1) Zurueck zum Beispiel (3): es folgt direkt von Satz dass alle n 4+ 1 Vektoren in R"
linear abhaengig sind.

(2) Essei V der Vektorraum aller reellen Folgen. Wir koennen jetzt beweisen, dass V' nicht endlich-
dimensional ist: fuer n > 1 sei F,, die Folge, deren nter Wert eine 1 ist und alle anderen Werte
null sind. Dann ist die unendliche Menge {F,, : n > 1} linear unabhaengig. Es folgt aus
Proposition (ii), dass V nicht endlich-dimensional sein kann.

16Man kann zeigen, dass R ein unendlich-dimensional Q-Vektorraum ist. Diese haengt eng mit der sogenannten Kon-
tinuumshypothese zisammen.
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3.4. Basen von Unterraeumen.

Beachte 3.4.1. FEs sei V' ein Vektorraum und U ein Unterraum von V, und es seien uy,...,un € U.
Wenn uy, ..., u, linear unabhaengig sind als Elemente von U, dann sind sie ebenfalls linear unabhaengig
als Elemente von V.

Satz 3.4.2. Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, und es sei U ein Unterraum von V.
Dann ist U endlich-dimensional, und

mit Gleichheit dann und nur dann, wenn U = V.

Proof. Es sei n = dimg V. Wenn U = {0}, dann ist dimx U = 0 (Beispiel (4)), und die Aussage
folgt.

Nimm also an, dass U # {0}. Sei u; € U, u; # Oy. Dann gibt es zwei Moeglichkeiten: entweder
ist U = (u1): in diesem Fall ist u; eine Basis fuer U, d.h. dimg U = 1, und die Aussage folgt. Oder
(u1) C U: dann waehle ug € U — (u;). Es folgt von Satz dass u1, us linear unabhaengig sind.

Dann gibt es wieder zwei Moeglichkeiten: entweder ist U = (uq, u2); in diesem Fall sind u,us einen
Basis von U. Oder (uj,us) € U; in diesem Fall waehlen wir ein ug € U — (uy, us) usw.

Aufgrund von Satz [3.3:24] muss dieser Prozess nach hoechstens n Schritten enden. Wir erhalten also
eine Liste wuy,...,ur fuer k& < n von linear unabhaengigen Vektoren so dass U = (uy,...,u). Es folgt
von der Definition, dass u1, ..., u eine Basis von U sind. Daher gilt

dimg U =k <n=dimg V.

Wenn U = V| dann gilt natuerlich £ = n. Nimm umgekehrt an, dass £ = n. Die Vektoren uq, ..., u
sind eine Basis fuer U und daher linear unabhaengig; sie sind ebenfalls linear unabhaengig als Elemente

von V' (Note [3.4.1)). Dann folgt von Satz [3.3.23] dass sie eine Basis von V sind, und daher U =V. O

Wir haben in Theorem [3.2.10] gesehen, dass sich aus zwei Unterraumen U, W von V die Unterracume
UNW und U+W bilden lassen. Was koennen wir ueber deren Dimensionen sagen? Die naive Vermutung,
dass dim(U + W) = dim U + dim Wgilt, ist (im allgemeinen) falsch: wenn beispielsweise U = W < V
und U # {0}, dann gilt

dim(U + W) =dimU < 2dimU.

Sehen wir uns ein weiteres Beispiel an, um die Phaenomene, die auftreten koennen, besser zu verstehen:

Beispiel 3.4.3. Betrachte den Vektorraum R* mit der Standardbasis e1, es, €3, 4.
o Es seien U = (eq, e2) und W = (e3). Dann ist
U + W = <61, €2, €3>,
die Vektoren eq, eq, e3 sind linear unabhaengig, und daher gilt
dim(U+W)=3=2+1=dimU + dim W.
e Es seien nun
U' = (ea, e3) und W' = (es + €3, €4).
Insbesondere gilt dim U’ = dim W’ = 2. Per Definition gilt
U/ + WI - <62,€3, ey + €3, 64>~
Nun sind die Vektoren eq, es, e3,es + €3, e4 offensichtlich nicht linear unabhaengig: es + e3 €
<62, €3, €4>7 d.h.
U/ + W/ = <62, €3, 64>,
und wir wissen, dass die Vektoren es,es, e4 linear unabhaengig sind. Daher ist U’ + W’ 3-
dimensional. Was ist passiert?
Der Grund, warum dim(U’ + W') < dimU’ 4+ dim W', ist der, dass die Schnittmenge von
U’ und W’ nicht der Null-Vektorraum ist: der Vektor es + e3 ist sowohl in U’ als auch in W'

enthalten, und er ist einen Basis fuer U’ N W' (Uebung), d.h. dimU’ N W’ = 1. Haben Sie eine
Vermutung, wie die allgemeine Formel fuer dim(U’ + W) lautet?

Theorem 3.4.4. Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, und es seien U,W Unterraeume von
V. Dann gilt
dim(U 4+ W) =dimU + dim W — dimU N W.
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Proof. Es seien dimg U = ¢, dimg W = m und dimg (U N W) = k. Waehle eine Basis v1,..., v, von
U NW. Aufgrund von Theorem [3.3.19| koennen wir diese Basis zu Basen

VlyevosUky Uty oy Up—fs bzw. v1,..., V%, W1, ..., Wim—k
von U, bzw. von W erweitern. Wir behaupten nun, dass
Viyeo oy Uy Uy e oo yUp—f, Wy e v oy W —k

eine Basis ist von U + W.
DaU+W={u+w: ueU we W} ist klar, dass

U4W = (U1, Uk, Uty e ooy U gy Wy - e oy Win— ko)
Wir zeigen die lineare Unabhaengigkeit. Nimm an, dass
avr + o+ g+ frun + o Bemgue—k + w1 + 0+ Yk Wim—k = Oy
Dann folgt, dass
1v1 + - F Qg+ Brun + o+ Bk = — (w1 + o Ym—kWim—k)-

Beachte nun, dass die linke Seite dieser Gleichung in U ist, die rechte aber in W. Schreibe z = ajv; +
s apug 4 frur + -+ Bo—gue—g. Dann gilt x € UNW. Da vy, ..., v einen Basis ist fuer U N W, gibt
es d1,...,0, € K, so dass

x=01v1 + - - + O Vk.
Aber ebenfalls gilt z = —(y1w1 + - + Ym—kWm—k), SO dass

01v1 + -+ 0kvp + N1wr + - A Yk Win—k = Ov.

Da vy,...,v5, w1, ..., wn_ eine Basis von W ist, folgt daraus, dass
51 :-.-:5k:/yl :.-.:’Ym_k:O.
Daher gilt
a1y + - o + Brug + -+ Bepue—g = Oy
Nun ist aber vq,...,vg, u1,...,us_i eine Basis von U, daher folgt
ar=--=ap=Pi=-=Fey=0.

O

Warnung 3.4.5. Es ist nicht wahr, dass fuer drei Unterraeume U, W, X von V folgende Formel giltm
dim(U+W+X) =dimU+dim W+dim X —dim(UNW) —dim(UNX) —dim(VNX) +dim(UNWNX).

Finden Sie ein Gegenbeispiel, indem Sie geeignete Unterraeume von R? betrachten. Hier ist ein Gegen-
beispiel: es sei V = R2, und wir betrachten die drei ein-dimensionalen Unterraume

(15) U= {e), W = (ea), X = (e1 +e2).
Dann ist U + W + X = R?, und

UNnW=wWnX=XNnU=XNnWnX = {0},
d.h. in erhalten wir 2 = 3E|

Philipp Steiner und Marco Vaccaro haben eine schoene Formel fuer den Schnitt von beliebeig vielen
Unterraeumen gefunden; sie ist allerdings nicht symmetrisch in den A;’s.

Korollar 3.4.6. Es sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum, und es seien U, W Unterraeume von
V. Dann sind folgende Aussagen aequivalent:
(i) dim(U + W) = dim U + dim W;
(i) dim(U NW) = 0;
(isi) UNW = {0y }.
(iv) fuer jedesv € U+ W gibt es genau ein u € U und w € W so dass v = u + w;
(v) die Gleichung u+ w =0y mitu € U und w € W hat u = w = Oy als einzige Loesung.

L7Selbst viele professionelle Mathematiker wissen das nicht!
18Das Problem ist, dass im allgemeinen

U+W)NXAUNX+WnX.
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Proof. (i) < (ii): folgt direkt von Theorem [3.4.4]
(ii) < (iii): klar, da es genau einen Vektorraum der Dimension null gibt.
(iii) = (iv) Es sei v € V, und nimm an, dass es u,u’ € U und w,w’ € W gibt, so dass
v=u+w=u +w.
Dann gilt v — v = w' —w. Nunist u — v € U und v’ —w € W, d.h.
u—u,w —welUnNW.
Da UNW = {0y}, folgt dass v = v/ und w = w'.

(iv) = (v): die Gleichung u + w = Oy hat die Loesung u = w = Oy, und da U, W Unterraeume sind,
elthalten beide das Element 0y. Indemn wir nun (iv) auf v = 0y andwenden, sehen wir, dass dieses die
einzige Loesung ist.

(v) = (iii): nimm an, dass (iii) nicht wahr, ist, d.h. es gibt einen Vektor v € U N W, der nicht der
Nullvektor ist. Dann gilt

Oy = v+ (—v),
und v € U und —v € W, was einen Widerspruch zu (v) ist. (]

Definition 3.4.7. Es seiV ein K-Vektorraum und U < V. Ein Unterraum W <V ist ein Komplement
von U wenn V. =U+W und UNW = {0}.

Warnung. Es ist nicht wahr, dass das Komplement von U <V gegeben ist durch V — U!
Satz 3.4.8. Es sei U < V. Dann gibt es einen Unterraum W <V, der ein Komplement zu U ist.
Proof. Es sei u,...,up eine Basis von U. Aufgrund von Theorem [3.3.19] wissen wir, dass wir diese

Basis von U zu einer Basis von V erweitern koennen: es gibt Vektoren ws,...,w, € V, so dass
Up,y ..y Ug, W, ..., Wy eine Basis von V ist. Es sei W = (wy, ..., wy,). Dann ist W ein Komplement von
U: da uq,...,ep,wy,...,w, eine Basis von V ist, gilt V = U + W. Nimm nun an, dassv € UNW.
Dann gibt es Skalare aq,...,ay und Aq,..., A, so dass

4 m
V= E ;U = E )\jw]‘
i=1 j=1

= a1vy + -+ apup — (Awr + - F Apw) = 0y
= ap=-=ar=A\ =\, =0,
da die Vektoren uy,...,es, wy,...,w,, liear unabhaengig sind. [l

Beispiel 3.4.9. Essei V =R? und U = (e;). Es sei w € V ein Vektor, so dass u,w linear unabhaengig
sind (d.h. w ist kein Vielfaches von e;). Dann ist W = (w) ein Komplement von U.

Bemerkung 3.4.10. Das Komplement eines Unterraumes ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmdt.

So it in Beispiel |3.4.9 z.B. {(e2) ein Komplement von U. Das Gleiche gilt fuer <(})> oder fuer

()
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3.5. Zusammenfassung der Rechenmethoden. Wir haben in den vorherigen Abschnitten gesehen,
dass wir lineare Gleichungssysteme fuer die Analyse von Vektorracumen benutzen koennen. Hier ist eine
Zusammenfassung der bisherigen Ergebnisse: es sei V = K™ und vy,...v, € V.

(1) Gegeben seiw € V. Ist w € (vy,...,v0p,)7

Antwort: w € (vq,...,v,) ist aequivalent zu der Aussage: es gibt A1,..., A, € K, so dass
(16) W= A1+ ... \Un.
wq Qa1j
Schreiben wir w = und v; = fuer 1 < j < n, dann ist aequivalent zu
Wm Amj
folgendem linearen Gleichungssystem:
a1 ... Q1p A1 w1y
Aml - Qmn An Win,

das wir mit Hilfe der reduzierten Zeilenspaltenform loesen koennen.

(2) Koennen wir bestimmen, welche Vektoren in (vy,...,v,) enthalten sind?
b1
Antwort: es sel b = : ein beliebiger Vektor in V. Dann betrachten wir das lineare Gle-
bm
ichungssystem
ail . A1n )\1 bl
Aml - Qmn An b
und bestimmen, fuer welche Vektoren b eine Loesung existiert.
(3) Koennen wir bestimmen, ob vy,..., v, linear unabhaengig sind?
Antwort: vy, ..., v, sind genau dann linear unabhaengig, wenn das lineare Gleichungssystem
ail . A1n )\1 0
Am1  ---  Qmn An 0
A1 0
nur die triviale Loesung | : | = [ : | besitzt.
An 0
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3.6. Zeilen und Spaltenraeume.

Bemerkung 3.6.1. Wir koennen ein Element von K" entweder als Zeilen- oder Spaltenvektor mit n
Werten schreiben.

Definition 3.6.2. Es seien m,n > 1 und A € M,,,«n(K). Es seien uq,...,u, € K" die Zeilen von A
und vy, ...,v, € K™ die Spalten von A. Wir definieren

Zeilen(A) =(uq, ..., um) < K",
Spalten(A) =(vy,...,v,) < K™.
Was koennen wir ueber die Dimensionen dieser Unterraeume sagen?
Definition 3.6.3. Wir definieren
Zeilenrang(A) = dimg Zeilen(A),
Spaltenrang(A) = dimg Spalten(A).
Beispiele 3.6.4.

(1) Fuer A = (_11 ;2 _11> gilt

Zeilenrang(A) = 1 = Spaltenrang(A).

2 .
_1) gilt

(2) Fuer die Matrix B =

Zellenrang (B) = 2 = Spaltenrang(B).

-2

(3) Fuer die Matrix C = 1 2 1 | gilt

0
Zellenrang (C) = 3 = Spaltenrang(C).

Zellenrang (D) = 2 = Spaltenrang(D).

(5) Fuer die Matrix E = gilt

1
0
0
1
(4) Fuer die Matrix D = (0 -1 2 gilt
0

Zeilenrang(E) = 1 = Spaltenrang(F).
Was faellt ihnen auf?
Hier ist das erste wirklich ueberraschende Resultat in diesem Kurs{®
Theorem 3.6.5. Es seien m,n > 1 und A € My, xn(K). Dann gilt
Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A).
Fuer Matrizen in reduzierter Zeilenspaltenform ist dieses Resultat offensichtlich.
Lemma 3.6.6. Theorem[3.6.4 gilt, wenn A in reduzierter Zeilenspaltenform ist.

Proof. Aufgrund der Definition hat A folgende Form: [picture]

Es seien j; < -+ < j, die Nummern derjenigen Spalten, die eine fuehrende Eins enthalten.

Es seien uq,...,u, die Zeilenvektoren, die einen von Null verschiedenen Eintrag enthalten. Dann
enthaelt jede dieser Zeilen eine fuehrende 1, und die Zeilenvektoren sind linear unabhaengig, weil V1 <
k < r der erste von null verschiedene Eintrag von uy, die fuehrende 1 an der Stelle j ist, und j; < --- < j,.
Mit anderen Worten,

Zeilenrang(A) = r.

Lch gebe zu, dass ich es intuitiv immer noch nicht wirklich verstehe.
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Was gilt fuer den Spaltenrang? Die Spaltenvektoren vj,,...,v;, sind ein Erzeugendensystem von
Spalten(A); tatsaechlich sind sie die ersten r Standardvektoren ey, ..., e, der Standardbasis eq,..., ey,
von K™. Sie sind linear unabhaengig und daher eine Basis von Spalten(A), d.h.

Spaltenrang(A4) = r.
O

Der Beweis fuer eine beliebige Matrix A ist ziemlich kompliziert. Um die Aussage elegant beweisen
zu koennen, brauchen wir die Theorie von linearen Abbildungen.

Bemerkung 3.6.7. Lasse Raeuftlin, Sofia Espina und Ruben Leuzinger haben ein Beispiel gefunden,
dass sich das Resultat nicht auf Wuerfel uebertragen laesst: betrachte den (2 x 2 x 2) Wuerfel A = (a;jx),

fuer den
2 2 1 2
A17j7k = <2 2> und Agyj,k = (2 1) .

Dann sind der Zeilen-und Spaltenrang von A j i gleich 1, aber der Zeilen- und Spaltenrang von A; 1 i
gleich 2.
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4. LINEARE ABBILDUNGEN

4.1. Definition und Beispiele.

Definition 4.1.1. Es seien V,W Vektorraecume ueber K. Eine Funktion T : V — W ist eine lineare
Abbildung, wenn sie folgende Bedingungen erfuellt:

(i) es gilt T(v1 +v2) = T(v1) + T(v2) fuer alle vi,ve € V;
(i) es gilt T(aw) = aT(v) fuer allveV, a € K.

Mit anderen Worten, T respektiert die Vektoraddition und Skalarmultiplikation.
Eine lineare Abbildung T : V — V st ein Endomorphismus von V.

Bemerkung 4.1.2. Wir schreiben manchmal Tv anstatt T(v).

Beispiele 4.1.3.

(1) Es sei V ein Vektorraum. Die Identitaetsabbildung idy : V' — V| v — v ist linear.
(2) Es seien V, W Vektorraeume. Die Null-Abbildung V' — W, v +— Oy ist linear.
(3) Es sei K[x]=" der Vektorraum aller Polynome vom Grad < n. The Ableitungsabbildung

D: K[x]S” — K[a:]gn, ag 4+ a1z + - + apz™ — aq + 2002 + - - + napz™

ist linear.
(4) Es sei V der Vektorraum aller Fibonacci Folgen. Dann ist die Verschiebungsabbildung (c.f.

Proposition [1.1.15)) linear.
(5) Essein >1und V = M, «,(K). Definiere die Spur-Abbildung

Tr:V — K, A = (aij)1<ij<n F 011+ - + Qna.
Dann ist Tr linear.
Das folgende Beispiel zeigt, dass Matrizen eine wichtige Quelle von linearen Abbildungen sind.
Definition 4.1.4. Es seien m,n > 1 und A € My, «xn(K). Definiere die Abbildung

T a1 PN A1n T
Tq: K" = K™, o =
Ty am1i - -.- Amn Tn

Lemma 4.1.5. Die Abbildung T4 ist linear.
Proof. Uebung. ]

Bemerkung 4.1.6. Eine Abbildung T : V — W ist genau dann linear, wenn
T(Oél’Ul + OéQUg) = (X1T(’U1) + O(QT(UQ)
fuer alle vi,vo € V und a1, a0 € K.

Satz 4.1.7. Es seien V,W Vektorraeume ueber K und T : V — W eine lineare Abbildung.
(i) Es seien vy,...,v, €V und aq,...,a, € K. Dann gilt
T(oqvr + -+ apvy) = a1 T(v1) + - - + @, T(vp).
(Zl) FEs gilt T(Ov) = OV[/)

Proof. (i) ist klar.
(ii) Es gilt
T(Oy)=T(0-0y) =0-T(0v) = Ow,

wobei die letzte Gleichung von Satz (2) folgt. O
Korollar 4.1.8. Es seien V,W Vektorraeume ueber K, V endlich-dimensional, und es sei vi,...,vUp

eine Basis von V. Es sei T : V. — W eine lineare Abbildung. Dann ist T durch T(vy),...,T(vy)
eindeutig bestimmit [

20Mit anderen Worten, wenn wir T'(v1),. .., T(vs) kennen, dann kennen wir auch T'(v) fuer alle v € V.
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Proof. Es sei v € V. Da vq,...,v, eine Basis ist, schreiben wir v als Linearkombination v = Z?:l Q5.
Dann gilt aufgrund von Satz (i)

T(U) = ZO@T(W),
i=1
was zu beweisen war. O

Tatsaechlich koennen wir auf diese Weise lineare Abbildungen konstruieren:

Theorem 4.1.9. Es seien V,W Vektorraeume ueber K, V endlich-dimensional, mit Basis vy,...,Vn.
Es seien wy, ..., w, € W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung T :V — W so dass

T(v;) = w; V1<i<n.

Proof. Wir definieren die Abbildung T" wie folgt: es sei v € V. Da vy,..., v, eine Basis ist, koennen wir
v eindeutig als Linearkombination v = Y _." | a;v; schreiben. Wir definieren

T(w) = Z QW
i=1
Dann ist T wohl-definiert, da die Linearkombination eindeutig ist, und bei Definition gilt T'(v;) = w;.

Ueberpruefen wir, dass T linear ist:

e Wenn v,v’ € V, schreiben wir

Dann gilt

n n
= E QWi + E Biw;
i=1 =1

=T()+T®).
e Wenn v => ", a;v; € V und 8 € K, dann gilt

T(ﬁv) =T (ﬂiaw,)

i=1
=BT (v)
Die Eindeutigkeit von 7" folgt von Korollar O
Warnung. Das Theorem ist im Allgemeinen falsch, wenn vy, ..., v, ein Erzeugendensystem aber

nicht liienar unabhaengig ist. Betrachte z.B. das Erzeugendensystem e, ez, e; + es € R2. Gibt es eine
lineare Abbildung 7 : R? — R, die jeden dieser Vektoren auf 1 abbildet? Nein, denn

0= T(ORQ) = T(61 + e — (61 4+ 62)) = T(61) + T(eg) — T(61 =+ 62) =1,
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was einen Widerspruch ergibt.

Noch eine weitere Eigenschaft von linearen Abbildungen ist wichtig: lineare Abbildungen lassen sich
verknuepfen.

Lemma 4.1.10. Es seien T :V — U und S : U — W lineare Abbildungen. Dann ist die Abbildung
SoT: VW
ebenfalls linear.
Proof. Es seien v1,v2 € V und ay,as € K. Dann gilt
SoT(agvy + agva) = S(T(a1v1 + asva))

= S(a1T(v1) + axT(v2))

= 15T (v1) + a2ST (vg)

=a1So0T(v1) + S o T (vg).
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4.2. Kernel and Image.

Definition 4.2.1. Es seien V,W Vektorraeume ueber K, und es sei T : V. — W eine lineare Abbildung.
(1) Der Kern von T ist
ker(T)={veV: Tw)=0w} CV.
(2) Das Bild von T is

Beispiele 4.2.2.

1 01

(1) Essei A = [—-1 1 0, und es sei T4 : R* — R3 die dazugehoerige lineare Abbildung
-1 2 1
(Definition . Was ist ker(T4)? Per Definition ist
1
ker(Ta) =<z = |22 | : Az =0gs ;,
z3

d.h. ker(T4) ist die Loesung eines linearen Gleichungssystems. Wir haben die Loesung dieses
Gleichungssystems bereits in Beispiel [3.3.5] bestimmt: die Loesung ist

-1
ker(TA) = < -1 >
1
Was ist im(7T4)? Laut Definition ist
im(Ta)={b=|by|: Iz €R3s0dassAd.x =b

Auch dieses haben wir in Beispiel bereits bestimmt: b € im(T4) genau dann, wenn by =
2bs 4 by, mit anderen Worten

1 0
im(TA)_< 0], (1 >
1 2

1 1
(2) Esseinun B= [ -1 0|, und es sei T : R? — R3 die dazugehoerige lineare Abbildung. Eine
2 1

einfache Rechung zeigt, dass
ker(Tp) = {Ogz2}.

Lemma 4.2.3.

(1) ker(T) ist ein Unterraum von V.
(2) im(T) ist ein Unterraum von W.

Proof. Wir benutzen Satz [3.2.2]
(1) Es folgt von Satz [£.1.7, dass T(Oy) = Ow, d.h. Oy € ker(T). Es seien nun u,v € ker(T) und
A€ K. Da T linear ist, gilt

T(u+ Av) =T(u) + AT (v) = Ow + A0y = Ow,

d.h. w+ Av € ker(T).
(2) Da T(0y) = Ow, sehen wir, dass Oy € im(T). Es seien nun wi,we € im(7T); dann gibt es
vy,vg € V, s0 dass T'(v;) = w; fuer i = 1,2. Es sei nun A € K. Dann gilt

w1 + Awe = T(v1) + AT (vg) = T(v1) + T (Ave) = T'(v1 + Ava),
d.h. wy + Awsy € im(T). O
Beispiel 4.2.4. Es sei A € M, x,(K), und wir betrachen das homogene lineare Gleichungssystem
S: Az = Ogm.

Dann ist L(S) = ker(T4) ein Unterraum von K™.
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Satz 4.2.5. Fs sei T : V. — W eine lineare Abbildung. Wenn V endlich-dimensional ist, dann sind
auch ker(T) und im(T') endlich-dimensionalﬁ

Proof. Die Aussage fuer ker(T) folgt von Satz

Um die Aussage fuer im(7T') zu beweisen, benutzen wir Korollar es sei vy, ..., v, eine Basis von
V. Dann folgt aus dem Korollar, dass T'(vy),...,T(v,) ein Erzeugendensystem von im(7T) ist. Daher ist
im(7") endlich-dimensional. O

Der Kern von T zeigt an, ob T eine injektive Abbildung ist:

Satz 4.2.6. Es sei T : V. — W eine lineare Abbildung zwischen Vektorraeumen. Dann ist T genau dann
injectiv, wenn ker(T) = {0y }.

Proof. =: klar von der Definition.
<: nimm an, dass T'(v) = T'(u) fuer u,v € V. Dann gilt

T(u) — T(v) = 0w & T(u —v) = Oy,

d.h. uw—wv € ker(T). Wenn ker(T) = {0y}, dann folgt daraus, dass u = v, mit anderen Worten T ist
injectiv. O
Beispiel 4.2.7. Die Abbildung Ts aus Beispiel (2) ist injektiv; die Abbildund T4 aus dem gleichen
Beispiel (1) ist nicht injektiv.

Definition 4.2.8. Fs sei T : V. — W eine lineare Abbildung mit V' endlich-dimensional. Der Rang
tk(T") von T ist dimg im(T).

Der folgende Satz bringt rk(7") und die Dimension von ker(7T") miteinander in Verbindung;:

Theorem 4.2.9. FEs seien V,W endlich-dimensionale Vektorraeume ueber K, und es sei T : V — W
eine lineare Abbildung. Dann gilt

dimg V = dimg ker(T") + rk(T).
Proof. Es sei uy, ..., u, einen Basis fuer sker(T). Aufgrund von Theorem [3.3.19| koennen wir es zu einer

Basis uq,...,Up,v1,...,0, fuer V erweitern (d.h. dimg V = n + r). Behauptung: wy,...,w, ist eine
Basis von im(7).

Aufgrund von Korollary ist T durch T'(u1), ..., T (un), T (v1),...,T(v.) eindeutig bestimmt. Da
T(u;) = 0w V1 < i <mn, folgern wir, dass T'(v1),...,T(v,) ein Erzeugendensystem von im(T) ist.

Fuer 1 < i <7 sei w; = T(v;). Wie ueberpruefen lineare Unabhaengigkeit: nimm an, dass

arwy + -+ + apw, = 0y & T(ayvy + -+ + apvy) = Oy
Dann ist v = ajv1 + - -+ + v, € ker(T'), d.h. es gibt f1,...,8, € K so dass
ﬂlul ++Bnun = .
Wir erhalten die Gleichung
avr + -+ o — (ﬁlul + +Bnun) = Oy.

Da die Vektoren linear unabhaengig sind, folgt, dass

= =ap ===, =0,

Insbesondere sind wq, . .., w, linear unabhaengig. O

Korollar 4.2.10. Es set T : V. — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen Vektor-
raeumen. Dann gilt:

(1) Wenn dimW < dim V', dann ist T nicht injektiv.

(2) Wenn dimW > dim V', dann ist T nicht surjektiv.

(8) Wenn dimW = dim V', dann sind folgende Aussagen aequivalent: T bijectiv < T ist injectiv <
T ist surjectiv.

21Wie nehmen hier nicht an, dass W endlich-dimensional ist.
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Proof. (1) Da im(T) < W, gilt rk(T) < dim W. Daraus folgt, dass
dimker(7) = dimV —rk(T) > dimV —dim W > 0

und 7T ist nicht injektiv (Satz [4.2.6)).
(2) Aus Theorem folgt, dass

rkim(7) = dimV — dimker(T) < dimV < dim W,

so dass T nicht surjectiv sein kann.

(3)

T ist injektiv < ker(T) = {0y}
< 1k(T)=dimV
& 1K(T) = dimW
< im(T)=W
< T ist surjektiv

O
Beispiele 4.2.11.

1 -2 11
(1) EsseiA=| 2 0 0 3]|.Dannistdie lineare Abbildung T4 nicht injektiv. Is sie surjektiv?
-1 -1 2 0
1 2 0
(2) Essei B= |0 1 0 Dann ist T bijektiv: wir haben in Beispiel 2.3.3 gesehen, dass
1 0 —1

1 01

B zeilen-aequivalent ist zu der Matrix |0 1 0. Daher ist Ogs die einzige Loesung des
0 0 1

homogenen linearen Gleichungssystems B.xz = Ogs, d.h. ker(T) = {Ogs}.

Folgende Beobachtung ist eine einfache Folgerung von Theorem [1:2.9}
Korollar 4.2.12. Es sei Vein endlich-dimensionaler Vektorraum und T : V. — W eine injektive lineare
Abbildung. Dann gilt fuer jeden Unterraum U von V
Definition 4.2.13. Fine lineare Abbildung T : 'V — W ist ein Isomorphismus, wenn es eine lineare
Abbildung S : W — V gibt, so dass
SoT =idy und ToS =idw;

in diesem Fall schreiben wir S = T71.

Wir sagen, dass V und S isomorph sind, wenn es einen Isomorphismus T : V. — W gibt; in diesem
Fall schreiben wir V=2 W.

Bemerkung 4.2.14. Es sei X die Menge aller Vektorraeume ueber K. Dann ist “2” eine Aequivalen-
zrelation auf X .

Beispiel 4.2.15. Essei V = R[w]SQ. Es sei ey, eg, eg die Standardbasis von R3. Dann koennen wir dank
Theorem folgendermassen eine lineare Abbildung V' — R3 konstruieren: wir wissen, dass 1,z, x>
eine Basis von V ist. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung T : V' — R3? fuer die gilt

T(1) = ey, T(x) = eq, T(x?) = e3.

Um zu zeigen, dass T ein Isomorphismus ist, konstruieren wir eine inverse lineare Abbildung: Definiere

S :R?® = V durch
a

S:|b]| —a+bz+cz’
c
Dann ist klar, dass SoT =idy und T o S = idgs.
Beispiel 4.2.16. Es sei V' der reelle Vektorraum aller Fibonacci-Folgen. Dann definiert die Abbildung
Fap ((bl) einen Isomorphismus V = R2.
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Bemerkung 4.2.17. Ein Isomorphismus T : V — V wird auch Automorphismus genannt.

Bemerkung 4.2.18. Wir koennen den Beweis von Theorem [{.2.9 folgendermassen interpretieren: es
sei X ein Komplement von ker(T) in V. Dann induziert die Abbildung T : V — W einen Isomorphismus
T:X =im(T).

Frage. Ist jede lineare Bijektion T : V — W ein Isomorphismus?

Lemma 4.2.19. Es sei T : V. — W eine bijektive lineare Abbildung. Dann ist die inverse Abbildung
T-1: W — V ebenfalls linear, d.h. jede bijektive lineare Abbildung ist automatisch ein Isomorphismus.

Proof. Es seien wy,ws € W und aq,as € K. Dank Bemerkung muessen wir zeigen, dass
T a1wy + agws) = ay T (wy) + a;lel(wg).
Fuer i = 1,2 sei v; = T~ !(w;). Da T linear ist, gilt
T(a1v1 + agve) = a1T(v1) + aoT(v2) = cywy + asws.
Wenden wir T~! auf diese Gleichung an, dann folgt, dass
T a1wy + agws) = ayv; 4+ aovs = o T Hwy) + T (ws).
O

Beispiel 4.2.20. Um zu zeigen, dass die Abbildung 7' in Beispiel [f.2.15] ein Isomorphismus ist, reicht
es daher zu zeigen, dass sie bijektiv ist. Nun zeigt eine einfache Rechnung, dass ker(T) = {0y}, daher
ist T bijektiv aufgrund von Korollar [4.2.10] (3).

Beispiel 4.2.21. Die Abbildung Tz aus Beispiel 4.2.11 ist also ein Isomorphismus. Was ist die inverse
lineare Abbildung?

Folgendes Theorem ist sehr wichtig: es klassifiziert alle n-dimensionalen K-Vektorracume.
Theorem 4.2.22. Es seien V,W n-dimensionale K -Vektorraeume. Dann gqilt V = W.

Proof. Waehle jeweilige Basen vy, ..., v, und wy,...,w, von V und W. Aus Theorem folgt, dass
es eine lineare Abbildung T': V' — W gibt, so dass T'(v;) = w; V1 < ¢ < n. Dann ist T surjectiv: wenn
awy + -+ -+ apw, € W, dann gilt

T(oivy + -+ apvy) = @rwy + -« -+ + apwy,.
Es folgt von Korollar dass T bijektiv ist und daher dank Lemma ein Isomorphismus. [

Bemerkung 4.2.23. Insbesondere ist jeder n-dimensionale K -Vektorraum isomorph zu K™.
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4.3. Lineare Abbildungen als Matrizen.

Definition 4.3.1. Es sei T : V. — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen K-
Vektorraeumen, und es set B = (vi,...,v,), bzw. C = (w1,...,wy) eine Basis von V, bzw. wvon
W. Die Abbildungsmatrix von T bezueglich der Basen B und C ist die Matriz [T15 = (aij) € Myxn(K),
deren FEintraege definiert sind durch

m
J) =D aijwi.
i=1

Mit anderen Worten, die Eintraege in der Spalte j sind die Skalare, die wir erhalten, wenn wir Tv; als
Linearkombination von wy, ..., w,, schreiben.

Beispiele 4.3.2. Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B = (vy,...,v,).
(1) Die Abbildungsmatrix der Null-Abbildung bezueglich jeder Basis ist die Nullmatrix.

1e ildungsmatrix der Identitaetsabbildung bezueglich der Basis b5 ist die Einheitsmatrix:
2) Die Abbild ix der Identi bbild b lich der Basis B ist die Einhei i
(i) = 1,,.

Beispiel 4.3.3. Es seien nun V = R[z]<* und W = R[z]=?, mit jeweiligen Standardbasen & =
(1,z,2% 2%) und £ = (1,z,2%). Wir betrachten die Ableitungsabbildung D : V — W. Dann ist

0100
D&, =10 0 2 0
000 3

Beispiel 4.3.4. Es sei V der Vektorraum aller Fibonacci-Folgen und S : V' — V die Verschiebungs-
Abbildung. Es sei B die Basis (Fi,0,Fo,1). Dann ist

sE= () 1)

Es sei nun C die Basis (Fi,,,F1,p). In dieser Basis hat S eine besonders schoene Form: sie ist diagonal.

siE= (5 1)-

Wie haengen die beiden Matrizen zusammen? Wir werden diese Frage in Abschnitt [£.5] untersuchen.

Bemerkung 4.3.5. Mit Hilfe der Abbildungsmatriz [T|8 koennen wir sehr leicht berechnen, wohin ein
Vektor v € V' abgebildet wird. Schreibe v als Linearkombination der basis B: v = frvy + -+ + Bpvp, und
es set

7 a1 ... Gin B1

"Ym Am1 e Amn 6n

Dann ist

T(U) = T(Blvl + -+ ﬂnvn)a

I

©
Il
-

BiT (vy)

m
Zaijﬁj Cwj

1=1

[
M:

<.
Il
—

n

I
NE

aijB | - w;s

o
Il

1 \j=1

—’71W1++’mem

Beispiel 4.3.6. Zurueck zu Beispiel Was ist das Bild von einem beliebigen Element v € R[z]<?
unter der Abbildung D? Schreibe v als Linearkombination der Basis £: v = a + bz + c2? + dx®. Dann
gilt
D(v) = aD(1) 4+ bD(x) + ¢D(z?) + dD(z?),
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mit anderen Worten, wir berechnen

=1 2¢
3d

o o

01 00

00 2 0 )
000 3/1,

und dieses sind genau die Koordinaten von D(v) in der Basis £&: D(v) = b + 2cx + 3da?.

Hier ist noch ein Beispiel: Betrachte K-Vektorraeume V und W mit jeweiligen Basen B = (v1,v2)
und C = (wy,wa,ws). Es sei T : V — W die lineare Abbildung gegeben durch
Tvi = 2wy — w3
T’UQ = W1 — W2 — Ws.

Dann ist die Abbildungsmatrix gegeben durch

0 1
mE=[2 -1
-1 -1
Was ist T'(v) fuer v = avy + bvy € V? Laut Bemerkung berechnen wir

0 1 b
=2 -1 (‘;): 2a—b |,
-1 -1 —a—b

T(avy + bug) = bwy + (2a — b)ws + (—a — b)ws.
Dank der Abbildungsmatrix koennen wir die Verknuepfung von linearen Abbildungen mit Hilfe von
Matrizen darstellen:

das heisst,

Satz 4.3.7. Es seien V, W und U drei endlich-dimensionale Vektorraeume ueber K mit jeweiligen
Basen A = (vi,...,v,), B=(w1,...,Wn) und C = (uy,...,up). EsseienT:V =W und S: W = U
lineare Abbildungen. Dann gilt
A
[SoT]e = [SIE - [T1g,
wobei - die Matriz-Multiplikation bezeichnet.

Proof. Schreibe
[T14 = (aij) € Mypun(K),  (bij) = [SIE € Mpum(K), (ci) = [SoTIZ € Mpun(K).

Dann gilt aufgrund der Definition der Darstellungsmatrizen durch

(17) T(vj) = a1jwi + - -+ + AW,
(18) S(wl) = bliul + -+ bpiupa
(19) (SoT)(vj) = crjur + -+ cpjuy

gegeben. Aber (S oT)(v;) ist ebenfalls gegeben durch
(SoT)(v;) = S(T(v;))
= S ((lewl 4+ 4 amjwm)

=a1;S(wi) + -+ am; S(wm)

= E CL” ’LUZ
p
Q5 E bkiuk

k=1

I
:Mg ik

30

P

ZZ szkiuka

das heisst cx; = > ;v briaij, was genau der Wert an der Stelle (k, j) der Matrix [S]5 - [T]# ist. Quod
erat demonstrandum. O
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4.4. Matrizen als Lineare Abbildungen.

Bemerkung 4.4.1. Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorraeume mit jeweiligen Basen B =
(v1,...,0,) und C = (wy,...,wy). Wir haben bereits gesehen, dass jede lineare Abbildung T : V — W
eine Abbildungsmatriz [T)5 hat.

Umgekehrt koennen wir aus einer Matrix A € My, (K) eine lineare Abbildung Ly : V — W kon-
struieren: wir definieren L 4 als die lineare Abbildung V- — W, fuer die gilt

LA(U]') = Zaijwi V1 S] S n.
i=1

Wichtig: Die lineare Abbildung L4 haengt ebenfalls von der Wahl der Basen B und C ab!

Bemerkung 4.4.2. In dem Spezialfall, dass V = K™, W = K™ und B and C die jeweiligen Standard-
basen sind, ist La die lineare Abbildung Ta aus Beispiel [{.1.7)

Lemma 4.4.3. Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorraeume mit jeweiligen Basen B =
(U1, y0,) und C = (w1, ..., Wpy).
(1) Es sei T :V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt Liys =T.

(2) Es sei A € Myxn(K). Dann gilt [La]8 = A: die Abbildungsmatriz bezueglich der Basen B und
C ist A selber.

Proof. Klar von den Deﬁnitionen@ O

Bemerkung 4.4.4. Wir koennen Lemma [{.4.3 folgendermassen zusammenfassen: es gibt eine 1 : 1-
Korrespondenz

(20) {m x n-Matrizen mit Werten in K} <«  {lineare Abbildungen V. — W'}
(21) A — La
(22) [Tg < T

Wichtig: diese 1:1 Korrespondenz haengt von der Wahl der Basen von V und W ab — sie
1st nicht kanonisch.

Satz 4.4.5. Es sei V ein n-dimensionaler K -Vektorraum mit Basis B = (v1,...,v,). EsseiT:V =V

eine lineare Abbildung. Dann ist T genau dann ein Isomorphismus, wenn [T|5 eine invertierbare Matriz

ist. In diesem Fall ist die Abbildungsmatriz von T~ bezueglich der Basis B gegeben durch ([T]g)_l.

Proof. = Nimm an, dass T ein Isomorphismus ist, d.h. es gibt eine lineare Abbildung T :V — V so
dass
ToT '=T"1oT =idy.
Dann gilt aufgrund von Satz [£.377] dass
lidv]E =1, = [T [T713 = [T - [T '1E,
das heisst [T71]% ist die inverse Matrix von [T]5.
< Nimm an, dass A = [T]5 invertierbar ist, d.h. es gibt eine Matrix A1, so dass

A-At=A"1.4=1,.
Dann ist L-1 die inverse Abbildung zu T aufgrund von Satz [£.3.7] gilt
[La1oT)E=[Lan]B-[T)E=A4"1 A=1, =[idv]5,

wobei die zweite Gleichung von Lemma (2) folgt. Daher gilt L -1 o T =idy. Auf aehnliche Weise
koennen wir zeigen, dass T' o L 4—1 = idy . Daher ist T" ein Isomorphismus. U

22Um (1) zu zeigen, weisen Sie nach, dass fuer alle 1 < j < n gilt L[T]zcg(vj) = T'(vj). Fuer (2) berechnen sie den (i, 5)
Eintrag der Matrix [LA]g und zeigen, dass es gleich dem (4, j) Eintrag von A ist.
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4.5. Basiswechsel. Wir wollen nun folgende Frage untersuchen: es sei T : V. — W eine lineare Ab-
bildung zwischen endlich-dimensionalen K-Vektorraeumen, und es seien B = (vy,...,v,) und B’ =
(vi,...,v}), bazw. C = (wy,...,w),) und C' = (w),...,w},) zwei verschidene Basen von V', bzw. von W.

Was ist die Beziehung zwischen den Matrizen [T]5 und [T15,?

Definition 4.5.1. Es sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum mit Basis B = (v1,...,vn). Es
sei B = (v},...,v),) eine andere Basis von V, und es sei A = [id]8,, d.h. A = (a;;) ist die Matriz, deren

Eintraege definiert sind durch die Gleichungen
n
v = Zaijvg fuer 1 < j <n.
i=1

Die Matriz A heisst Basiswechselmatrix von B nach B'.

Bemerkung 4.5.2. Wir koennen mit Hilfe der Basiswechselmatriz A = [id], eine Linearkombination
bezueglich der Basis B als eine Linearkombination bezueglich der Basis B’ ausdruecken: es sei v =
a1v1 + -+ ayvn, € V. Dann gilt
v =[]+ + Baoy,,
wobei
B air ... Qin aq

5n anl e Ann Qp,

Satz 4.5.3. Die Basiswechselmatriz [id]%, ist invertierbar, mit Inversem

-1

(5 ™ = .
Proof. Von Theorem folgt, dass
[(id]E = L1, = [id]§ o id]§
()5 =1, = [id]5 o [id]%.
O

1

Beispiel 4.5.4. Es sei B = ((O

> , <§> ), und es sei £ = (ey, e2) die Standardbasis von R?. Dann ist

= (g 7).

Wir koennen natuerlich auch die Basiswechselmatrix von B’ nach B betrachten: es gilt

. 1 -2
id]g = (0 1 ) .
Wir ueberpruefen Satz

b6 )6 D66

Theorem 4.5.5. EsseiT : V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen K - Vektorraeumen,
und es seien B = (vy,...,v,) und B' = (v{,...,v}), bzw. C = (wy,...,Wn) und C' = (wi,...,w,,) zwei
verschidene Basen von V, bzw. von W. Dann gilt

(718 = lidwlé, - [TIE - lidv]§
Proof. Das Theorem folgt durch mehrfache Anwendung von Satz [1.3.7]

Alternativ koennen Sie ovn den Definitionen argumentieren: let A = [T]5, P = [idv]g/ and Q =
[idw]g/. Diese Matrizen sind durch folgende Eigenschaften definiert (vergl. Definition und Beispiel
4.3.2| (3)):

Vg = Previ + -+ Paetn,
T(Uk) =ajpwy+ -+ AmkWm,,
wj = qujwi + -+ Gy,
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fuer alle 1 < k,/ <nund 1 < j <m. Dann gilt

T(vy) =Y preT(vr)
k=1

n m
= E E PkeGjpW;
k=1j=1

m

n m
(23) = Z Z Zpkéajk%'jw;

k=1 j=1 i=1
Aber B=T ]é?,/ ist die Matrix mit der Eigenschaft, dass
T(’U@/) = bl[wll + -4 bmgw;n.
Indem wir die Formeln und vergleichen, erhalten wir
(24) bi¢ = Z Zpkwjk(hj~
k=1 j=1
O
Bemerkung 4.5.6. Wir koennen Theorem [{.5.5 folgendermassen zusammenfassen: T : V. — W eine
lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen K -Vektorraeumen, und es seien B und B, bzw. C und

C’ zwei verschidene Basen von V', bzw. von W. Dann gibt es invertierbare Matrizen P € My, x,(K) und
Q S mem(K); so dass

[TIE = Q- [T - P.

Hier ist P die Basiswechselmatriz von B' nach B und Q die Basiswechselmatriz von C nach C'.

Als Spezialfall erhalten wir einen Formel fuer die Matrix eines Endomorphismus nach Basiswechsel:

Korollar 4.5.7. Es sei T : V. — V ein Endomorphismus, und es seien B = (v1,...,v,) und B =
(vi,...,vh) Basen von V. Es sei P = [id]8,. Dann gilt

(T3 = [ - [T)3 - [id]3 -
Beispiel 4.5.8. Es sei A = é 712 , und wir betrachten die Abbildung T4 : R? — R2. Mit anderen

Worten, wenn £ = (e, e2), dann gilt
A= [Tal.

Es sei nun B = (v1,v2) = ((é) , <?)> (vergl. Beispiel

der Basis B? Es gilt
. 1 2 . 1 -2
[id]8 = (0 1) und [id]§ = (0 1 ) .

Von Korollar [4.5.7] erhalten wir

mig =it = (o ) )6 1) =3 %)

Diese Matrix bedeutet, dass

=

.5.4). Was ist die Matrix von T4 bezueglich

Tha vy — =301 + 209 und Ta : vy — —10v1 + 4ws.

Beispiel 4.5.9. Wir koennen jetzt einige der Rechnungen mit Fibonacci Folgen besser verstehen: es
seien B = (Fi,0, Fo,1) und C = (Fi 4, F1,y) Basen des Raumes V' von Fibonacci-Folgen, und es sei
S :V — V die Verschiebungsabbildung. Wir haben bereits gesehen, dass

sE= () 1)

Die Basiswechselmatrix von B nach C ist gegeben durch

(. )
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mit inverser Matrix

Daher gilt
[S]¢ = [id]¢ - [S] - lid] =

Sl
—

PRI [EISE (3
p -1 1 1 0 Y 0 v)’
wie erwartet. (Rechnen Sie nach!)
Definition 4.5.10.
(1) Zwei Matrizen A, B € M, x,(K) sind aechnlich, wenn es eine invertierbare Matriz P € My, x,(K)
gibt, so dass
B=P ' AP
(2) Zwei Matrizen A, B € M, xn(K) sind &quivalent, wenn es invertierbare Matrizen P € My, xm (K)

und Q € My, (K) gibt, so dass
B=P.-A.Q.

Beispiele 4.5.11.

(1) Die Matrizen <(1) 1> und (0 ¢> aus Beispiel 4.5.9|sind aehnlich.
(2) Die Matrizen A = (; (1) _01> und B = ( é) sind aequivalent, weil
1 1 0
B= (_11 (1)) CA-|001 1
0 0 1

Satz 4.5.12.
(1) ‘Aehnlichkeit’ definiert eine Aequivalenzrelation auf Myyxn(K).
(2) ‘Aquivalenz’ definiert eine Aequivalenzrelation auf My, xn(K).
Proof. Wir beweisen (1); der Beweis von (2) isteine Uebung. Schreibe A ~ B wenn A aehnlich zu B ist.
e Esgilt A~ A, da A=1,141,.
e Wenn A ~ B, dann gilt
B=pP ' AP = A= P H'BpH
und daher B ~ A.
e Wenn A ~ B und B ~ C, dann gibt es invertierbare Matrizen P, (Q so dass
B=P1'AP wd C=Q'BQ,
woraus folgt, dass
C=Q '"P'APQ=(PQ)'APQ,
d.h. A~ C.
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4.6. Eine Bemerkung zu Koordinaten. Viele von Thnen haben wahrscheinlich in der Schule gelernt,
dass ein Vektor gleichbedeutend ist mit einem Spaltenvektor. Das ist allerdings nur bedingt richtig.
Richtig ist: die Menge aller Spaltenvektoren der Laenge n mit Koeffizienten in einem Koerper K ist ein
Vektorraum, naemlich K. Allerdings gibt es noch viele andere Vektorraeume.

Ein Vektor ist zunaechst nur ein Element u eines Vektorraums V. Nachdem wir eine Basis B =
(v1,...,v,) gewaehlt haben, koennen wir u einen Spaltenvektor zuordnen: schreibe u als Linearkombi-
nation bezueglich der Basis,

U= V1 + -+ QpUp a e KV1<i<n.

aq
a2
Dann sind die Eintraege des Vektors | . | € K™ die Koordinaten von u bezueglich der gegebenen Basis.

an
Wenn wir die Basis von V' aendern, dann aendern sich natuerlich auch die Koordinaten von u: die neuen
Koordinaten sind gegeben durch die Formel in
Formal laesst sich das folgendermassen formulieren:
Satz 4.6.1. FEs sei B eine Basis von V. Definiere
Py : V- K"
als die Abbildung, die einen Vektor auf seinen Koordinaten bezueglich der Basis B abbildet. Dann ist ®g

ein nicht-kanonischer Isomorphismus.

Proof. Da B eine Basis ist, laesst sich jeder Vektor eindeutig als Linearkombination der Basiselemente
schreiben. Daher ist @5 injektiv. Um zu zeigen, dass sie surjektiv ist, konstruieren wir eine inverse
Abbildung: es sei B = (v1,...,v,). Definiere

Up: K" =V,
aq
= QiU+t QU
Qnp
Dabher ist 5 surjektiv und daher ein Isomorphismus aufgrund von Lemma 4.2.19. (]
Wenn wir nun Vektorraecume V und W haben mit jeweiligen Basen B = (vq,...,v,) und C =

(wi,...,wy), und es ist A € M,,xn(K), dann koennen wir die lineare Abbildung L, : K® — K™
aus Bemerkung [1.4.1] folgendermassen mit der Abbildung T4 : K™ — K™ in Verbindung bringen: es gilt

LA:\IJCOTAo(I)Ba

das heisst, L4 ist definiert als die Komposition

o5

v 2E g TaL gm e
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4.7. Zeilenrang gleich Spaltenrang. Wir koennen jetzt den Satz aus Abschnitt[3.6|beweisen, naemlich
dass fuer jede Matrix A € M,,x,(K) gilt

(25) Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A).
Der Beweis erfordert etwas Vorbereitung. Wir beginninen mit folgenden Bemerkungen:

Bemerkung 4.7.1. Von Definiton 4.1.4 wissen wir, dass wir von A eine lineare Abbildung Ty : K™ —
K™ erhalten. Es seinen & und F die jeweiligen Standardbasen von K™ und K™. Dann folgt von Lemma

4.4.3@ dass
[TaF = Al
Bemerkung 4.7.2. Es gilt
im(T4) = Spalten(A)
und daher tk(T4) = Spaltenrang(A).

Theorem 4.7.3. Es sei A € My, x,(K), und es sei r = Spaltenrang(A). Dann gibt es invertierbare

Matrizen P € My, xn(K) und Q € My, xm(K), so dass QAP die Form (Olr 8TXS> hat, wobei s = n—r
tXr tXs

undt =m —r.

Proof. Es sei (uq,...,us) eine Basis fuer ker(T4). Wie in dem Beweis von Theorem erweitern wir
die Basis zu einer Basis

B=(v1, ..,V U1, .., Us)
von K™. Dein Einfachheit halber sei v,4; = u; fuer 1 <i <'s, d.h.
B = (v1,...,0p).
Fuer 1 <4 <7 sei w; = La(v;); dann ist (wy,...,w,) eine Basis von im(Ty4). Wir erweitern diese Basis
zu einer Basis
C= (W1, oy, Wpy Wyg1,.-e, W)

von K™.
Was ist die Matrix von T4 bezueglich der Basen B und C? Schreiben wir [T4]5 = (c;;), dann gilt per
Definition
TA(Uj) = C1jW1 + *** F CmjWin-
Nun wissen wir aber, dass
w; fuer1 <j<r
Ta(v)) = { ; S

Opm fuerr<j<n

Mit anderen Worten,

= (g ).

0t><7" 0t><s

Nun wissen wir von Theorem [1.5.5] dass
[TA)E = [idscn]Z - [Talf - fidicn ]2
Da [T4]% = A, erhalten wir das Resultat fuer Q = [idxm]Z und P = [idgn]E. O
Dieses Theorem hat eine interessante Konsequenz: erinnern Sie sich (Def. 2)), dass zwei

Matrizen A, B € My, xn(K) aequivalent sind, wenn es invertierbare Matrizen P € M, xm(K) und
Q € My« (K) gibt, so dass

B=P A-Q;

wir schreiben A ~ B.

Korollar 4.7.4. Es seien a,b € M,,«n(K). Dann sind A und B genau dann q_equivalent, wenn
Spaltenrang(A) = Spaltenrang(B). Insbesondere zerfaellt My, (K) in min{m, n}+1 Aquivalenzklassen.

23weil T4 nichts anderes ist als die Abbildung L4 : K™ — K™ bezueglich der Basen £ und F.
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Proof. <: Es sei r der gemeinsame Spaltenrang. By Theorem gilt

]-r 0r><s 1r 07‘><s
¢ (Otxr Otxs) b <0t><r Otxs)
Da ‘~’ eine Aequialenzrelation ist (Proposition [4.5.12)), folgt daraus, dass A ~ B.
=: Nimm an, dass A ~ B, d.h. es gibt invertierbare Matrizen P € M,,xm(K), @ € M, xn(K) so
dass B = PAQ. Dann gilt
TB :TPOTAOTQ,
wobei T, die von % induzierte lineare Abbildung bezueglich der Einheitsbasen ist. Wir wollen zeigen,
dass dim Ty = dim Tg. Es gilt
1m(TB) = TB(Kn)
=TpoTs(To(K™))
=TpoTs(K") da T ein Isomorphismus ist
= Tp(im(Ta))
Daraus folgt, dass
dimim(Tg) = dimTp (im(T4)),
Doch da Tp ein Isomorphismus ist, folgt von Korollar 4.2.12| dass
dim Tp (im(T4)) = dimim(T4).

I"Jbung 4.7.5. Koennen Sie die Aequivalenzklassen von aehnlichen Matrizen beschreiben?

Um (25) zu zeigen, muessen wir nun beweisen, dass sich der Zeilen- bzw. Spaltenrang einer Ma-
trix nicht aendern, wenn wir die Matrix von links, bzw. von rechts mit einer invertierbaren Matrix
multiplizieren.

Satz 4.7.6. Es sei A € My, xn(K), und es sei Q € My, xm(K) invertierbar. Dann gilt
(1) Zeilenrang(QA) = Zeilenrang(A);
(2) Spaltenrang(QA) = Spaltenrang(A).
Proof. (1) Wir schreiben @Q = (¢;;). Es seien x1,. .., x,, die Zeilenvektoren von A. Dann ist die ite Zeile
von QA gegeben durch
i1 T1 + 0+ GimTm,
mit anderen Worten, die Zeilen von QA sind Linearkombinationen von den Zeilen von A und daher
Zeilenrang(QA) < Zeilenrang(A).
Da @ invertierbar ist, koennen wir dieses Argument auch Multiplikation bei Q' A anwenden und erhalten
Zeilenrang(Q 'QA) < Zeilenrang(QA),
das heisst Zeilenrang(A) < Zeilenrang(QA). Daraus folgt, dass
Zeilenrang(QA) = Zeilenrang(A).

(2) Es seien nun gy, . . . , Y, die Spalten von A, und essei U = (y1,...,y,) < K™. Dann sind die Spalten
von QA gegeben durch Qui, ..., Qyn, das heisst durch Lg(y1),...,Lo(yn), wobei Lg : K™ — K™ die
durch @ gegebene lineare Abbildung bezueglich der Standardbasis ist. Nun ist aber @) invertierbar, was
bedeutet, dass Lg ein Isomorphismus ist und insbesondere injektiv. Daher folgt von Korollar
dass

dimK U= dimK LQ(U)7
und daher
Spaltenrang(QA) = Spaltenrang(A).

Um das analoge Resultat fuer AP zu zeigen, benutzen wir einen Trick:

Definition 4.7.7. Es sei B = (bij) € Mumxn(K). Definiere die transponierte Matrix B als die (nxm)-
Matriz, deren (i,j) Eintrag durch bj; gegeben ist.

Bemerkung 4.7.8. Mit anderen Worten, die Zeilen von B sind die Spalten von Bt und umgekehrt.
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Beispiel 4.7.9.

1 2 1
(1) Essei A= |3 4]. Dann ist A® = ( )
2
5 6
1 2 3 1 0
(2) Essei B= |0 -1 2 |. Dannist Bt= (2 - 0
0o 0 -1 3 -1

Lemma 4.7.10.

(1) Fuer einen Matriz B € M, x,(K) gilt (B')! = B.
(2) Es sei B € Mpy,xn(K) und C € M, «,(K). Dann gilt

(BC)' = C'B".

(3) Eine Matriz B € My, x,(K) ist genau dann invertierbar, wenn Bt invertierbar ist, und in diesem
Fall ist (Bt)~1 = (B71)L.

(4) Es gilt
Zeilenrang(B) = Spaltenrang(B') und Zeilenrang(B") = Spaltenrang(B)
Proof. Uebung. (]
Wir koennen nun folgenden Satz als eine einfache Konsequenz von Satz beweisen.

Satz 4.7.11. Es sei A € Myxn(K), und es sei P € My, «,(K) invertierbar. Dann gilt
(1) Zeilenrang(AP) = Zeilenrang(A);
(2) Spaltenrang(AP) = Spaltenrang(A).

Proof. Dank Lemma [4.7.10| (4) ist es ausreichend, den Satz in dem Fall zu zeigen, wenn wir AP durch
(AP)!, bzw. A durch A" ersetzen. Aber

(AP)' = P' A",
und P? ist invertierbar dank Lemma [4.7.10 (2) und (3). Der Satz folgt nun von Satz O

Korollar 4.7.12. Es sei A € My, xn(K), und es seien Q € My, xm(K) und P € M, «n(K) invertierbar.
Dann gilt

Zeilenrang(QAP) = Zeilenrang(A) und Spaltenrang(QAP) = Spaltenrang(A).
Folgender Satz ist nun eine einfache Konsequenz:
Theorem 4.7.13. Es sei A € M, xn. Dann gilt
Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A).
Proof. Wir haben in Theorem m gesehen, dass es invertierbare Matrizen P € M, x,(K) und Q €

M xm (K) gibt, so dass QAP die Form Olr 8”3 hat, wobei s = n —r und t = m — r. Der Zeilen-
tXr tXs

und Spaltenrang dieser Matrix ist offensichtlich r. Dank Korollary 4.7.12 wissen wir, dass die Matrix
QAP den gleichen Zeilen-. bzw. Spaltenrang hat wie A. (]

Definition 4.7.14. Es sei A € My, xn(K). Der gemeinsame Wert von Zeilen- und Spaltenrang von A
ist der Rang rk(A) von A.

Bemerkung 4.7.15. Obwohl fuer A € M,,xn(K) gilt
Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A),

sind die Raeume Spalten(A) und Zeilen(A) verschieden! Zunaechst ist Spalten(A) < K™ und Zeilen(A4) <
K™, Aber auch wenn m = n erhalten wir im allgemeinen verschiedene Unterraeume von K™.
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4.8. Zurueck zu linearen Gleichungssystemen. Essei A € M,,x., und wir betrachten das homogene
lineare Gleichungssystem

(SA) : AfL' = OKm.
Wir schreiben L(S4) < K™ fuer die Loesungen des Gleichungssystems.
Lemma 4.8.1. FEs gilt
dim L(S4) = n — Rang(A).

Proof. Es sei Ty die durch A gegebene lineare Abbildung K™ — K™ bezueglich der Standardbasen.
Beachte (Bemerkung , dass L(S4) = ker(T4) und Rang(A4) = dimim(74). Aber aufgrund von
Theorem [4.2.9| gilt

n = dimker(T4) + dimim(T}y).

Wir wissen nun von Theorem dass A zeilen-aequivalent ist zu einer Matrix A" = (a}
reduzierter Zeilenstufenform, und dank Theorem gilt

L(5a) = L(Sar).

Wir wir bereits im Beweis von Lemma [3.6.6] gesehen haben, ist r = Rang(A’) die Anzahl der fuehrenden
Einsen von A’; nimm an, dass sie in den Spalten

1< <je<--<jr <
auftreten. Die Loesungsmenge L(S4/) hat dann £ = n — r freie Variablen, sagen wir x;,,...,x;, fuer
1<y <~ < <.

Bemerkung 4.8.2. Fuer alle Werte der freien Variablen x;,,...,z;, € K sind die Werte der Variablen
Zj ..., T4, eindeutig bestimmt, und zwar durch

p— / .
(26) T, = — E Al g Tig-
1<q<lig>g

Wir erhalten daher eine Abbildung

d: K= L(Sy),
die ein £-Tupel (A1,...,\¢) auf diejenige eindeutige Loesung
T
xr = EL(SA)ZL(SA/)
Ty
abbildet, fuer die gilt
Tiy = )\1,...,1}1‘@ = )\Z~

Beispiel 4.8.3. Es sei A’ € M344(R) gegeben durch

01 -1 0 0 2
A=[00 0 1 0 -1
00 0 01 1
Dann ist A’ in reduzierter Zeilenstufenform, und es gilt » = und £ = 6 — 3 = 3. Die fuehrenden Einsen
x
sind in den Spalten j; = 2, jo = 4, j3 = 5, das heisst, fuer 2 = | : | € L(S4s) haben wir freie Variablen
Ze

x1,x3, g, und die Werte von xo, x4, x5 sind bestimmt durch
Ty = X3 — 23;‘6
T4 = Tg
s = —Tp
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Mit anderen Worten, die Abbildung ® : R3 — L(S4/) ist gegeben durch

a 1 0 0

b—2c 0 1 -2

(a,b,¢) =z = i =a 8 +b (1) +c (1)
—c 0 0 -1

c 0 0 1

Satz 4.8.4. The Abbildung ® ist linear und ein Isomorphismus.

Proof. Gleichung zeigt, dass x;,,...,;, linear von den freien Variablen abhaengen; daher ist ® eine
lineare Abbildung.
Um zu zeigen, dass ® ein Isomorphismus ist, reicht es zu zeigen, dass ker(®) = {0,¢}. Aber das folgt

unmittelbar von der Definition von ®: wenn ®(Ay,..., ;) = Ogm, dann folgt \; = 0 for all i, da jedes
A; ein Eintrag in ®(Aq,..., \,) ist. O
Beispiel 4.8.5. Bezogen auf Beispiel heisst das, dass jedes Element x € L(S4/) von der Form
1 0 0
0 1 -2
0 1 0
al, +b 0 +c 1
0 0 -1
0 0 1
fuer igendwelche a, b, c € R ist.
Z1
Bemerkung 4.8.6. Die inverse Abbildung ®~" ist folgendermassen gegeben: es sei x = D | € L(Sa).
Tp
Dann gilt
xil
o 2)=| :
T,

Korollar 4.8.7. Es seien A € M« (K), b € K™, und schreibe (Sap) fuer das lineare Gleichungssystem
A.x =0b.

(1) Es gilt L(Sayp) # 0 genau dann, wenn b € Spalten.
(2) Wenn L(Sap) # 0 undy € L(Say), dann gilt

L(Sap)=y+L(Sa)={x+y:xe€L(Sa)}

T
Proof. (1) Es seien yi,...,y, die Spalten von A. Dann gilt fuer einen beliebigen Vektor x =
In
Ax=z191+ -+ anYn,
das heisst, im(La) = (Y1, ..., Yn)-
(2) Essei y € L(Sap) und z € L(S4). Dann gilt
Aly+2)=Ay+Az=b+0gm =,
sodass y+ 2z € L(Say).
Wenn umgekehrt ' € L(S44), dann gilt
Aly—y)=Ay— Ay =b—b=0gn,
mit anderen Worten 3’ € y + L(S4). O

Bemerkung 4.8.8. Wir sehen also: L(Sa) ist gegeben durch die Verschiebung des Unterraums L(Sy4)
entlang y. Eine Untermenge von K™ der Form y + L(Sy4) ist die durch y erzeugte Nebenklasse (eng.
coset) von L(S4). Sie werden solchen Nebenklassen in der Algebra noch oft begegnen, zum Beispiel als
die Elemente von Quotientenraeumen.
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Satz 4.8.9. Es sei A € M,,xn(K), b€ K™, und es sei A|b die erweiterte Matriz. Folgende Bedingungen

sind aequivalent:

(1) Es gilt tk(AJb) = rk(A).

(2) Das lineare Gleichungssystem

hat eine Loesung.

SA,b3 Ax=0

Proof. Es seien y1,...,y, die Spaltenvektoren von A. Dann gilt

tt o
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rk(A|b) = rk(A)

Spaltenrang von A|b = Spaltenrang von A
Y1y Yns0) = (Y1, Yn)

be (Y- Un)

b € Spalten(A)

L(Sap) #0,

wobei die letzte Aequivalenz von Korollary (1) folgt.
Korollar 4.8.10. Es sei A € Mpyxn(K), b € K™, und es sei Alb die erweiterte Matriz. Folgende

Bedingungen sind aequivalent:

(1) Es gilt rk(A|b) = rk(A) = n.
(2) Das lineare Gleichungssystem

hat genau eine Loesung.

Proof. Uebung.

SA,I,Z Ax=b
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5. INTERMEZZO: GRUPPEN UND RINGE
5.1. Gruppen.
Definition 5.1.1. FEine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Operation x : G x G — G, die
folgende Axiome erfuellt:
(1) Assoziativitaet: Vg, h,k € G gilt (gxh) xk = g* (hxk);

(2) FExistenz eines neutralen Elements: es gibt ein Element e € G, so dass Vg € G gilt gxe = exg =

L so dass g* g~ * :gfl*g:eﬁ

Eine Gruppe ist kommutativ oder abelsch, wenn g+ h = hx g fuer alle g,h € G.

g
(3) Existenz eines Inversen: Yg € G gibt es ein Element g~

Beispiel 5.1.2.

e Die triviale Gruppe ist die Gruppe mit einem Element.

e Es sei V ein Vektorraum. Dann ist V' eine Gruppe unter der Vektoraddition. Diese Gruppe ist
abelsch (= kommutativ): es gilt v +u = u + v fuer all u,v € V.

e Insbesondere ist jeder Koerper unter der Addition eine kommutative (= abelsche) Gruppe.

e Auch (Z,+) und (F,, +) sind abelsche Gruppen. Insbesondere ist (F,,+) das erste Beispiel einer
endlichen Gruppe.

e Es sei K ein Koerper, und es sei K* = K\{0}. Dann ist K* eine abelsche Gruppe bezueglich
der Multiplikation.

e Die Menge {£1} ist eine Gruppe unter Multiplikation; es ist die einzige Gruppe der Ordnung 2
und die kleinste nicht-triviale Gruppe.

Diese Beispiele sind aber alle abelsch und etwas langweilig. Interessante Beispiele kommen aus der
Geometrie und aus der Theorie von Matrizen:

Definition 5.1.3. Es sei X ein geometrischer Koerper. Eine Symmetrie von X ist eine Abbildung von
X auf sich selber, die die Distanzen von Punkten in X zueinander nicht aendert.

Beispiel 5.1.4. Beispiele fuer Symmetrien sind Drehungen und Spiegelungen.

Beispiele 5.1.5.

(1) Die Symmetrien des Quadrats sind eine nicht-abelsche endliche Gruppe der Ordnung 8, die
sogenanne dihedrale Gruppe Dg.

(2) Es gibt 48 Symmetries eines Wuerfels; sie bilden eine nicht-abelsche Gruppe, die symmetrische
Gruppe Sy.

(3) Die Symmetriegruppe des Tkosaeder hat 60 Elemente; es ist die alternierende Gruppe As, eine
Untergruppe der symmetrischen Gruppe Ss. |§|

(4) Essein > 1, und es sei GL,,(K) die Menge aller invertierbaren Matrizen in M, «,,(K). Dann ist
GL,,(K) eine Gruppe unter Matrix-Multiplikation; sie heisst die allgemeine lineare Gruppe vom
Grad n. Wenn n > 1, dann ist GL,, (K) nicht abelsch. (Was ist GL;(K)?) Die Gruppe GL, (K)
had viele interessante Untergruppen: zum Beispiel die Untergruppe aller oberen Dreiecksma-
trizen, oder die (abelsche) Untergruppe diagonaler Matrizen. Weitere Beispiele fuer Matrixgrup-
pen sind symplektische Gruppen, unitaere Gruppen und orthogonale Gruppen. Letztere werden
Sie in LA2 kennenlernen.

Ubung 5.1.6. Wieviele Elemente hat die Gruppe GL,(F,)?

Bemerkung 5.1.7. Gruppen finden sich in der Algebra ueberall, und Gruppentheorie ist ein riesiges
Forschungsgebiet. Fin paar Beispiele:

(1) Vor 200 Jahren hat der franzoesische Mathematiker Evariste Galois im Alter von 20 Jahren
mit Gruppentheorie die Frage beantwortet, ob sich ein Polynom durch Radikale (verallgemeinerte
Wurzeln) loesen laesst. Seine Idee war, jedem Polynom eine endliche Gruppe zuzuordnen und die
Frage der Loesbarkeit mit Radikalen mit Hilfe der Eigenschaften dieser Gruppe zu beantworten.
Galois’ Arbeit hat ein neues Forschungsgebiet geschaffen: die algebraische Zahlentheorie.

24Man kann zeigen, dass das neutrale Element e eindeutig bestimmt ist.
25Man kann zeigen, dass g~ 1

26Ueber alternierende Gruppen werden wir spaeter im Zusammenhang mit Determinanten noch mehr erfahren.
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(2) Von 1955 bis 2004 hat eine Gruppe von Forschern alle sog. einfachen endlichen Gruppen klassifiz-
ert (eine Art Periodensystem der Gruppentheorie); der Beweis erstreckt sich ueber mehrere 10000
Seiten. Diese Gruppen lassen sich in Familien einteilen, mit Ausnahme der 26 sog. sporadischen
Gruppen, die in keine der Familien gehoeren. Die groessten dieser sporadischen Gruppens sind
die Monstergruppe (ca. 8-10% Element@ und das Babymonster (ca. 4 -103% Elemente).

(8) Matrizgruppen lassen sich mit Hilfe der linearen Algebra studieren: dieses sehr attraktive Gebiet
heisst Darstellungstheorie.

(4) 1998 hat Richards Borcherds die Fieldsmedallie dafuer bekommen, dass er die sogenannte Moon-
shine Vermutung von Conway bewiesen hat, die die Darstellungen der Monstergruppe mit den
Werten einer in der Zahlentheorie wichtigen Funktion in Verbindung gebracht hat.

(5) Fines der wichtigsten heutigen Forschungsgebiete ist die sogenannte Langlands-Korrespondenz,
das Eigenschaften der allgemeinen Linearen Gruppen mit Objekten in der Galoistheorie miteinan-
der in Beziehung bringt. Finer der einfachsten Fuaelle dieser Korrespondenz ist die sogenannte
Taniyama—Shimura Vermutung, die Wiles’ Beweis des Fermatschen Satzes zugrunde liegt.

27Zum Vergleich: die Erde besteht aus ca 6 - 1049 Atomen.
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5.2. Ringe.
Definition 5.2.1. Ein Ring ist eine Menge R mit zwei Operationen + (Addition) und x (Multiplikation),
die folgende Axiome erfuellen:

(1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe;
(2) Multiplikation ist assoziativ: ¥ a,b,c € R gilt

ax (bxc)=(axb)xe.
(8) Es gibt ein Element 1g € R fuer dass gilﬁ
lg xa=ax1lg =a.
(4) Multiplikation ist distributiv bezueglich der Addition, d.h.
ax(b+c)=axb+axc und (b+c)xa=bxa+cxa.

Bemerkung 5.2.2. Hier multiplizieren wir nicht Elemente von R mit Skalaren, sonder wir multiplizieren
zwei Elemente von R. Fin Vektorraum ist also im Allgemeinen kein Ring!

Eine Ringe haben Sie schon kennengelernt:

Beispiele 5.2.3.
(1) Z ist ein (kommutativer) Ring.
(2) Ebenso ist jeder Koerper ein kommutativer Ring.
(3) Es sei n > 1. Dann ist M, x,(K) ein Ring unter Matrix-Addition und Matrix-Multiplikation.
Wenn n > 1, dann ist der Ring nicht kommutativ (d.h. die Multiplikation ist nicht kommutativ).

Bemerkung 5.2.4. Auch Ringe finden sich ueberall in der Algebra. Der “Herr der Ringe” ist der
franzoesische Mathematiker Jean-Marc Fontainﬂ da er aeussert wichtige sogenannte ‘Periodenringe’
(mit den schoenen Namen Bgr, Bur, Beis, - - - ) in der p-adischen Hodge Theorie eingefuehrt hatte.

28Das Element ist die multiplikative Identitaet.
29ganz egal, was Tolkien dazu sagt
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6. VEKTORRAEUME LINEARER ABBILDUNGEN
Lecture 18

6.1. Definition und erste Eigenschaften.

Definition 6.1.1. Es seien V,W K-Vektorraeume. Wir schreiben Homg (V, W) fuer die Menge aller
linearen Abbildungen von V nach W.

Satz 6.1.2. Es seien V,W K-Vektorraeume. Dann hat Homg (V, W) ebenfalls die Struktur eines K-
Vektorraums, mit den folgenden Operationen:

(1) Es seien Ty, T5 € Homg (V,W). Dann ist Ty + Ty definiert durch
(T1 4+ T5) (v) = T1(v) + To(v) YoeV.
(2) Es seien T € Homg (V,W) und o € K. Dann ist
(aT)(v) = aT'(v) VoveV.

Proof. Wir zeigen zunaechst, dass 71 + T» und o7 ebenfalls Elemente von Homg (V, W) sind. Dazu
benutzen wir Bemerkung [£.1.6] Es seien u,v € V und X € K.

(1) Es gilt

(Th + To) (v + Au) = Ty (v + Au) + Ta(v + Au)
(v) + AT (u) + To(v) + AT (u)
(v) + To(v) + A(Ta(u) + T2 (w))
= (T + T2)(v) + MT1 + T2)(u),

T

das heisst, T7 + 15 ist linear.
(2) Es gilt
(aT)(v+ Au) = T (v + Au)
=aT(v) + aAT(u)
= (@T)(v) + A(aT)(u),
das heisst oI ist linear.

Wir muessen nun zeigen, dass Homg (V, W) mit diesen Operationen alle Vektorraumaxiome erfuellt. Wir
zeigen die Existenz des neutralen Elements; der Rest ist eine Uebung.

Es sei 0: V — W die Null-Abbildung, d.h. 0(v) = Oy fuer alle v € V. Klarerweise ist 0 linear. Wir
zeigen nun, dass T+ 0 =0+ T =T fuer all T € Homg (V, W). Tatsaechlich gilt

(T +0)(v) = T(v) + 0(v) = T(v) + O = T(v),
das heisst T'+ 0 = T'. Aehnlich koennen wir zeigen, dass 0+ 7 =T. O

Theorem 6.1.3. Es seien V,W endlich-dimensionale K-Vektorraeume, und es sei B = (v1,...,v,),
bzw. C = (wy,...,Wy) eine Basis von V, bzw. W. Dann ist die Abbildung

U . Homg (V, W) = M,y sn(K), T [T)¢
linear und ein Isomorphismus.
Proof. Selbstverstanedlich gilt
VE(Ty + aTy) = VE(Th) + aVE(T>),

das heisst die Abbildung ist linear.
Wir muessen daher dank Lemma [4.2.19 nur zeigen, dass W5 bijektiv ist. Aber das ist der Inhalt von
Bemerkung [l

Korollar 6.1.4. Wenn V, W endlich-dimensionale Vektorraeume sind, dann gilt das gleiche fuer
Hom(V, W), und es gilt
dimg Hom(V, W) = dimg V - dimg W.

Proof. Es seien n = dimV und m = dim W. Dank Theorem wissen wir, dass Homg (V, W) =
Msn(K). Aber My, «n(K) ist endlich-dimensional, mit dim M,,, x, (K) = mn (was ist eine Basis?). O

In dem Fall, wenn W = V| laesst sich Theorem [6.1.3] noch verfeinern:
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Satz 6.1.5. Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Dann ist Hom(V, V) ein Ring unter der
Addition und Komposition von Funktionen. Weiterhin ist die Abbildung V% : Homp (V, V) — My xn(K),
fuer eine Basis B von V', ein Ring-Isomorphismus.

Proof. (Skizze) Die Ring-Struktur von Hom(V, V') kann durch explizite Rechnungen ueberprueft werden.
Weiterhin folgt von Satz dass

VE(T o S) = [T]3 - [S],
das heisst, U8 ist kompatibel mit den jeweiligen Ring Multiplikationen. O
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6.2. Der duale Vektorraum. Ein sehr wichtiges Beispiel von Hom(V, W) ist der Fall, wenn W = K.

Definition 6.2.1. Es sei V' ein K-Vektorraum. Der Dualraum von V' ist der Vektorraum
V* = Homg (V, K).
Die Elemente von V* sind lineare Abbildungen V' — K ; sie heissen Linearformen.

Beispiele 6.2.2.
(1) Es sei n > 1. Dann ist die Spurabbildung

Tr: Mnxn(K)g)K, A:(aij)+—)a11+...+ann

eine Linearform.
(2) Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis vy ...v,. Es seli £ : V — K die
Abbildung, die einen Vektor
UV =a1v1 + -+ anv,
auf a; abbildet. Dann ist V eine Linearform.
(3) Es sei V' der reelle Vektorraum aller stetigen Funktionen [0, 1] — R, uns es sei a € [0,1]. Dann
ist die Abbildung
[ fla)
eine Linearform.
(4) Essei V der reelle Vektorraum aller differenzierbaren Functionen (0,1) — R, und es sei a € (0, 1).
Dann ist
f=(Df)(a),
mit D f die Ableitung von f, eine Linearform.
(5) Es sei V der reelle Vektorraum aller integrierbaren Funktionen [0,1] — R. Dann ist

fe /01 f(x)dx

eine Linearform.

Beachte 6.2.3. Fs sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis B = (v1,...,v,), und es sei
¢ € V*. Dann ist { durch {(v1),...,0(v,) eindeutig bestimmt (Korollar[{.1.§). Insbesondere sind zwei
Linearformen ¢, A € V* genau dann gleich, wenn

£(v;) = A(vy) Vi<i<n

gilt. Wir werden diese Beobachtung wieder und wieder benutzen.

Definition 6.2.4. Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und B = (vy,...,v,) eine Basis
fuer V. Fuer 1 <i <n, definiere eine Linearform v} € V* wie folgt:
N 1 wenn t = j
v (vy) = C
0 wenn i % j.

Ezplizit bildet die Linearform v} einen Vektor v = ajv1 + - - + apv, auf den Koeffizienten a; ab.
Satz 6.2.5. Die Elemente vy, ..., v}, sind eine Basis von V*. Insbesondere ist V* ebenfalls n-dimensional.

Proof. Esseif:V — K eine Linearform; wir muessen zeigen, dass sich ¢ eindeutig als Linearkombination
von vy, ..., v schreiben laesst. Definiere die Linearform

(27) f=2(v)v] + -+ L(vy)vl.

Dann gilt f(v;) = €(v;) V1 < i < n, und daher gilt £ = f dank Beobachtung [6.2.3] Daher ist vj,..., v}
ein Erzeugendensystem von V'*.
Nimm nun an, dass es Skalare a1, ...,a, € K gibt, so dass

(28) Ozl’UiF + -+ anvz = Oy +;

hier bezeichnet Oy« die Linearform, die jeden Vektor v € V auf 0 € K abbildet. Insbesondere koennen
wir auf v; auswerten: es gilt

(v + -+, V,)) (v;) = Oy ()
Bei der Definition der dualen Basis ist die linke Seite gleich a;, und die rechte Seite gleich 0. Daher gilt

= =a, =0,
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das heisst, die Vektoren v7, ..., v sind linear unabhaengig und daher eine Basisﬂ O

Beispiel 6.2.6. Es sei V = R[m]S2 mit Standardbasis eg, e1,e2 mit e; = x*. Wir berachten folgende
Linearform

(:V >R L f(x)) =Df(2),
wobei D die Ableitungsabbildung ist. Dann gilt
=0-e;+1-ef +4-e5.

Mit anderen Worten, wenn wir ein beliebiges Element y € V' als Linearkombination der Basisvektoren
schreiben, y = a + bx + cx? = aey + be; + ces, dann gilt

ly)=0-a+1-b+4c
Definition 6.2.7. Die Basis B* = (v, ...,v}) ist die duale Basis von B.

Es seien nun B = (vy,...,v,) und C = (wy,...,w,) Basen von V. Wir erinnern uns: die Basiswech-
selmatrix A = [id)§ ist die Matrix A = (a;;), deren Eintraege definiert sind durch die Gleichungen

(29) vj = Z a;jw.
i=1
Was gilt nun fuer die Basiswechselmatrizen [id]5. und [id]%. ?

Beispiel 6.2.8. Es sei V = R? und es seien B = (v, v) mit v; = (;) und vy = (31> und C die

Standardbasis. Dann ist die Basiswechselmatrix gegeben durch

= (5 %),

das heisst

(30) v = e; + 26 und vy = 3e1 — es.

Betrachten wir nun die dualen Basen B* = (vi,v3) und C* = (e}, e5). Schreiben wir [id]5. = (CCL Z),
so gilt

(31) v = ael + cej und vy = be] + des.

Wenden wir auf an, so erhalten wir

g = (5 ),

Ok. Vielleicht haben wir mit [id]G. mehr Glueck? Schreiben wir [id]G. = (3 ?), so gilt

=

(32) el = av] + 3 und e5 = Buy + dvs.
Wenden wir auf an, so erhalten wir

(]S = (;’ _21> .

Satz 6.2.9. Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basen B = (vi,...,v,) und C =
(wi,...,wy). Dann gilt

Faellt Thnen was auf?

il = ()"

30 Anstatt die linere Unabhaengigkeit zu beweisen, haetten wir ebenfalls Korollar m benutzen koennen: vj,...,v;,
ist ein Erzeugendensystem mit n Elementen in einem n-dimensionalen Vektorraum und daher eine Basis.
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Proof. Wir argumentieren wie in dem Beispiel. Schreibe [id]5 = (a;;) und [id]%. = (b;;), das heisst

(33) Dj = Zaijwi,
i=1

(34) wi = b
k=1
Wenden wir nun auf an, so erhalten wir
n n
<Z bkw,ﬁ> (v;) =wy (Z aijwl) .
k=1 i=1
Doch nun ist vj(v;) (bzw. wj(w;)) nur dann nicht null, wenn k = j (bzw. wenn ¢ = ¢), und daher

erhalten wir
bjg = Clgj V], é

Korollar 6.2.10. Weiterhin gilt
* . . - t
fiale = (Gd)5)". = [(E) ] -

Proof. Folgt umittelbar von Satz und Lemma |4.7.10| (3). O
Beispiel 6.2.11. Wir ueberpruefen die Rechnung in Beispiel es gilt

(1) = (1 )

und weiterhin
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6.3. Die duale Abbildung.

Definition 6.3.1. Es seien V,W K-Vektorraeume, und es sei T : V. — W eine lineare Abbildung.
Definiere die duale Abbildung
T : W* = V*, s {oT.

Bemerkung 6.3.2. Explizit ist T*(¢) folgendermassen definiert: fuer v € V gilt
T*(0)(v) = £(T'(v)).
Lemma 6.3.3. Die duale Abbildung ist wohldefiniert: T*({) ist eine Linearform V — K.

Proof. Es sei £ € V*. Da sowohl T und /¢ lineare Abbildungen sind, folge von Lemma dass Lo T
ebenfalls linear ist, d.h. T*(¢) € V*. O

Satz 6.3.4. Die duale Abbildung T* : W* — V* ist eine lineare Abbildung.
Proof. Wir ueberpruefen die Axiome:
(1) Es seien o € K und £ € W*. Dann gilt fuer allv € V
T*(al)(v) = ((al) o T) (v) = (U)(T(v)) = - £(T(v)) = a(t o T)(v) = aT*(£)(v),
das heisst T* (o) = oT* (E)H
(2) Es seien £y, ¢ € W*. Dann gilt fuer all v € V
T*(él + 62)(’0) = ((51 + 62) o T) (U)
= (1 + 0+ 2)(T(v))
=0 (T () + £2(T(v))
= (Zl ] T)(U) + (62 o T)(U)
=T (1) (v) + T7(L2)(v),
und daher T* (¢, + €3) = T*(¢1) + T*(¢2).
O
Satz 6.3.5. Es seien U, V,W Vektorraeume ueber K, und es seien T : U -V und S : V — W lineare

Abbildungen. Dann gilt
(SoT)*=T"05".

Proof. Uebung. O
Beispiele 6.3.6.

(2) Bsgilt (0: V = V)*=(0:V* = V*).

Bemerkung 6.3.7. Wir koennen die FErgebnisse dieses Kapitels folgendermassen zusammenfassen:
durch Dualisierung erhalten wir aus einem Vektorraum V einen neuen Vektorraum V*, und aus einer
linearen Abbildung T : V — W eine neue lineare Abbildung T : W* — V*, wobei sich die Richtung der
Abbildung umkehrt: Dualisierung ist ein Beispiel eines kontravarianten Funktors.

Wir haben in Definition [6.2.7] gesehen, dass eine Basis von V eine Basis von V* hervorbringt, naemlich
die duale Basis. Es sei nun T' : V. — W eine lineare Abbdildung zwischen endlich-dimensionalen K-
Vektorraeumen, und es seien B und C Basen von V und W. Wir koennen dann die Abbildungsmatrix
[T]5 von T bezueglich B und C betrachten. Was koennen wir ueber die Abbdildungsmatrix [T*]%. sagen?

Beispiel 6.3.8. Essei V = R?, und es sei T : V — V die Abbildung, die bezueglich der Standardbasis
E = (e1,e2) durch die Matrix A = (; _21) gegeben ist, d.h.

(35) T(e1) =e1 + 3ea und T(e2) = 2e; — es.

Es sei B = [T*]%., d.h. wenn B = (Z Z), dann gilt

(36) T*(e}) = aej + ce; und T(e5) = bel + des.

3lWir benutzen hier, dass zwei Elemente von V* gleich sind, wenn sie fuer alle v € V' den gleichen Wert annehmen.
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Um die Eintraege von B zu bestimmen, benutzen wir wieder die definierenden Eigenschaft der dualen
Basis. Indem wir auf e; und es anwenden, erhalten wir

T*(e7)(er) = a = (ef o T)(er) = ex(er + 2e9) = 1,
T*(e1)(e2) = ¢ = (e1 0 T)(e2) = €1(2e1 — €2) = 2,
T*(e3)(er) = b= (ez 0 T)(e1) = e5(e1 + 3e2) =3,
T*(e3)(e2) = d = (e3 0 T)(ea) = e3(3e1 — e2) = —1,

mit anderen Worten B = [T*]5. = (; _31> Faellt Thnen was auf?

Theorem 6.3.9. Es seien V,W endlich-dimensionale K-Vektorraeume, und es sei B = (v1,...,0n),
bzw. C = (w1, ..., W), eine Basis for V, bzw. fuer W. Es sei T : V. — W eine lineare Abbildung. Dann

gilf?] . :
(75 = (T18)"-
Proof. Es sei

a1 ai2 e A1n
B a1 a2 e a9n
A=[T]; =
ml1 Am2 ... Qmn
das heisst
m
T(v;) = E @i W;
=1

Was ist T*(w;)? Wir benutzen (27): es gil@
T*(wy;) = [(T"(wg)) (1)) - o7 + - - + [(T*(w})) (va)] - vp,

und von der Definition der dualen Abbildung T™* sehen wir, dass
T (wi)(vy) = wi(T(v;)) = wy (Z aijw¢.> = ay;,
i=1

das heisst
T (wy) = ag1v] + -+ + agpv).

Dabher ist die Abbildungsmatrix [T*]IC; gegeben durch

a1 a1 ... Qami
w1C* a2 a2 ... aAm2 ;
[T ]B* = =A
A1n A92n . Amn,

O

Bemerkung 6.3.10. Es sei A € My, wn(K), und es sei Ty : K™ — K™ die bezueglich der Standardbasen
& und F von K™ und K™. Dann ist [T3)f. = A*. Vielleicht hilft uns das, um einen neuen Beweis zu
finden fuer den Satz, dass

Spaltenrang(A) = Spaltenrang(A")?
Wir bemerken, dass Spaltenrang(A) = dimim(74) und Spaltenrang(A') = dimim(7%). Was koennen
wir ueber die Dimensionen dieser Raeume sagen?

Bemerkung 6.3.11. FEs ist vielleicht nicht ganz klar, warum es sich lohnt, Dualraeume zu betrachten.
Meine Antwort darauf ist: Dualraeume erklaeren, wie transponierte Matrizen auf natuerliche Art und
Weise in der Theorie von Vektorraeumen auftreten, naemlich als Abbildungs- und Basiswechselmatrizen
von dualen Abbildungen und dualen Basen.

32Sje koennen sich das folgendermassen merken: die Abbildungsmatrix von T is eine (m x n)-Matrix, daher muss die
Abbildungsmatrix von T™* eine (n x m)-Matrix sein. Deine einfachste Art und Weise, von einer (m X n)-Matrix eine
(n x m)-Matrix zu erhalten, ist die Transposition.
33Beachten Sie, dass T* (wy) € V*, d.h. wir koennen T*(wj) an einem Element v € V auswerten und erhalten einen
Skalar: (T*(wj))(v) € K.
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6.4. Annulatoren.

Definition 6.4.1. FEs sei V ein Vektorraum und U <V ein Unterraum. Der Annulator von U ist die
Menge aller Linearformen von V', die alle Elemente von U auf Null abbilden, das heisst

Ue={LeV*: L(u)y=0y VueU}.
Mit anderen Worten, ein Element £ € V* gehoert genau dann zu U°, wenn U C ker().
Lemma 6.4.2. Es sei V ein Vektorraum und U < V. Dann ist U° ein Unterraum von V*.
Beispiel 6.4.3. Es gilt {0y }° = V™.
Beispiel 6.4.4.

1
(1) Essei V=R3und U = < -1 > Was ist UL?
1
Es sei B = (e, e, e3) die Standardbasis von V', so dass U = (e; —ea+e3) und B* die Dualbasis.

Dann ist
Us={leV": le —ex+e3) =0}
Mit anderen Worten, wenn ¢ = ae] + be3 + cej, dann gilt
lleg—ex+ez)=a—b+c=0,
das heisst b = a + ¢, und
U°® = {a(e] +e5) +cle; +e5): a,ceR}.
(2) Essei nun W = (e; — ea + €3, 1 + e2) < V. Dann ist
We={LeV*: lles—ex+e3)=0 und {(e; +e2)=0}.
Schreiben wir £ = ae] + be3 + cej, dann lauten die Bedinungen
a—b+c=0 und a+b=0,
das heisst b = —a und ¢ = —2a, und
W ={a(e] —e3 —2¢5): a € R}
Was faellt Thnen auf, wenn Sie die Dimensionen betrachten?
Theorem 6.4.5. FEs sei V ein Vektorraum und U < V. Dann gilt
dimg (U) + dimg (U°) = dimg V.

Proof. Es sei n = dimg V und dimg U = k. Waehle eine Basis uq,...,u; von U; dann koennen wir
sie laut Theorem [3.3.19| zu einer Basis B = (u1,..., Uk, V1,...,0n—k) von V erweitern. Es sei B* =
(ul,...,uf,vf,...,v_,) die duale Basis. Dann gilt aufgrund der definierenden Eigenschaft von B* dass

v;‘(ul) =0fuerall 1 <i<kund 1< j<n—k, mit anderen Worten, vj € U° V1 < j <n—k und
daher (v},...,u}_,) CU°.

Wir behaupten, dass v} ...,v)_, eine Basis von U° ist. Natuerlich sind die Vektoren linear unab-
haengig, es ist daher zu zeigen, dass (v},...,v}_,) = U°. Essei A € U°. Da B* eine Basis von V* ist,
gibt es Skalare a,...,ax, B, ., Bn—k, SO dass

A=aqul 4+ -+ agul + Srv] 4+ BrokV e
Da A e U°, gilt
Mu;)) =a; =0 V1<i<k,
und wir erhalten
A= B 4+ Broky i
was zu beweisen war. O
Hier ist ein alternativer, sehr schoener Beweis von Ande Wu, der Theorem [6.4.5] von Theorem

ableitet:
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Proof. Es sei v : U — V die Inklusionsabbildung und * : V* — U* die duale Abbildung. Dann gilt laut
Theorem [£.2.9] die Formel

(37) dim(V) = dim(V*) = dimker(¢*) + dim im(¢*)
Behauptung 1: es gilt im(.*) = U*
Beweis von Behauptung 1: Per Definition gilt irﬁ%ﬁ ) C U*, da heisst, wir muessen die umgekehrte

Inklusion zeigen. Es sei P : V. — U eine Projektio d.h. P(u) = u fuer alle w € U. Es sei £ € U*.
Dann gilt o P € V*, und eine einfache Rechnung zeigt, dass

(Lo P) =1,
das heisst £ € im(¢*).
Behauptung 2: es gilt ker(.*) = U°.
Beweis von Behauptung 2: es gilt
leker(t") & f(f)=={LoL=0y-
S YueU: L(u)=L(u) =)y-(u) =0
& LeU°.
Von und den beiden Behauptungen folgt daher, dass
dim(V) = dim(U*) + dim(U°).
Doch da dim(U*) = dim(U), folgt das Theorem. O
Satz 6.4.6. Es seienV, W endlich-dimensionale K -Vektorraeume undT : V — W eine lineare Abbildung.
Dann gilt
(1) (imT)° = ker(T*);
(2) (kerT)° =im(T™).
Proof.
(1) Essei A € ker(T*). Dann ist per Definition T*(\) = A o T = Oy +, das heisst
AMT(w)) =0 YoeV
und daher A € (imT')°.
Umgekehrt sei A € (imT')°, das heisst A(T'(v)) = 0 Vv € V. Daraus folgt, dass A o T = Oy«
und somit 7*(\) = Oy, das heisst A € ker(T™).
(2) Essei A € im(7T™), das heisst, es gibt ¢ € W* so dass T*(¢)) = A. Also gilt

Aw) =T"(¥)(v) = (T (v)) =0 Vv € ker(T),

das heisst A € (ker T)° und daher im(7*) C (ker T')°.
Anstatt die umgekehrte Inklusion zu zeigen, berechnen wir die Dimension von im(7%): es gilt

dimim(7*) = dim W — dim ker(7™) Theorem [£.2.9]
=dim W — dim(im T)° (1)
=dimW — (dim W — dimim(7)) Theorem

= dimim(7)
=dimV — dim ker(T) Theorem 2.9
= dim(ker T)° Theorem
und daher im(7T*) = (ker T')°.
O
Bemerkung 6.4.7. Insbesondere gilt dimim(7T™*) = dimim(7T).
Korollar 6.4.8. Es sei A € My, xn(K). Dann gilt
Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A).
Proof. Es sei Ty : K™ — K™ wie in Definition 4.1.4. Dann gilt
dimim(7T4) = Spaltenrang(4) und dimim(7}) = Spaltenrang(A") = Zeilenrang(A).

Doch da dimim(7T4) = dimim(T7), folgt das Resultat. O

34Wir koennen z.B. eine solche Projektion dadurch konstruieren, indem wir ein Komplement von U betrachten.
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Satz hat noch weitere interessante Konsequenzen:

Korollar 6.4.9. FEs gilt
(1) T ist injektiv < T ist surjektiv;
(2) T ist surjektiv < T ist injektiv.

Proof. Wir beweisen (1):

T ist injektiv < ker(T) = {0y}
& (kerT)° =V*
& im(T*) =V* Satz [6.4.6]
& T* ist surjektiv
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6.5. Reflexivitaet. Was passiert, wenn wir einen Vektorraum zweimal dualisieren?
Definition 6.5.1. Es sei V ein Vektorraum. Dann ist der Bidualraum von V' der K-Vektorraum
Was koennen wir ueber V** sagen?

Bemerkung 6.5.2.

(1) Wenn V n-dimensional ist, dann ist V** aufgrund von Satz ebenfalls n-dimensional.
(2) Per Definition sind Elemente von V** lineare Abbildungen V* — K. Koennen wir solche Abb-
dildungen konstruieren?

Beachte 6.5.3. Fs seiv € V. Dann definiert die Auswertung an v eine Abbildung V* — K: explizit
ist sie definiert durch
Ty V' = K, 0 L(v).

Eine einfache Rechnung zeigt, dass Ty (v) linear ist, das heisst, sie ist ein Element von V**.
Theorem 6.5.4. Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dann definiert die Abbildung

T:V = V¥ V — 1, einen Isomorphismus zwischen V und seinem Bidualraum; wir sagen V ist
reflexiv .

Bemerkung 6.5.5. Wenn V' unendlich-dimensional ist, dann definiert T immer noch eine Abbildung
V. — V**, aber sie ist nicht unbedingt surjektiv: nicht jeder unendlich-dimensionale Vektorraum ist
reflexiv.
Proof. Wir zeigen zunaechst, dass 7 eine lineare Abbildung ist.

(1) Es seien v € V und A € K. Dann ist 7y, die Abbildung, die eine Linearform auf Av auswertet:

Taw () = L(Av) = M(v) = A7, (€) VeeVr,

das heisst 7y, = A7y
(2) Es seien u,v € V. Dann gilt

Tutv () = Lu+v) =L(u) + £(v) = 7, (€) + 74 (¢) Vee V™,
und daher Ty4, = Ty + Ty

Wir zeigen nun, dass die Abbildung ein Isomorphismus ist. Da dim V** = dim V/, ist es ausreichend
zu zeigen, dass 7 injektiv ist. Nimm an, dass 7, = Oy ««, das heisst

) =Lv)=0 WVleV™

Es sei B = (v1,...,v,) eine Basis von V, und schreibe v = ayv; + - - - + @, v,. Dann gilt
vi(v)=a; =0 V1l <i<mn,
und daher v = 0. Daher ist 7 injective und ein Isomorphismus. O

Yannis Miiller und Marco Vaccaro haben beide einen alternativen Beweis fuer Theorem [6.5.4] gefunden,
der ohne die Wahl einer Basis auskommt: sie argumentieren statt dessen mit Hilfe von Annulatoren.

Proof. Nimm an, dass 7, = Oy, d.h.
() =0 YLeV* & Lv)=0 VLeV™.
Dann folgt aus der Linearitaet von ¢, dass
lw)=0 Ywe{v), YWeV"
das heisst £ € (v)° V¢ € V* und daher V* = (v)°.
Allerdings gilt
dim(V*) = dim((v)) + dim({v)°)
und daher dim({v)) = 0, das heisst v = Oy, was zu beweisen war. O

Bemerkung 6.5.6. Die Abbildung T : V. — V** definiert einen kanonischen Isomorphismus zwischen
V' nach V**: der Isomorphismus haengt nicht von der Wahl von Basen ab! Im Gegensatz dazu sind
V und V* nicht kanonisch isomorph: wir koennen zwar Isomorphismen zwischen den beiden Raeumen
defineiren (wie zwischen allen K-Vektorraeumen, die die gleiche Dimension haben), aber diese haengen
von der Wahl von Basen ab.
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Lemma 6.5.7. Es sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, und es sei B eine Basis. Es sei
B* = (vf,...,v}) die duale Basis, und B** = ((v})*,...,(v})*) die duale Basis von B*. Dann gilt

n

T, = (0)* Vi

K3 K2

das heisst, T bildet die Basis B auf die bidule Basis B** ab.
Proof. Per Definition ist B** = ((v})*,..., (v})*) diejenige Basis von V**, fuer die gilt
(v7)"(v7) = dij.
Wir muessen also zeigen, dass {7,,,..., 7y, } diese Eigenschaft hat. Aber nun gilt
7, (03) = 3 () = 0.
Quod erat demonstrandum. O

Bemerkung 6.5.8. Es seien V,W endlich dimensionale Vektorraume und T' : V. — W eine lineare
Abbildung. Dann sind die Abbildungen 7V und ™V mit T kompatibel: wir haben ein kommautative Dia-
gramm

7_V
|4 7
T T
7.W

V = V** ist ein kovarianter Funktor. Nun seien B und C jeweilige Basen von V und W. Dann gilt

g = (m95) = (1)) = me,
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7. QUOTIENTENRAEUME

7.1. Definition und erste Eigenschaften. Wir erinnern uns an die Definition von Nebenklassen eines
Unterraums:

Bemerkung 7.1.1. Es sei V ein Vektorraum und U < V. Die Nebenklassen von U in V sind die
Aequivalenzklassen folgender Aequivalenzrelation auf V: “v ~ w genau dann, wenn v —w € U”. Diese
bedeutet, dass jedes v € V in genau einer Nebenklasse liegt, naemlich in der Nebenklasse [v] = v + U.
Wir nennen v ein repraesentierendes Element dieser Nebenklasse; das bedeutet, zwei Elemente v,v' € V
repraesentieren die selbe Nebenklasse genau dann (d.h. [v] = [v']), wenn v —v" € U.

Definition 7.1.2. Wir definieren den Quotientenraum V/U wie folgt: die Elemente von V/U sind die
Nebenklassen von U in V. Die Addition und Skalarmultiplikation sind definiert durch

[y1] + [v2] = [v1 + v2] und a[v] = [av].
Wir muessen zeigen, dass Addition und Multiplikation wohldefiniert sind:

(1) es seien vy, v],v2,vy € V, und nimm an, dass [v1] = [v}] und [vs] = [v}]. Wir muessen zeigen,
dass

(1] 4 [v2] = 1] + [vy] & [ +wv] =[] +v] & vitva—v —vyeU.

Doch das ist klar, da v —v] € U und ve —v5 € U.
(2) Es seien v,v" € V so dass [v] = [v], und es sei & € K. Wir mussen zeigen, dass

ap] =ap] & [aw]=a] & av-12)eU.
Doch da v —v" € U und U ein Unterraum ist, gilt a(v —v’) € U.
Satz 7.1.3. Mit dieser Definition der Addition und Skalar-Multiplikation ist V/U ein Vektorraum.
Proof. Uebungﬂ O
Satz 7.1.4. Es seiqu : V — V/U die Abbildung
qu(v) = [v];
sie heisst die kanonische Quotientenabbildung. Dann ist qu linear, und es gilﬂ ker(gy) = U und
im(qu) = V/U.
Proof. Wir zeigen zunaechst, dass die Abbildung linear ist:
qu(v1 + awg) = [v1 + auvs]
= [v1] 4+ afvs] aufgrund der Definition von Addition und Skalar-Multiplikation
= qu(v1) + aqu(va).

Es sei nun € V/U. Dann ist x eine Aequivalenzklasse der Aequivalenzrelation in Bemerkung [7.1.1
und es gibt v € V so dass z = [v], das heisst = gy (v). Daher ist gy surjektiv.
Nimm nun an, dass v € ker(qy). Dann gilt

qu(v) = [v] = Oy u & v~ Oy
Sv—0pelU
sSvel,

und daher ker(qy) € U. Umgekehrt sei w € U. Dann gilt w ~ Oy da u = u — 0y € U und daher
qu(u) = [u] = Oy,y. Daher gilt U C ker(qy) und daher ker(qy) = U. O

Korollar 7.1.5. Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und U < V. Dann ist V/U endlich-
dimensional, und es gilt
dimK V/U == dimK V- dimK U.

Proof. Folgt unmittelbar von Satz und Theorem O

Alternativ koennen wir dieses Korollar ebenfalls mit Hilfe eines Komplements des Unterraums U
beweisen:

35Was ist die additive Identitaet?
36Mit anderen Worten, jeder Unterraum ist der Kern einer linearen Abbildung!
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Satz 7.1.6. Es sei V ein Vektorraum und U < V. Es sei W <V ein Komplement zu U. Dann definiert
die Abbildung w — [w] einen natuerlichen Isomorphismus
W — V/U.

Proof. Es sei v = qu|w. Dann ist v injektiv: nimm an, dass w € ker(y), das heisst [w] = Oy,y, mit
anderen Worten w € U. Aber UNW = {0y}, und daher w = Oy.

Weiterhin ist - surjektivﬂ es sei © € V/U, und es sei v € V ein repraesentierendes Element von x.
Da W ein Komplement von U ist, gilt V = U + W, und daher Ju € U, w € W so dass v = u + w. Aber
dann gilt [v] = [w], und daher y(w) = [v] = . O

Ubung 7.1.7. Beschreibe die inverse Abbildung vt : V/U — W.

Bemerkung 7.1.8. Insbesondere bildet v eine Basis von W auf einer Basis von V/U ab: wennwy, ..., wg
eine Basis von W ist, dann ist [w1], ..., [wg] eine Basis von W, und daher erhalten wir einen alternativen

Beweis, dass
dimV/U =dimW =dimV — dim U.

Bemerkung 7.1.9. Der Isomorphismus in Satz[7.1.6] haengt von der Wahl eines Komplements ab; er
ist also nicht kanonisch.

Weiterhin gibt es eine Korrespondenz zwischen bestimmen Unterraeumen von V' und Unterraeumen
von V/U:

Satz 7.1.10. Die Abbildung
{WCV:U<W<LV} — {X <V/U}
%% — w/U

ist eine 1 : 1 Korrespondenz zwischen Unterraeumen von V', die U enthalten, und Unterraeumen von
V/U.

Proof. Uebung. ]

37Sie koennen alternativ mit Hilfe der Dimensionen argumentieren.
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7.2. Die Isomorphismensaetze. Quotientenraeume tauchen in the linearen Algebra (und auch sonst)
ueberall auf. Zum Beispiel koennen wir Theorem folgendermassen verfeinern:

Theorem 7.2.1. (Erster Isomorphiesatz) Es seien V,W K-Vektorraeume und T : V — W eine lineare
Abbildung. Definiere eine neue Abbildung

T: V/ker(T) — im(T)
wie folgt: fuer ein Element x € V/ker(T) waehle ein representierendes Element v € V und definiere
T(z) = T(v) Dann gilt
(1) T eine wohldefinierte lineare Abbildung;
(2) T : V/ker(T) — im(T) ist ein Isomorphismus;
(8) folgendes Diagram ist kommutativ:

T

v W

N

Gker(T)
T
V/ker(T) — im(T)
Proof. (1) Es seien vy, vy representierende Elemente von x. Dann gilt Grer(7)(v1) = Grer(r)(v2) = z,

das heisst v1 — v2 € ker(T) und daher T'(v1) = T'(vz). Deshalb ist T wohldefiniert.
T ist linear: es seien « = [v1],y = [ve] und o € K. Dann gilt

T([v1] + afva]) = T([v1 + avs))

(2) T ist injektiv: Es sei 2 € ker(T'), und es sei v € V ein representierendes Element von z. Dann
gilt aufgrund der Definition
T(l‘) = T(U) = Ow,
das heisst v € ker(T) und daher z = [v] = Oy ker(7)-
T ist surjektiv: Aufgrund der Definition von T ist es offensichtlich, dass im(7) C im(T). Es
sei w € im(T"). Dann gibt es ein v € V so dass T'(v) = w. Aber dies bedeutet, dass

B T([]) =T(v) = w,

und daher w € im(T).
(3) Die Kommutativitaet des Diagrams folgt unmittelbar von den Definitionen.

Theorem 7.2.2. (Zweiter Isomorphiesatz) Es sei V ein Vektorraum und U,W < V. Es sei

i U=V -2 vw, u— qw(u)
Dann ist ker(i) = U NW, und i induziert einen Isomorphismus
U UNW) — (U+W)/W.
Proof. Es folgt von Theorem dass i einen Isomorphismus
i: U/ker(i) — im(i)

induziert. Wir zeigen zunaechst, dass ker(i) = U N W.

Es sei u € ker(i) Dann gilt i(u) = Oy w, das heisst u € W und daher v € U N W. Umgekehrt gilt
UNW C ker(i), und daher ker(i) = U NW.

Um den Beweis abzuschliessen muessen wir zeigen, dass im(i) = (U + W)/ Wﬂ Es ist klar, dass

im(i) € (U + W)/W. Umgekehrt sei x € (U + W)/W. Dann gibt es ein repraesentierendes Element
u € U von x, und es gilt i(u) = . O

38Wir nennen T die von T induzierte Abbildung.
39Beachte, dass (U + W)/W ein Unterraum von V/W ist.
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Was passiert, wenn wir zwei Unterraecume von V betrachten, von dem einer in dem anderen enthalten
ist?

Satz 7.2.3. Es sei V ein Vektorraum und U < W <V zwei Unterraeume. Dann gibt es eine natuerliche
lineare Abbildung wyw : V/U — V/W, gegeben durch v+ U — v + W, so dass folgendes Diagram

kommutiert:
\%4
/ K
w
V/U oW - V/W
Proof. Eine einfache Rechnung zeigt, dass wy,w linear ist. Die Kommutativitaet des Diagrams ist eine
Uebung. O

Theorem 7.2.4. (Dritter Isomorphiesatz) Es sei V' ein Vektorraum und U < W <V zwei Unterracume.
Dann ist ker(wy,w) = W/U, und die induzierte Abbildung Tyw definiert einen Isomorphismus

wow : (V/U)/(W/U) — V/W.
Proof. Wir wenden Theorem auf die induzierte Abbildung
wyw : V/ U — V/W
am. Die Abbildung ist surjektiv: Es sei 2 € V/W und v ein repraesentierendes Element von z. Dann
wird die Nebenklasse v + U auf x abgebildet.

Wir bestimmen nun den Kern von @y es ist klar, dass W/U C ker(wy,w). Es sel nun « € V/U im
Kern von wy,w, und es sei v ein repraesentierendes Element von x, d.h. ¢y (v) = . Dann gilt aufgrund

von Satz [[.2.3]
zUU,w(x) = qW(U)7
und wir wissen, dass qw (v) = Oy genau dann, wenn v € W. Es folgt, dass » = qy(v) € W/U, und
daher ker(wy,w) € W/U.
Es folgt daher von Theorem dass @y,w einen Isomorphismus
V/u)/(W/U) — VW
definiert. O
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7.3. Weitere Anwendungen. Weiterhin koennen wir den Annulator eines Unterraums mit Hilfe von
Quotientenracumen beschreiben:

Satz 7.3.1. Es sei V ein K-Vektorraum und U <V ein Unterraum. Dann gibt es einen natuerlichen
Isomorphismus

a: (VU — U°.
Proof. Wir definieren zunaechst die Abbildung «: Es sei £ € (V/U)*. Dann ist
loqu:V = K

eine Linearform auf V', und es gilt U C ker({ o qy), das heisst £ o qy € U°. Definieren a(f) = ¢ o qy;
eine einfache Rechnung zeigt, dass « linear ist. Da (V/U)* und U® die gleiche Dimension haben, ist es
ausreichend zu zeigen, dass « injektiv ist. Dieses ist eine leichte Uebung.

Alternativ koennen Sie die inverse Abbildung konstruieren: es sei A € U°, i.e. A € V* so dass
U < ker(A). Aufgrund von Theorem wissen wir, dass A eine Abbildung

A:V/ker(\) — K
induziert. Da U < ker(\), gibt es laut Satz eine natuerliche Abbildung
Wy ker(r) : V/U — V/ker()).

Definiere B
a '\ =Xo Wy ker(r) © V/U = K.

Eine einfache Rechnung zeigt, dass o~ ! die inverse Abbildung von « ist. O
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8. DETERMINANTEN

8.1. Ein erstes Beispiel.

Lemma 8.1.1. Fs sei A = (Z b) € Myxo(K). Dann ist A genau dann invertierbar, wenn ad—bc # 0,

d
1 d —b
ATl = .
ad — bc (—C a )

Definition 8.1.2. Die Groesse (ad — bc) heisst die Determinante von A, und wir schreiben
det(A) = ad — be.

und in diesem Fall gilt

Beachte 8.1.3. Schreibe A = (v1,v2), wobei vi,va die Spaltenvektoren sind. Die Determinante hat
folgende Eigenschaften:

(1) det(ly) = 1;

(2) det(vyi,ve) = —det(va,v1);

(3) det(vi +u,vy) = det(vy, ve) + det(u, ve) und det(vy, ve +u) = det(vy, ve) + det(vy, u);

(4) det(AA) = A2 det(A) fuer all A € K;

(5) det(Avy,va) = det(vy, Ava) = Adet(4);

(6) det A = det A®.
Diese Figenschaften sind characteristisch fuer eine Determinantenfunktion.

Um Determinanten fuer (n x n)-Matrizen zu definieren, benoetigen wir das Konzept von Permutatio-
nen

8.2. Permutationen.
Definition 8.2.1. Es sein > 1. Fine Permutation der Menge {1,...,n} ist eine bijektive Abbildung
o:{l,...,n} — {1,...,n}.

Wir schreiben o als (o0(1),0(2),...,0(n)).
Eine Transposition ist eine Permutation, die genau zwei Elemente vertauscht und alle anderen FEle-
mente auch sich selber abbildet.

Beispiel 8.2.2. Es sei n = 4. Dann ist (1,3,2,4) eine Transposition, aber (2,3,1,4) ist keine Transpo-
sition.
Satz 8.2.3. Die Permutationen auf der Menge {1,...,n} bilden eine Gruppe S, unter Komposition

von Funktionen; die Identitaet ist die Identitaetsfunktion, die jedes Element auf sich selber abbildet. Die
Gruppe S, heisst die symmetrische Gruppe vom Grad n; sie hat n! Elemente.

Proof. Uebung. O

Beachte 8.2.4. Es sei 7 € S,, eine Transposition. Dann gilt T2 = id, das heisst T ist sein eigenes
Inverses.
Beispiel 8.2.5.
(1) Essein =4 und o = (3,1,2,4). Dann ist 0=! = (2,3,1,4).
(2) Essei 7= (4,1,2,3). Dann gilt
coT=(4,3,1,3)
Too =(2,4,1,3).

Satz 8.2.6. Jede Permutation kann als die Verknuepfung von endlich vielen Transpositionen geschrieben
werden.

Proof. Es sei 0 = (o(1),...,0(n). Wenn o(1) # 1, dann sei 7y die Transposition, die 1 und o(1)
vertauscht; ansonsten sei 71 die Identitaet. Beachte, dass m0(1) = 1.

Wenn 110(2) # 2, dann sei 7o die Transposition, die 2 und 7,0(2) vertauscht; ansonsten sei 7 die
Identitaet. Dann gilt o7 0(1) = 1 und 1o710(2) = 2. Wiederholen Sie diesen Prozess bis 7,,. Dann gilt

TnTn—1-+-T10=1d = o=TTo " Ty,

da 72 = id Vi aufgrund von Beobachtung |8.2.4 O
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Beispiele 8.2.7.
(1) Essei 0 = (3,4,1,2) € S4. Da o(1) = 4, nehmen wir 7, = (3,2,1,4). Dann gilt
o0 =(1,4,3,2).
Wir nehmen 7 = (1,4, 3,2); dann gilt 79730 = id und daher
o=(3,2,1,4)(1,4,3,2).
(2) Essei o =(3,1,2,4,5) € S5. Dann gilt
o=(1,3,2,4,5)(3,2,1,4,5)
=(1,2,3,5,4)(1,3,2,4,5)(3,2,1,4,5)(1,2,3,5,4),
die Zerlegung einer Permutation in Transpositionen ist also nicht eindeutig!

Immerhin ist die Paritaet der Anzahl von Transposition eindeutig bestimmt:

Satz 8.2.8. Es sei o € S,, und

/ /
U:Tl...Tk:Tl...Tm

verschiedene Zerlegungen von o in Produkte von Transpositionen. Dann gilt
k>~m (mod 2).
Proof. Spaeter - siehe Korollar [8.3.15 O
Definition 8.2.9. Eine Permutation o € S, heisst gerade (bzw. wungerade), wenn es sich als Pro-
dukt einer geraden (bzw. ungeraden) Anzahl von Transpositionen schreiben laesst. Wir definieren das
Vorzeichen einer Permutation o als
1 wenn o gerade ist
sgn(o) = )
-1 wenn o ungerade ist.
Beispiele 8.2.10.
(1) Jede Transposition in S, ist ungerade.
(2) Das Element o € S, aus Beispiel (1) ist gerade.

Bemerkung 8.2.11. Die Menge aller geraden Permutationen in S, ist eine Untergruppe von Sy ; sie
heisst die alternierende Untergruppe A,,.

Die Gruppe As ist die kleinste nicht aufloesbare Gruppe: damit werden Sie sich beschaeftigen, wenn
Sie im naechsten Jahr Galois Theorie lernen.
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8.3. Determinantenfunktionen. Lecture 24

Notation 8.3.1. Es sei A € M,,x,(K); wir schreiben A = (vy,...,v,), wobei v; der ite Spaltenvektor
ist.

Definition 8.3.2. Eine Funktion f : Myxn(K) — K ist n-linear (in den Spaltenvektoren), wenn V1 <
i < n f eine lineare Funktion der iten Spalte ist, wenn die die anderen Spalten fixiert werden. Mit
anderen Worten, f ist n-linear, wenn

fvi, oo, vitu,. o, vy) = f(Vi, oo, Vig oo, V) + f(ve, o, V),
FVi, o AV, o V) = A (Ve Vi, V)
fuer alle A= (vi,...,Vp) € Mpxn(K), u€ K™ und X € K.

Beispiele 8.3.3.

(1) det : Myyo(K) — K ist bilinear.
(2) Essei A= (a;j) € Myxn(K). Die Funktion

f A a11a22 ...0nn
ist n-linear.

Lemma 8.3.4. Es seien f,g: Myxn(K) — K n-linear, und es seien o, § € K. Dann ist auch af + B¢
n-linear.

Proof. Uebung. O
Definition 8.3.5. FEine Funktion f : My, (K) — K ist alternierend, wenn folgende Eigenschaft erfuellt
ist: wenn v; = Vi1 fuer ein 1 < i <n, dann gilt

f(vi,...,vp) =0.
Beispiel 8.3.6. det : Myyo(K) — K ist alternierend.

Lemma 8.3.7. Es sei f: My, xn(K) — K n-linear und alternierend. Dann gilt

(1) f(V17"'aVi7vi+1;-~-7Vn):_f(v17"'7vi+17v’i>'"av’n);
(2) wenn v; = v, fueri# j, dann gilt f(v1,...,Vi,...,Vj,...,Vy) =0;
(3) F(Viseo o, Vig oo, Voo, Vi) = —f(V1, oo, Vs o Vi, V).

Proof. (1) Es gilt

FOVi, ooy Vit Vig1, Vi + Vig1y oo 3 Vin) = (VL ooy Viy ooy Vi ooy Vi )+ f(VI, ooy Vi Vi1, oo, Vi)
+ (Vi Vid 1, Vig oo Vi) F(VE, oo Vi1, Vig 1, -0, Vi)
=f(Viyeo s Viy Vig1,y ooy Vi) + f(VIy oo oy Vig1, Vi ooy Vi)
=0
und daher
Vi, Vi, Vi1, ooy Vi) = —F (V1,0 Vi1, Vi o oo, Vi)
(2) Nimm nun an, dass A = (vq,...,Vv,) eine Matrix ist, fuer die Spalten v; und v; gleich sind.

Wir koennen dann nebeneinanderliegende Spalten so lange vertauschen, bis wir eine Matrix A’
erhalten, die zwei gleiche nebeneinanderliegende Spalten hat; aufgrund von (1) wissen wir, dass
sich f(A) und f(A’) hoechstens durch das Vorzeichen unterscheiden. Aber da f alternierend ist,
gilt f(A") =0 und daher f(A) = 0.
(3) Der Beweis ist aehnlich wie (1).
U

Definition 8.3.8. Fine Funktion D : My, (K) — K ist eine Determinantenfunktion, wenn sie folgende
FEigenschaften hat:

(1) sie ist n-linear;

(2) sie ist alternierend:

(8) D(1,)=1.

Frage: Gibt es Determinantenfunktionen ueberhaupt?
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Lemma 8.3.9. Die Determinante fuer (2 x 2)-Matrizen
det : M2X2(K) — K
ist eine Determinantenfunktion, und sie ist die einzige Determinantenfunktion auf Maxo(K).

Proof. Die Axiome der Determinantenfunktion sind leicht zu ueberpruefen; wir zeigen die Eindeutigkeit.
a b
d
D(A) = ad — be. Es seien ey, ey die Standardbasis von K2, und wir schreiben A = (ae; + ces, be; + des).
Dann gilt aufgrund der Axiome
D(A) = D(ae; + cea, bey + des)

=ab-D(ej,e1) +ac-D(ej,ez) +be- D(eg,e1) + cd- D(es,e2)

=ac- D(ej,e3) + bc- D(es,eq)

= (ad — bc) - D(eq,e2)

= (ad — bc) - D(I2)

= ad — bc.

Es sei D : Myyo(K) — K eine Determinantenfunktion, und es sei A = . Wir wollen zeigen, dass

Wir wollen nun folgendes zeigen:

(1) ¥n > 1 gibt es eine Determinantenfunktion.
(2) Vn > 1 ist die Determinantenfunktion eindeutig bestimmt; das heisst, es gibt genau eine.

Wir zeigen zunaechst die Existenz:
Theorem 8.3.10. Es sein > 1. Dann gibt es eine Determinantenfunktion D : My, (K) — K.
Wir brauchen fuer den Beweis folgendes Konzept:

Notation 8.3.11. Sei A = (a;j)1<i,j<n € Mpxn(K). Fuer 1 <4,j < nsei A4, ; die (n—1,n—1)-Matrix,
die wir von A erhalten, indem wir die ite Zeile und jte Spalte herausnehmen.

Beispiele 8.3.12.
. a b .
(1) Sei A= (c d>' Dann ist

Ai1=d, Aio=c, Ay1=0b Ayp=a.

1
(2) Sei B= |2 0 |. Was sind B3 und B3 37
0 1 -2

Um Theorem [8.3.10| zu beweisen, brauchen wir folgenden Satz:

Satz 8.3.13. Es sein > 2 und [ eine (n — 1)-lineare alternierende Funktion. Fuer 1 < i <n definiere
die Funktion

n
Eit Muxn(K) = K, A= (ay) = Y (1) ag; f(Aq ).
j=1
Dann ist E; n-linear und alternierend.
Proof. Wir zeigen zunaechst, dass E; n-linear ist. Es sei 1 < 57 < n, und betrachte die Funktion
eij A aiif(Ai;);
wir muessen zeigen, dass sie n-linear ist: dann folgt von Lemma [8:3:4] dass E; ebenfalls n-linear ist.
Betrachte e;; als eine Funktion der kten Spalte.

e wenn k # j, dann ist a;; unabhaengig von k, und f(A; ;) ist linear in der kten Spalte, und daher
ist e;; linear als eine Funktion der kten Spalte.
e wenn k = j, dann ist f(A; ;) unabhaengig von k, und a;; = a;j ist linear in der kten Spalte, und
daher ist e;; linear als eine Funktion der kten Spalte.
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Es folgt daher von Lemma dass E; n-linear ist.
Nimm nun an, dass vy = vi41 fuer 1 < k < n. Dann hat fuer all j # %,k + 1 die Matrix A; ; zwei
gleiche Spalten, und daher gilt f(A4; ;) =0, da f alternierend ist, das heisst
Ei(A) = (=)™ ap f(Aig) + (=1 a; i1 £ (A gy)-
Aber A; p = A; k41 und a;; = @i k41, und daher E;(A) = 0. O
Wir koennen nun Theorem [8.3.10] beweisen.

Proof. Wir zeigen die Existenz duch Induktion nach n. Fuer n = 1 sei D die Indentitaet, und fuer n = 2
die Determinante.

Nimm nun an, dass wir D,y : M,_1,—1(K) — K definiert haben. Es sei A = (ai;)i<ij<n €
M, wn(K). Waehle nunn ein 1 <4 < n. Definiere

DI(A) = (—1)"auDy1(Aig) + -+ (=)™ D1 (A ).
Wir zeigen, dass D,(f) eine Determinantenfunktion ist Es folgt von Satz [8.3.10, dass D,, n-linear und

alternierend ist. ,
Wir muessen nun zeigen, dass Dg)(ln) = 1. Beachte, dass

{O wenn i # j

(Ln)ij = T
1 wenn ¢ = j.

Es folgt daher, dass
Dv(zi)(ln) = (_1)i+iDn—1(1n—1) =1

O
air a2 a3
Beispiel 8.3.14. Fuer n = 3 erhalten wir drei Determinantenfunktionen. Es sei A = | as1 a2z a3
asy azz2 ass
Dann sind die drei Determinantenfunktionen gegeben durch
Dgl) A ail det, @22 a23 — a2 det @21 023 + ai13 det d21 022 5
az2 as3 asy ass asy  as2
D§2) A —a21 det w213 + a22 det i a1 — ag3 det @i s
az2 ass asir ass az1 a2
D:())B) A as1 det 2 @13 ass det . + ags det @i 412 .
Q22 Q23 az1 Q23 az1 Q22
As Korollar erhalten wir einen sehr eleganten Beweis von Satz [8:2.8}
Korollar 8.3.15. Es sei o0 € S,, und
J:Tl...Tk:T{.o.T;rL
verschiedene Zerleqgungen von o in Produkte von Transpositionen. Dann gilt
k=m (mod 2).
Proof. Es sei D : Myx,(K) — K eine Determinantenfunktion, uns es sei eq,...,e, die Stadardbasis
von K". Wenn o durch die Verknuepfung von k Transpositionen erhalten werden kann, dann an die
Einheitsmatrix 1, von der Matrix (e,(1),...,€qs(n)) durch k Vertauschungen von Spalten konstruiert

werden. Da das Vertauschen von Spalten das Vorzeichen des Wertes der Determinantenfunktion aendert,
erhalten wir

D(eg(l), RN ,eg(n)) = (—1)kD(1n) = (—1)k.
Durch das gleiche Argument erhalten wir
D(eg(l), e ,eg(n)) = (71)m7
und daher gilt k = m (mod 2). O

Um die Eindeutigkeit der Determinantenfunktion zu zeigen, benutzen wir die gleiche Strategie wie in
Lemma B.3.9/im Fall n = 2.

40Djeses gilt fuer jedes 1 < i < n, d.h. wir bekommen i Determinantenfunktionen! Wir werden spaeter sehen, dass sie
alle gleich sind.

82



Theorem 8.3.16. Es set n > 1. Dann gibt es genau ein@ Determinantenfunktion
D: Myxn(K)— K.
Explizit ist D durch folgende Formel gegeben: es sei A = (a;j)1<i,j<n. Dann gilt

(38) D(A) = Z sgn(a) A5(1),105(2),2 " " Qo (n),n-
ocES,
Proof. Es sei eq,...,e, die Standardbasis von K™; fuer A = (v1,...,Vvy) schreiben wir

Vi = ai€1 + -+ ani€n.
Es sei nun D : My, xn(K) — K eine Determinantenfunktion@ Da D alternierend und n-linear ist,
erhalten wir durch Expansion

D(A) = D(aij1e1 + -+ ani€n,...,a1n€1 + -+ + apney)

= Z aa(1)71 e aa(n),n . D(ea(l), e ,ea(n)).
oc€Sy
Aber nun gilt
D(es(1);---,€0m)) =sgn(o) - D(ey,...,e,) = sgn(o),
und das Resultat folgt. O

Bemerkung 8.3.17. Sie fragen sich vielleicht, warum wir die Determinantenfunktion micht einfach
durch die Formel [8.3.16| definiert haben. Im Prinzip ist das moeglich, allerdings haetten wir dann auf
anderem Weg zeigen muessen, dass das Vorzeichen einer Permutation wohldefiniert ist.

Bemerkung 8.3.18. In the Praxis is die Formel nicht wirklich nuetzlich: wie wollen Sie fuer
n > 4 systematisch alle Elemente von S, auflisten? Fuer explizite Rechnungen empfiehlt sich eher die
Zeilenentwicklung der Determinante aus dem Beweis von Theorem : essein>1undl <i<n.
Dann gilt fuer A € Myx,(K)

n

det(A) = Z(—l)i+j&ij det(Aij).

j=1
Insbesondere folgt aus dem Beweis von Theorem dass folgendes gilt:
Korollar 8.3.19. Es sei D : Myyn(K) = K n-linear und alternierend. Dann gilt
D(A) =det(A)- D(1,,)
fuer jedes A € My wn(K).

Dieses Wissen, dass jede n-lineare und alternierende Funktion ein Vielfaches der Determinante ist, wird
sehr nuetzlich sein, wenn wir im naechsten Kapitel Eigenschaften der Determinantenfuktion untersuchen,
z.B. die Multiplikativitaet (Satz[8.5.2]).

4lnshesondere sind die drei Formeln in Beispiel [8.3.14| gleich. Rechnen Sie nach!
42Wir wissen dank Theorem 8.3.10} dass eine solche Funktion existiert.
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8.4. Erste Eigenschaften. Eine Eigenschaft der Determinante folgt unmittelbar von :
Satz 8.4.1. Es sei A € M,,x,(K). Dann gilt

det(A) = det(A").
Proof. Es sei B = (b;j) = A", das heisst b;; = a;j;. Dann gilt

det(B) = Z Sgn(a) bo(l),lbo(2)2 t ba(n),n
oc€S,

Z Sgl’l(O’) A1,5(1)02,0(2) """ On,o(n)-
gESy

Doch wenn j = o (i), dann ist i = o~!(j), und daher Ui o(i) = Go-1(5),;- Bs folgt, dass
det(B) = Z SgH(O’) A5-1(1),105-1(2),2 """ Ag—1(n),n-
g€Sy
Doch sgn(o) = sgn(o~!) (warum?), und daher gilt
det(B) = Z sgn(o™ 1) Ag=1(1),106-1(2),2 " * * Go1(n),n = det(A).
O'ESn
U

Da die Transposition Spalten und Zeilen einer Matrix vertauscht, erhalten wir folgendes sehr ueber-
raschendes Korollar:

Korollar 8.4.2. Die Determinante ist ebenfalls n-linear und alternierend als eine Funktion in the Zeilen-
vektoren.

Bemerkung 8.4.3. Daher gilt auch das analoge Resultat von Lemmafuerjede Funktion My, x,(K) —
K, die n-linear und alternierend in den Zeilenvektoren ist. Weiterhin ist jede n-lineare und alternierende
Funktion in den Zeilenvektore ein Vielfaches von der Determinante.

Wir verstehen nun, wie sich die Determinante unter den elementaren Zeilenumformungen verhaelt:

Satz 8.4.4. Es sei A € M, xn(K), und es sei B eine Matriz, die wir von A durch die elementare
Zeilenumformung X erhalten.

(1) wenn X = P(r,s) fuer 1 <r < s <n, dann gilt det(B) = — det(A4);

(2) wenn X = M(r, ) fuer 1 <r <mn und A € K*, dann gilt det(B) = \det(A);

(3) wenn X = S(r,s,A) fuer 1 <r,s <n,r#s und A € K*, dann gilt det(B) = det(A).

Proof. Uebung. ]

Dieses Resultat ist sehr nuetzlich, um Determinanten in konkreten Beispielen zu berechnen.

Beispiel 8.4.5.

0 -9 3
(1) Essei A= (1 4 0 |. Wir hatten bereits in Beispiel 2.3.10 gesehen, wie wir diese Matrix
2 6 -1
durch EZUs in die Einheitsmatrix umwandeln:
1 4 -3 1
P(1,2)05(3,1, g) 05(3,2, _5) M (3, ?) 05(2,3,-2)05(1,3,—6) 0 S(1,2,—4) o M (1, —§)

Dies bedeuted, dass

-1 (). (3) in =

das heisst det(A) = —15. Wir ueberpruefen diese Rechnung:

0 -9 3
det(A)=det {1 4 O
2 6 -1
4 0 1 0 1 4
Coa(l ) o (b %) (b )
=-9-6

= —15.
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11 2
(2) Essei B= |2 4 —3]. Dann erhalten wir die Einheitsmatrix durch folgende EZUs:
3 6 =5

S5(2,3,7/2)08(1,3,-11/2) 0 S(1,2,—2) o M(3,—2) 0 5(3,2,—3) o M(2,1/2) 0 S(2,1,—2),
und daher )

det(13) = (-2) - 3 -det(B) = —1,
was wir durch die Determinantenentwicklung ueberpruefen koennen.

Wir koennen nun folgendes Resultat beweisen:

Theorem 8.4.6. Es sei M € M, «,(K) von der Form

M= <0A g) fuer A€ Myn(K), B € Myyy(K) und C € Myyo(K).
SXTr

Dann gilt
det(M) = det(A) det(C).
Proof. Wir benutzen Korollar [8.3.19] Es seien A € M,.».(K) und B € M, (K). Definiere die Funktion
D: Mgys(K) — K,

A B
C +— det <Os><7‘ C) .

Dann ist D s-linear und alternierend (in den Zeilen von C'), und daher gilt
D(C) =det(C) - D(15).
A B

SXTr 15

Per Definition gilt D(15) = det (O

s) ) Durch elementare Zeilenumformungen S(i, j, A) koennen
B
1

wir die Matrix ( A

OSX’I‘

> in die Matrix <0A 01“) umformen, und es folgt von Satz[8.4.4] dass
SXr S

A BY A Ones
det (0 1s> = det (0 1, )

A My (K) — K,

A 0
A — det TXs )
¢ (o 1s>

Dann ist A r-linear und alternierend (in den Zeilen oder Spalten von A), und daher gilt
A(A) = det(A) - A(1,) = det(A) - det(1,45) = det(A).

Betrachte nun die Funktion

Es folgt, dass

det (Oir g) — det(C) - D(1,)

O

Wir koennen nun ohne viel Aufwand folgendes Korollar beweisen; richtige Loesungen habe ich von
Jiarui Kang, Teniver Birkh&user, Jakob Gohring und Marco Vaccaro erhalten.

Korollar 1. Es sei M € M, «x,(K) von der Form

M= <OXS g) fuer A€ Myys(K), B € Msx,(K) und C € My (K).

Dann gilt
det(M) = (—1)"* det(A) det(C).
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Proof. Wir zeigen, dass sich die Matrix mit (s 4+ r — 1) Zeilenvertauschungen in die Form

, (A B
M= (0 C>

bringen laesst. Da jede Vertauschung das Vorzeichen aendert und
r(s+r—1)=rs (mod 2),

folgt das Resultat von Theorem
Es sei U die Verknuepfung der r + s — 1 EZUs

U=P(1,2)oP(2,3)0---0P(s+r—1,s+7).

Wenn wir dann die Operation U r-mal auf M anwenden, erhalten wir M’.

O

Bemerkung 8.4.7. Es ist nicht richtig, dass wir einfach die Transposition auf M anwenden koennen,

* %k Kk

um eine Matrixz der Blockform ( 0

*> zu erhalten! Es gilt

¢
Mt = <Oéxtr Bi)

die Transposition ist die Spiegelung in der Hauptdiagonalen.

1 2 -1
Beispiele 8.4.8. (1) Essei A= (0 2 1 |. Dann gilt
0 3 -2
2 1
det(A) =1-det (3 _2)
=—T.
1 2 -1 0
. 2 -1 1 .
(2) Es sei B = 00 3 -1l Dann gilt
0 0 1 1
1 2 3 -1
det(B) = det (2 _1> : (1 1 )
= (-5)-4
= 20.
1 2 3
(3) EsseiC= [0 —1 5. Dann gilt
0 0 2

det(C) =1-(=1)-2
=-2.
Das letzte Beispiel laesst sich folgendermassen verallgemeinern:
Korollar 8.4.9. Es sei A = (a;;) € Mpxn(K) eine obere Dreiecksmatriz. Dann gilt
det(A) = ay1 - apn.

8.5. Determinanten und Invertierbarkeit.

a b

Beachte 8.5.1. FEs sei A = (c d> € Msyx2(K). Dann ist

det(A) = ad — bc,

und A ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0; in diesem Fall gilt

A*:@M—mrﬁ(d _§7

- a
und eine leichte Rechnung zeigt, dass det(A™1) = det(A)~1.

Frage. Lassen sich diese Resultate auf (n x n)-Matrizen verallgemeinern?
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Satz 8.5.2. Es sein>1 und A, B € My,x,(K). Dann gilt
det(AB) = det(A) det(B);
mit anderen Worten, die Determinante ist multiplikativ.
Proof. Wir benutzen wieder Korollar [8.3.19] Definiere die Funktion
D: Myxn(K) — K,
B+ det(AB).

Behauptung. Die Funktion D ist n-linear und alternierend als eine Funktion in den Spalten@

Beweis der Behaptung. Schreibe A = (ay,...,a,) und B = (by,...,b,). Dann sind die Spalten der
Matrix AB gegeben durch
AB = (Aby, ..., Aby,).
Daher gilt
D(bl,...,bi—I—u,...,bn) :det(Abl,...,A(bZ-—I—u),...,Abn)

= det (Aby,..., Ab; + Au, ..., Ab,)
:det(Abl,...,Abi,...,Abn)+det(Ab1,...,Au,...,Abn)
:D(bl,...,bi,...,bn)—|—D(bl,...7u,...7bn),

wobei die dritte Gleichheit von der n-Linearitaet von det folgt. Daher ist D n-linear.
Nimm nun an, dass b; = b; 1 fuer ein 1 < i < n. Dann ist Ab; = Ab;;1, und daher

D(bl, ey bn) = det(Abl, N ,Abn) = 0,

da det alternierend ist. Das beweist die Behauptung.
Wir wissen daher von Korollar [8.3.19, dass

D(B) =det(B) - D(1,) VB € Myxn(K).

Doch D(1,) = det(A), und daher
det(AB) = det(A) - det(B).

Korollar 8.5.3. Wenn A € M,xn(K) invertierbar ist, dann ist det(A) # 0, und
det(A™!) = det(A)~ .
Proof. Wenn A invertierbar ist, dann gibt es eine Matrix A= € M, «,,(K), so dass AA~! = 1,,. Dann
gilt
det(A)det(A™) = det(AA™) = det(1,,) = 1.

Bemerkung 8.5.4. Korollary[8.5.3 wirft zwei neue Fragen auf:

(1) Gilt auch die Umkehrung, d.h. wenn det(A) # 0, folgt es dann, dass A invertierbar ist?
(2) Wenn A invertierbar ist, wie findet man A=1?

Wir werden uns gleich mit diesen Fragen beschaeftigen. Zunaechst ernten wir aber ein paar Konse-
quenzen des Korollars.

Korollar 8.5.5. Aehnliche Matrizen haben die gleiche Determinante.

Proof. Es seien A, B, C € M,,»,(K) mit C invertierbar, so dass B = C~tAC. Dann gilt
det(B) = det(C7tAC) = det(C) ™! det(A) det(C) = det(A).
U

Korollar 8.5.6. Nimm an, dass K ein unendlicher Koerper ist. Dann gibt es unendlich viele Aequiv-
alenzklassen achnlicher Matrizen[™]

43Gje koennen alternativ auch die Funktion A — det(AB) betrachten; diese ist dann n-linear und alternierend in den
Zeilen.
44Verg1. mit Korollar 4.7.4.
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Proof. Uebung. O

Bemerkung 8.5.7. Korollar[8-5.5 ist aus zweierlei Gruenden sehr wichtig: erstens, weil es die Berech-
nung von Determinanten wviel leichter macht (wie wir gleich sehen werden), und zweitens, da es uns
erlaubt, die Determinante einer linearen Abbildung V- — V zu definieren. Wir kommen im naechsten
Kapital darauf zurueck.

Beispiele 8.5.8. (1) Es sei A = (é 12> und B = (23 ;O> Dann gilt

B=ClAC  mit C = (1 2)

0 1
und daher det = det (B), was wir durch explizite Rechnung ueberpruefen.
(2) Essei A= —3 —5 ) Dann gilt
1 1 -1 -1
A=Cc"t- |0 —2 0 C mitC=[-1 1 0
0o 0 -2 1 0 1
und daher
1 0 0
det(A)=det [0 -2 0 | =4.
0o 0 -2

Um die Umkehrung von Korollar [B.5.3] zu beweisen, erinnern wir uns an die explizite Formel der

Determinante im Beweis von Satz [8.3.13} Es sei A = (aij)1<ij<n € Mpxn(K), und es sei 1 < i < n.
Dann gilt

(39) det(A) = (—1)”‘1(1“ det(AZ-,l) + -4 (—1)i+"am det(Ai,n),

wobei A; i die (n — 1) x (n — 1)-Matrix ist, die wir von A erhalten, indem wir die ite Zeile und die kte
Spalte entfernen.

Definition 8.5.9. Fuer 1 < 1,5 <n schreiben wir
(40) Ci,j = (—1)l+‘7 det(Aw)

Die Kofaktormatrix von A ist die Matriz C' = (¢; ;) € Myxn(K). Die adjunkte Matrix adj(A) von A
ist die Transposition der Kofaktormatriz{™|

adj(A) = C".

Beispiele 8.5.10. (1) Es sei A = (CCL Z) Dann ist

4 5 2
(2) Essei B=|—-1 0 3]|. Dann gilt
1 1 2
-3 -8 15
adj(B)=|5 6 -14
-1 1 b)

Bemerkung 8.5.11. Von Lemma[8.3.9 wissen wir, dass
A-adj(A) = adj(A) - A = det(A) - 1
Berechnen Sie B - adj(B), adj(B) - B und det(B). Was faellt Ihnen auf?

45Djie adjunkte Matrix einer (1 X 1)-Matrix ist (1)!
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Vermutung 8.5.12. Es sei A = (a;;) € Myxn(K) und adj(A) = (b;;) die adjunkte Matriz; per Defini-
tion gilt by; = cj;, wobei c; ; durch gegeben ist. Dann gilt

(41) A-adj(A) = adj(A) - A=det(A) - 1,,.
Mit anderen Worten, wenn det(A) # 0, dann ist A invertierbar, und es gilt
A7t =det(A)~! - adj(A).
Um diese Vermutung zu beweisen, muessen wir das Produkt A - adj(A) ausrechnen. Schreibe
M = (mg) = A adj(4).

Wir muessen zeigen, dass

det(A) wenn i = k
mi;r = .
0 wenn i # k

Bemerkung 8.5.13. Es gilt

n
Mik = Y _ aijbjk
=1

n
= E aijckj.
j=1

Lemma 8.5.14. Es sei 1 <i <n. Dann gilt
Mii = A;1Ci1 + -+ QinCin = det(A).
Proof. Das ist Formel . O

Lemma 8.5.15. Es seien 1 < i,k <n und i # k. Dann gilt
Mi; = Qp1Ci1 + -+ ApnCip = 0.

Proof. Die Idee ist es, A durch eine Matrix A’ zu ersetzen, so dass m}, = m;; und det(A’) = 0; das
Resultat folgt dann unmittelbar von Lemma [8.5.14]

Es sei A’ die Matrix, die wir von A erhalten, indem wir die ite Zeile durch die kte Zeile ersetzen,
und es sei ¢’ die Kofaktormatrix von A’. Dann hat A’ zwei gleiche Zeilen, und daher gilt det(A’) = 0.
Andererseits koennen wir Lemma B.5.14] auf A’ anwenden und erhalten
(42) det(A") =0= aglc;,l et agnc;’n.

Nun folgt von der Definition von A’, dass a;; = ay; fuer alle 1 < j < n. Ausserdem gilt
Cg,j = det(A;j) = det(Aij) = Ci,j
fuer alle 1 < j < n, da A’ und A sich ja nur in der iten Zeile unterscheiden. Daher koennen wir
schreiben als
det(A’) =0= Ak1Ci1 + ++ + QgnCin,

was zu beweisen war. O

Wir koennen Lemmata [8.5.14] und [8.5.15| folgendermassen zusammenfassen:

Satz 8.5.16. FEs gilt

A-adj(A) = det(A) - 1,,.

Proof. Es seien 1 < i,k < n. Dann ist der Eintrag der Matrix A - adj(A) an der Stelle (i, k) gegeben
durch

ag1¢i1 + -+ apncin = 0.

Um Vermutung [8.5.12 zu beweisen, muessen wir noch zeigen, dass
adj(A) - A = det(A4 - 1,,.
Lemma 8.5.17. Es gilt

adj(A) - A = det(A)1,.
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Proof. Wir wenden Theorem auf die transponierte Matrix A’ an:
A - adj(A") = det(A)1,,.
Aber det(A?) = det(A) aufgrund von Satz und daher
At - adj(AY) = det(A)1,,.
Wir wenden nun die Transposition auf diese Gleichung an und erhalten
(adj(A"))t - A = det(A) - 1,,.
Aber eine einfache Rechnung zeigt, dass adj(A?) = (adj(A))!. Das Lemma folgt. O

Damit haben wir die Vermutung bewiesen:

Theorem 8.5.18. Eine Matriz A € My,xn(K) ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0. In diesem
Fall ist die inverse Matriz gegeben durch

A7t =det(A)~! - adj(A).
Proof. Folgt unmittelbar von Lemma [8.5.17 O

Bemerkung 8.5.19. Nimm an, wir haben ein lineares Gleichungssystem
S: Ax=0b,

wobei A eine invertierbare (n x n)-Matriz ist. In diesem Fall ist die eindeutige Loesung L(S) gegeben
durch

A7Lb =det(A)"! - adj(A).b.
In der Praxis ist es aber sehr muehsam, die adjunkte Matriz von A zu berechnen; es ist meistens

wesentlich einfacher, das lineare Gleichungssystem durch Reduktion in reduzierte Zeilenstufenform umzuwan-
deln.

8.6. Die Determinante eines Endomorphismus. Es sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum,
und es sei T': V' — V eine lineare Abbildung.

Definition 8.6.1. FEs sei B eine Basis von V. Wir definieren
det(T) = det[T]5.

Wir muessen ueberpruefen, dass diese Definition sinnvoll ist, d.h. dass sie unabhaengig von der Wahl
der Basis ist.

Lemma 8.6.2. Es sei C eine weitere Basis von V. Dann gilt
det[T]8 = det[T5;

mit anderen Worten, die Determinante eines Endomorphismus ist wohl-definiert.
Proof. Von Theorem 4.5.5 wissen wir, dass

(115 = i) - (715 - idv ]G
Weiterhin gilt, dass [idy]G = ([idv]g)_l. Daher gilt

det[1¢ = det ([l - [T18 - (fdv]E) ™)
= det[id)Z - det[T15 - det ([idy]5) "
= det[T)5.
O

Bemerkung 8.6.3. Fuer unterschiedlich Basen B und C von V koennten wir natuerlich auch det[T$
betrachten. Dieser Werte ist nicht wohldefiniert[™

Satz 8.6.4. Es sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum. Dann hat die Funktion
det : Homg (V,V) — K, T — det(T)
folgende Eigenschaften:

46\Warum nicht?
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(1) Es gilt

det(S oT) = det(S) - det(T) VS, T € Homg (V, V).
(2) T ist genau dann ein Isomorphismus, wenn det(T) # 0. In diesem Fall gilt det(T—1) = det(T) L.
(3) es gilt det(1y) = 1 und det(0y) = 0.

Proof. (i) und (ii) folgen von Satz[6.1.5] Korollar und Theorem [8.5.18] (iii) ist eine Uebung. O

Beispiel 8.6.5. Es sei V' der Vektorraum aller Polynome ueber Q vom Grad <2 und D : V — V die

Ableitungsabbildung. Dann ist die Abbildungsmatrix von D bezueglich der Basis 1, z, 22 gegeben durch
01 0
0 0 2], und diese Matrix hat Determinante 0. Dies war zu erwarten: da alle Konstanten unter D
0 0 0

auf Null abgebildet werden, ist die Abbildung nicht invertierbar.

9. POLYNOME

Zur Erinnerung: es sei K ein Koerper und K|[z] der Ring aller Polynome mit Koeffizienten in K. Fuer
ein Element
fl@)=apz™ + -+ a1x +ap € Klz],
f # 0 definieren wir den Grad deg f von f(z) als due groesste ganze Zahl m > 0, so dass a,, # 0.

Beachte 9.0.1. Fuer f(x), g(z) € K[z], f,g9 # 0 gilt

deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Satz 9.0.2 (Division mit Rest). Es sei K ein Koerper, und es seien f(x), g(z) € K[z], g # 0. Dann
gibt es eindeutig bestimmte Polynome q(z), r(xz) € K[z] with either r = 0 or deg(r) < deg(g), such that

f=qg9+r
Proof. Sollten Sie aus der Schule kennen. O

Beispiel 9.0.3. Es seien
flx)=2® -2 +2x+1 und g(x)=2>+1.
Dann gilt
fle) = (z—1)-g(x)+2.

Korollar 9.0.4. Es sei f(z) € Klz]|, f # 0, und es sei A\ € K so dass f(A\) = 0. Dann gibt es
q(z) € Klx], so dass

f(x) = (z = Naq();
die Nullstelle A kann von f(z) abgespalten werden.

Proof. Es sei g(x) =z — A. Aufgrund von Satz gibt es eindeutig bestimmte Polynome ¢(x), r(x) €
K[z] with either » =0 or 9(r) < 1 (d.h. r(z) € K — {0}), so dass

(43) f(x) = g(z)q(x) + r(z).
Durch Auswertung von Gleichung an « = 0 sehen wir, dass 7(0) = 0 und daher r = 0. 0
Beispiel 9.0.5. Sei f(z) = 25 + 22* — 22 + 4 € R[z]. Dann gilt f(—2) =0, und

fl@)=(a" -2 +2)(= +2).

Korollar 9.0.6. Es sei f(x) € K[z], deg(f) = n > 0. Dann hat f(x) hoechstens n Nullstellen (nicht
notwendigerweise verschieden) in K.

Beispiel 9.0.7. Es sei f(z) = (x+1)(z2+1). Als ein Polynom in R[z] hat f genau eine Nullstelle, aber
es hat drei Nullstellen als ein Element von Clz].

Theorem 9.0.8 (Fundamentale Satz der Algebra). Es sei f(z) € Clz] vom Grad n > 0. Dann hat f(z)
genau n Nullstelleﬂ in C, das heisst, es gibt Aq,..., N\, € C, nicht notwendigerweise verschieden, so
dass

flx) = (@ =A)--(z = An).

4TEin Koerper mit dieser Eigenschaft heisst algebraisch abgeschlossen.
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Beispiel 9.0.9. Es sei m > 1 und f(z) = 2™ — 1 € C[z]. Es sei {,, = ¢ . Dann gilt

m—1
fla) =T (@ =G
i=0
Bemerkung 9.0.10. Man kann zeigen, dass jeder Koerper in einem algebraisch abgeschlossenen Koerper
enthalten ist.

Definition 9.0.11. Es sei f(z) € Kz], f # 0, und es sei A € K so dass f(A) = 0. Die Ordnung (oder
Vielfachheit) der Nullstelle \ in f(x) ist die ganze Zahl n > 0, fuer die es ein q(x) € K[z] gibt, so dass

flx)=(@=N)"-q(x) und  q(A)#0.
Wenn die Ordnung der Nullstelle 1 ist, dann ist A eine einfache Nullstelle von f(z).

Beispiele 9.0.12. (1) Essei f(x) = (r—1)?(x+2). Die Nullstell z = 1 hat Ordnung 2, und x = —2
ist eine einfache Nullstelle.
(2) Es sei p > 2 eine Primzahl und F,, der Koerper mit p Elementen. Es sei g(z) = 2 — 1 € F,[z].
Dann gilt
g(z) = (z - 1),
das heisst, © = 1 ist eine Nullstelle von g(z) der Ordnung p!

Bemerkung 9.0.13. (1) Man kann mit Polynomdivision viel Spass haben. FEin Polynom f(z) €
K|[z] ist unzerlegbar, wenn es keine Polynome g(x), h(z) € K[z] gibt mit 9(g), O(h) > 0, so
dass f(x) = g(z)h(x). Es folgt dann von Satz dass sich jedes Polynom vom Grad > 0
emdeutié in ein Produkt von unzerlegbaren Polynomen schreiben laesst. Unzerlgebare Polynome
spielen also die Rolle der Primzahlen in dem Ring K[x]! Diese Beobachtung ist von sehr grosser
Wichtigkeit in der algebraischen Geometrie und der algebraischen Zahlentheorie.

(2) Fine andere sehr interessante Frage ist, wie man die Nullstellen eines Polynoms finden kann.
Fuer Polynome vom Grad < 4 gibt es explizite Formeln fuer die Nullstellen, aber bei Polynomen
vom hoeren Grad gilt dies nicht mehr. Dieses ist eines der Hauptresultate der Galois Theorie.
Diese Theorie ordnet jedem Polynom eine endliche Gruppe zu, und die Eigenschaften der Gruppe
entscheiden, ob das Polynom durch Wurzeln loesbar ist oder nicht.

10. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN
10.1. Definitionen und erste Eigenschaften.

Definition 10.1.1. FEs sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum ueber K und T : 'V — V eine
lineare Abbildung.

(1) Ein Element A € K ist ein Eigenwerﬂ von T, wenn es einen Vektor v € V' gibt, v # Oy, so

dass Tv=\-wv.
(2) Ein Vektor v € V, v # Oy mit der Eigenschaft Tv = Av ist ein Eigenvektor von T' mit Eigenwert
A

Wenn A € My, xn(K), dann sind die Eigenwerte und -vektoren die FEigenwerte und -vektoren der Abbil-
dung Ty : K™ — K™.

Bemerkung 10.1.2. Wenn v ein Eigenvektor von T ist, dann ist auch av ein Eigenvektor (mit dem
gleichen Figenwert) fuer alle a € K, a # 0. Ist die Menge aller Eigenvektoren mit dem gleichen
Eigenwert ein Unterraum von V ¢

Beispiele 10.1.3.
(1) In Beispiel ist die konstante Funktion 1 ein Eigenvektor mit Eigenwert 0.

. 1 2
(2) Essei A = 9 1
von A sind, da

. Durch Betrachtung der Matrix sehen wir, dass A = 3 und A = —1 Eigenwerte

1 1 1 -1
A.(1>:3-(1> und A(_l):<1>.
Sind das alle Eigenwerte von A?

48,3bgeschen von Multiplikation mit Elementen in K — {0}.

49eng1: eigenvalue
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. 1 -2
(3) Es sei B = 1 4

v # 0, so dass B.v = Av, das heisst
1 =2\ [z T 1 -2 1 0 x 0
G D)6)6) = {666 -6)
Wir erhalten daraus das lineare Gleichungssyste,

(1-Na—2y=0
z+ (@4 —-Ny=0.

. Wenn A ein Eigenwert von B ist, dann gibt es einen Vektor v = (;),

Indem wir die zweite Gleichung mit —(1 — A) multiplizieren und zur ersten Gleichung addieren,
erhalten wir
(—1=MN4-X)=-2)y=0 — y=0V I —-5\1+6=0.

e Wenn y = 0, dann folgt, dass x = 0.
e Wenn A2 — 5\ + 6 = 0, dann gilt A = 2 oder A\ = 3. Fuer jeden dieser Werte loesen wir das
lineare Gleichungssystem:

Mit anderen Worten: 2 und 3 sind die Eigenwerte von B, mit Eigenvektoren <_12) und (_11>

Wir haben diese Eigenwerte durch Berechnung der Nullstellen des Polynoms A2 —5\+6 bestimmt.
Laesst sich diese Beobachtung verallgemeinern?

Satz 10.1.4. Es ses T : V — V linear. Dann gilt: A € K ist genau dann ein Eigenvalue von T, wenn
ker(T - )\1‘/) 75 {Ov}
Proof.

A € K ist einEigenvalue von T' & Jv eV, v # 0y so dass T.v = \v
& Jv eV, v #0y sodass (T — Aly).v =0y
& v € ker(T — Aly).
O

Bemerkung 10.1.5. Insbesondere ist 0 genau dann ein Figenwert von T, wenn T nicht invertierbar
15t.
Korollar 10.1.6. Folgende Aussagen sind aequivalent:

(1) A € K ist ein Figenwert von T';

(2) ker(T - )\1\/) 7é {Ov},'

(8) T — A1y ist kein Isomorphismus;

(4) det(T — Aly) = 0.
Proof. (i) & (ii) ist Satz und (iii) & (iv) ist Satz (ii). Die Aequivalenz (i) < (iii) ist
Theorem {29 (]

Bemerkung 10.1.7. Korollar (iv) gibt uns ein sehr nuetzliches Kriterium, um die Eigenwerte
einer Matrixz bzw. linearen Abbildung zu bestimmen!
Beispiele 10.1.8.

(1) Zurueck zum Beispiel [10.1.3] (iii): die Eigenwerte der Matrix B sind genau die Wurzeln des
Polynoms

det (1 o 4__2A> — (1= N =) - (=2)

=2 - 5\+6.
93



(2) Wir koennen ausserdem die Frage in Beispiel [10.1.3] (ii) beantworten: A = 3 und A = 1 sind die
einzigen Eigenwerte von A, da sie genau die Wurzeln des Polynoms

1-XA 2\ _ .,
det<2 1_)\>—)\—2A—3

sind.
(3) Es sei V der Vektorraum aller Fibonacci-Folgen und S : V' — V die Verschiebungsabbildung
(siche Satz[1.1.15). Die Abbildungsmatrix von S bezueglich der Basis B = {Fy 1, F1,0} ist

sE= (3 1).
det([S]gA((l) ?)))\2)\1,

das heisst, die Eigenwerte dieser Matrix sind %‘/‘?’ Vergleichen Sie das mit dem Beweis von

Theorem [L.1.10

10.2. Das charakteristische Polynom.

und es gilt

Definition 10.2.1. Es sei A € M,,«,(K). Dann ist
xa(x) =det(A—=x-1,) € K[x]

das characteristische Polynom von A.
c . . a b .
Beispiel 10.2.2. Es sei A = (c d)' Dann ist

xa(z) = 2% — (a+ d)z + (ad — be).
Insbesondere gilt

X, () =22 =20 +1=(z—1):
der Eigenwert A = 1 ist eine doppelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms.

Definition 10.2.3. Fuer eine lineare Abbildung T : V' — V definieren wir das characteristische Polynom
von T als

xr(z) = det([T]5 — = - 1,),

wobei B eine beliebige Basis von V ist.

Beachte 10.2.4. Wenn B und C zwei verschiedene Basen von V sind und A = [1y|§ die Basiswechsel-
matriz, dann gilt

7] = C~[TleC
und daher

det([T]g —x - 1,) = det (A '[T]GA -z - 1,,)

=det [A7" ([T)6A — zAL, - A71) A]

= det(A™1) - det([T]S — x1,,) - det(A)

= det([T]S — z1,,),
das heisst, das characteristische Polynom von T ist wohl-definiert.

Wir koennen Korollar [T0.1.6] folgendermassen zusammenfassen:

Theorem 10.2.5. Es set T : V. — V linear. Dann ist A € K genau dann ein Figenwert von T, wenn
x7(A\) = 0. Mit anderen Worten:

{Eigenwerte von T} = {Ae€ K : xr(A) =0}
Was koennen wir ausserdem ueber das charakteristische Polynom sagen?

Lemma 10.2.6.
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(1) Es sei A= (aij) € Mypxn(K) eine obere Dreiecksmatriz. Dann gilt

n

xa(z) = H(an‘ - ),

i=1
und die Eigenwerte sind a1, ..., Gnp-
(2) Es sei M € Myx,(K) von der Form

M = <0A g) fuer A€ Myyr(K), B € Myxs(K) und C € My (K).
SXrTr

Dann gilt
X (2) = xa(z) - xo(x).
Proof. Uebung. O

Wir koennen auch einiges ueber die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms sagen: wir erinnern
uns an die Spurabbildung (Beispiel (v))

Tr: Man<K)—)K, A:(aij)»—>a11+---+ann.

Lemma 10.2.7. Es gilt
Tr(AB) = Tr(BA) VA,B € M,xn(K).

Proof. Explizite Rechnung. O
Definition 10.2.8. Es sei T : V — V linear. Wir definiere die Spur von T as
Te(T) = Tr[T]3
fuer eine beliebige Basis B von V.
Satz 10.2.9. Tr(T) ist wohl-definiert.
Proof. Es seien B und C verschiedene Basen von V, und es sei C' = [idy]%, so dass
[T =C'- [Tl C.
Eine Anwendung von Lemma zeigt, dass
Tr ([T]5) = Te (C7 - [T]e - ©),

d.h. Tr(T) ist wohldefiniert. O
Satz 10.2.10. Es sei A € My «y,. Dann gilt

xa(@) = (=1)"z" + (=1)" T Tr(A)z" ! 4 - - - + det(A).

Proof. Schreibe A = (a;;)1<i,j<n. Dann gilt

aip —x a12 a13 cee A1n

a1 a292 — T a23 e a9n

XA(g;) = det asi a32 ass —x ... a3n
Qan1 An2 an3 e Apn — T

Wir benutzen nun (38), um die Determinante zu berechnen. Es sei o € S,,. Wenn o nicht die Identitaet
ist, dann bildet o hoechstens n — 2 Elemente aus der Menge {1,2,...,n} auf sich selber ab. Daher gilt

n

xa(@) = [ (@i — 2) + (),

i=1
wobei g(z) aus einer Summe von Produkten besteht, die hoechstens n—2 der diagonalen Eintraege a;; —x
enthalten. Mit anderen Worten, g(x) ist ein Polynom vom Grad < n — 2. Daher gilt

Xa(@) = (=1)"2" + (=1)""Harn + @z + -+ ann)a" "+ g(@).
Um den konstanten Koeffizienten von xr(z) zu berechnen, berechnen wir x 4(0) = det(A4). O

Bemerkung 10.2.11. (1) Um den Koeffizienten von x"~% auszurechnen koennten wir auch ueber
Induktion nach n argumentieren (Uebung).
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(2) Felix Xu ist aufgefallen, dass wir von Satz einen sehr eleganten Beweis dafuer erhalten,
dass die Spur einer linearen Abbildung wohldefiniert ist: wir wissen von dass xr(x)
unabhaengig von der Wahl einer Basis von V ist; insbesondere gilt dies fuer den Koeffizienten
von "t Nun wissen wir aber von Satz dass dieser Koeffizient gegeben ist durch

(=)™t T((T]E)

wobei B eine beliebige Basis von V ist; mit anderen Worten, der Wert Tr([T]8) ist unabhaengig
von der Wahl der Basis. Dieses gibt einen neuen (und schoeneren) Beweis von Satz|10.2.9

Korollar 10.2.12. Es sei V an n-dimensionaler Vektorraum und T : 'V — V linear. Dann hat T
hoechstens n Eigenwerte.

Proof. Klar, da xr(x) ein Polynom vom Grad n ist und daher hoechstens n Nullstellen haben kann. O

Bemerkung 10.2.13. Wenn )\ ein FEigenwert von T ist, dann kann es sein, dass A eine Nullstelle
hoeherer Ordnung von xr(z) ist (e.g. fuer die Identitaetsabbildung id,, fuer n > 1).

10.3. Diagonalisierung. Es sei 7' : V' — V eine lineare Abbildung. Wir wollen nun die Idee von
FEigenvektoren mit unserer Theorie des Basiswechsels zu verknuepfen: das Ziel ist es, um eine Basis B

von V zu finden, so dass die Abbildungsmatrix [7]% eine besonders einfache Form hat.

Beispiel 10.3.1. Wir betrachten nochmal das Beispiel der Fibonacci-Folgen. Wir hatten bereits gesehen,
dass ¢ = 1+2‘/5 and ¢ = # die Eigenwerte der Abbildung S sind, mit dazu gehoerigen Eigenfolgen
F1,o und Fi 4. Eine einfache Rechnung zeigt, dass die beiden Eigenfolgen linear unabhaengig und daher

einen Basis des Vektorraums aller Fibonacci-Folgen sind. Die Darstellungsmatrix von S bezueglich dieser

L e 0\ . .
Basis ist (O w). sie ist diagonal.

Satz 10.3.2. EsseiT :V — V eine lineare Abbildung, und Ay, ..., A, verschiedene Figenwerte von T .
Vi sei v; ein Figenvektor mit Eigenwert A;. Dann sind vy, ..., vy, linear unabhaengig.

Proof. Nimm an, dass die Vektoren linear abhaengig sind. Es sei 1 < k < m der kleinste Index, so dass

die Menge {v1, ..., v} linear abhaengig ist. Dann gibt es Skalare a,...,a; € K, alle # 0, so dass
o1v1 + -+ ogvg = 0y

Wende die Abbildung T'— Ag1y auf diese Gleichung an. Dann erhalten wir

(T — )\klv)(alvl —+ e+ akvk) = Ozl(T — )\klv)vl + 4 Otk(T — )\klv)vk

= (M —A)vr - F a1 (Agm1 — Ap)v—1 + (A — )k
a1 (M — Ap)v1 + -+ apm1(Ag—1 — Ak)Uk—1
Oy .

Da X\; # A; forall i # j, gilt a;(A\; — Ap) # 0 for all 1 < ¢ < k, mit anderen Worten, die Vektoren
v1,...,V—1 sind linear abhaengig. Dies ist ein Widerspruch zu der Wahl von k. O

Korollar 10.3.3. Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und T : V — V eine lineare Abbil-
dung. Nimm an, dass T genau n verschiedene Figenwerte hatm Dann besitzt V' eine Basis, die aus
Eigenvektoren von T besteht; wir sagen, T ist diagonalisierbar.

Proof. Es seien \q,...,\, die Eigenwerte von T mit Eigenvektoren vq,...,v,. Dann sind vq,...,v,
linear unabhaengig aufgrund von Satz[10.3.2) und daher eine Basis (Satz 3.3.23). O

Definition 10.3.4. Fine lineare Abbildung T : V — V ist diagonalisierbar, wenn V eine Basis besitzt,
die aus Eigenvektoren von T besteht; in diesem Fall ist die Abbildungsmatriz von T bezueglich dieser
Basis diagonal.

FEine Matriz A € Myxn,(K) ist diagonalisierbar, wenn die lineare Abbildung T diagonalisierbar ist.

Bemerkung 10.3.5. Fine Matriz A € M, «n(K) ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine in-
vertierbare Matriz B € M, x,,(K) gibt, so dass die Matriz B~*AB diagonal ist.

50Wir haben bereits gesehen, dass das vorkommen kann, aber nicht immer der Fall ist!
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Beispiel 10.3.6. (1) Die Matrix A = é ?) in Beispiel [10.1.3| (2) ist diagonalisierbar, da sie
zwei Eigenwerte hat, naemlich A\; = 3 und Ay = —1. Explizit koennen wir A folgendermassen

(2)

diagonalisieren: die zu A; 2 gehoerigen Eigenvektoren sind vy = (}) und vy = <_11>, und

sie bilden eine Basis B = {v1,v2} von R?. Die Basiswechselmatrix von der Standardbasis £ =
{e1, €2} nach B ist gegeben durch

C =i = G _11> .

4 (30
C AC_(O _1).

42> ist ebenfalls diagonalisierbar (Uebung).

Dann gilt

1

Die Matrix B = (1

Lemma 10.3.7. Wenn A diagonalisierbar ist, mit Eigenwerten Ai,...,A,, dann gilt aufgrund von

Lemma[10.2. (i)

Frage:

xa(x) = (z = A1) (e = An).

Sind alle Matrizen/linearen Abbildungen diagonalisierbar?

Beispiele 10.3.8.

(1)

(2)

Es ist nicht notwendig, dass die Eigenwerte einer Matrix verschieden sind, damit die Matrix
diagonalisierbar ist: die Matrix 15 ist diagonal (und daher trivialerweise diagonalisierbar), hat
aber nur einen Eigenwert A = 1.

Bisweilen haengt es vom Grundkoerper ab, ob eine Matrix diagonalisierbar ist: es sei M =

<(1) 01> € Msy>(R). Dann hat das charakteristische Polynom

xu(z) =22 +1
keine Nullstellen in R, das heisst, M ist ueber R nicht diagonalisierbar. Betrachten wir M aber
als eine Matrix in Msyo(C), dann gilt
xum(e) = (z —i)(x +1),

und M ist diagonalisierbar.

EsseiD:(1 1

0 1). Ist D diagonalisierbar? Wir berechnen das characteristische Polynom:

w) =de (107 L) =,

das heisst, A = 1 ist der einzige Eigenwert dieser Matrixﬂ Wir berechnen den dazughoerigen
Eigenvektor (oder sind es mehrere?):

2 (2)=()
Y Y
= z+y=z und y=y,

das heisst, die Eigenvektoren mit Eigenvalue 1 sind von der Form « (é) mit o # 0. Mit anderen

Worten, D ist nicht diagonalisierbar. Was ist passiert?

51Beachte, dass xp(z) = X1, (x)!
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Beispiel 10.3.9. Beispiel [10.3.8] (iv) laesst sich folgendermassen verallgemeinern: es sei n > 1 und
A € K. Definiere die Jordan’sche Blockmatrix J,(A) € M, «n(K),

A1 0 0
0 X 1 0
0 0 A 0
0 0 O 1
0 0 O A

Dann gilt

XJ, (@) = (A —2)",
das heisst, A ist der einzige Eigenwert. Andererseits is e; der einzige Eigenvektor mit Eigenwert A: fuer
n > 1ist J,(\) also nicht diagonalisierbar.

. . . . (1
Wir koennen unsere Beobachtungen folgendermassen zusammenfassen: Die Identitaetsmatrix < 0 1)

und die Matrix (1) 1 haben beide charakteristisches Polynom (1 — x)?; allerdings ist die erste diag-

onalisierbar und die zweite nicht diagonalisierbar. Mit anderen Worten, das charakteristische Polynom
alleine kann nicht entscheiden, ob eine Matrix diagonalisierbar ist. Wichtig ist die Dimension des zu
einem Eigenwert gehoerigen Unterraums, der von den Eigenvektoren aufgespannt wird.

10.4. Eigenraeume. Wir gehen von jetzt an davon aus, dass der Koerper K algebraisch abgeschlossen
ist.

Definition 10.4.1. FEs sei T : V — V eine lineare Abbildung, und es sei \ ein Figenwert von T'. Der
Eigenraum wvon X ist gegeben durch

Ey={veV:Tuv=X}.
Mit anderen Worten, Ey ist die lineare Huelle der zu A gehoerigen Eigenvektoren.
Lemma 10.4.2. FE) ist ein Unterraum von V.
Proof. Es folgt von der Definition, dass
E) =ker(T — X -idy),

und wir haben in Lemma 4.2.3 gezeigt, dass der Kern einer linearen Abbildung ein Unterraum ist.
Alternativ koennen Sie auch die Unterraum Axiome ueberpruefen. (]

Beispiele 10.4.3. (1) Essei A=

— = O

11
0 1 |. Eine einfache Rechnung zeigt, dass
1 0

xa(r) = —2% + 3242
— -2+ 1),

das heisst, die Eigenwerte sind A\; = —1 und A2 = 2. Um E}), zu bestimmen, loesen wir das
lineare Gleichungssystem

0
(A= A13) =|o
0

n ey

Wir erhalten

das heisst, E, ist 2-dimensional.
(2) In Beispiel |10.3.8| (iii) hat der zu A = 1 gehoerige Eigenraum Dimension 1.

Wir definieren zunaechst die direkte Summe von Unterracumen eines Vektorraums:
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Definition 10.4.4. Es sei V' ein Vektorraum, und es seien Uy,... U, < V. Essei W =Uy +---+ Uy.
Dann ist W die direkte Summe von Uy,...,Ur wenn jedes Element w € W in genau einer Weise als
Summe

w=uy + -+ ug mit u; € U; V1 <1 <k
geschrieben werden kann. In diesem Fall schreiben wir

W=U & &U.

Bemerkung 10.4.5. Diese Definition verallgemeinert die Idee des Komplements eines Unterraums
(vergl. Definition : wenn U <V, dann ist W <V genau dann ein Komplement, wenn sich jedes
Element v € V in genau einer Art und Weise als u + w schreiben laesst mit w € U und w € W; mit
anderen Worten genau dann, wenn V =U @& W.

Lemma 10.4.6. In dem Kontext von Definition [10.4.4] ist W genau dann die direkte Summe von
Ui,...,U, wenn die Gleichung

Oy =uy + -+ 4+ ug mid u; € U; Vi

nur die Loesung
ulqu:...:uk:OV

hat.
Proof. Uebung. O

Beispiele 10.4.7.
1 2 0
(1) R3 is die direkte Summe von U; = < -1 >, Uy = < -1 > und U; = < 0 >
0 0 1
e e = () maene=((5)- (7))
(2) R?ist die Summe, aber nicht die direkte Summe von U] = und von U, = .

Beachte 10.4.8. Wenn W =U; @ --- ® Uy, ist, dann gilt
dim(W) = dim(Uy) + - - - + dim(Uy).
Weiterhin gilt: wenn B; eine Basis von U; ist V1 <i <k, dann ist
B=B U---UBg
einen Basis von W.
Zurueck zu den Eigenraeumen:

Satz 10.4.9. Es sei T : V — V eine lineare Abbildung, und es seien A1, ..., A\, die Eigenwerte von T.
Dann ist der Unterraum

W:EA1+"'+EM
die direkte Summe Ex, ®--- ® Ej,.

Proof. Wir benutzen Lemma es seien vy, ..., v, mit v; € Ey,, nicht alle Oy . Es seien iy, ..., die
Indizes, fuer die v;, # Oy. Da A; # A; fuer ¢ # j, sind v;,, ..., v;, linear unabhaengig aufgrund von Satz

10.3.2; daher gilﬁ
Vi, + v, # Oy
O

Korollar 10.4.10. Es sei T : V — V eine lineare Abbildung, und es seien A1,..., A\, die Eigenwerte
von T. Dann ist T genau dann diagonalisierbar, wenn

(44) dim(V) =dim Ey, +---+dim E},.

52Gje koennen alternativ auch mit Hilfe von Basen von Eigenraeumen argumentieren.
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10.5. Algebraische und geometrische Vielfachheit. Es sei K algebraisch abgeschlossen.

Bemerkung 10.5.1. Nimm an, dass V Dimension n hat. Dann ist deg(xr(x)) = n, und es gibt
ai,...,ar > 1, so dass

xr(@) = O — ) - O — 7)™,
und insbesondere

(45) n=ay+--+ay.

Wir koennen also einem Eigenwert A von T" zwei weitere Groessen zuordnen: die Dimension des dazuge-
hoerigen Eigenraums E) und die Vielfachheit der Nullstelle x = A\ des charakteristischen Polynoms. Wie
haengen diese zusammen?

Definition 10.5.2. Es sei T : V — V eine lineare Abbildung, und es sei A ein Eigenwert von T.
(1) Die geometrische Vielfachheit gy von A ist dimg Fy.
(2) Die algebraische Vielfachheit ay von A ist die Vielfachheit von X\ als eine Nullstelle von xr(x).
Beispiele 10.5.3.
(1) In Beispiel [10.4.3] (i) gilt gx, = ax, = 2.
In Beispiel [10.3.8| (4) gilt fuer A = 1: gy = 1 und ay = 2.

(2)
(3) Wir betrachten den Eigenwert A = 1 der Einheitsmatrix 15: fuer ihn gilt gy = a) = 2.
(4) Fuer den Jordanblock J,(A) gilt

g =1 und ay =n.

Faellt Thnen was auf?
Satz 10.5.4. Es sei T : V — V eine lineare Abbildung, und es sei X ein Eigenwert von T. Dann gilt
gx < ax.

Proof. Es sei k = gx. Waehle eine Basis vy, ..., v; des Eigenraums Fy. Dann koennen wir {vy,...,vs}
zu einer Basis B = {v1,..., V%, Vk+1,-..,0n} von V erweitern (Theorem 3.3.19). Dann ist die Abbil-

dungsmatrix [7]8 von der Form

Al A .
[T]g = < k > mit A € ka(n—k)(K) und B € Mn—k)x(n—k)(K)7

On—ryxr B
da T jeden Vektor in F) mit A multipliziert. Daher gilt
A — x) . ]-k A )
T — 21, = ( :
s ( On—ryxk B—xlyk

und wir folgern von Lemma (ii), dass
xr(x) = det ([T)5 — 1,,)
=det (A —z) 1) -det (B —xl,_x)
— (A=) - xa()
mit xp(z) € K[x]. Daher gilt k& < ay. O

Korollar 10.5.5. Es sei T : V — V eine lineare Abbildung, und es seien \q,..., A\ die Figenwerte von
T. Dann ist T genau dann diagonalisierbar, wenn

gx, = ay, V1<i<n.

Proof. Wir wissen von Korollar dass T genau dann diagonalisierbar, wenn
(46) dim(V) =dim Ey, +---+dim E}, .

Von erhalten wir, dass

Iyt Fan <an + - Fay, =dim(V).
Da gx, < ay, Vi, ist die Summe gy, + -+ + gx, genau dann gleich dim(V'), wenn gy, = ay, fuer alle
1<i<k. O

Wir koennen unsere Resultate ueber diagonalisierbare Matrizen folgendermassen zusammenfassen:

Theorem 10.5.6. Es sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und T : V. — V eine lineare Abbildung.
Dann sind folgende Aussagen aequivalent:
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(1) T ist diagonalisierbar;
(2) fuer jeden Eigenwert A von T gilt ay = gx;
(8) es seien Ai,..., g die Eigenwerte von T. Dann gilt

k

xr(@) = [Jn = 2y

=1
(4) V= @f:l E/\z"

Proof. Die Aequivalenz (1) < (2) ist Korollar [10.5.5
Aufgrund der Definition der Eigenwerte gilt

xr(z) = H()‘l — )™,

Da diese Faktorisierung eindeutig ist, gilt (2) < (3).
Die Aequivalenz (1) < (4) ist Korollar [10.4.10 O

Frage. Nimm an, dass T nicht diagonalisierbar ist. Kann man dann trotzdem eine Basis von V'
finden, so dass die Abbildungsmatrix von 1" eine besonders einfache Form hat? Die Antwort ist ja, wenn
das charakteristische Polynom yr(c) in Linearfaktoren zerfaellt: in diesem Fall kann man eine Basis
finden, so dass die Abbildungsmatrix von 7" aus Jordan’schen Block-matrizen besteht; man nennt diese
die Jordansche Normalenform von T. Wir werden in einem spaeteren Kapitel darauf zurueckkommen
zurueckkommen.

11. DAS MINIMALE PoLYNOM

11.1. Definition und erste Eigenschaften.

Bemerkung 11.1.1. Fuer einen endlich-dimensionalen Vektorraum V und T : V. — V eine lineare
Abbildung definieren wir T*, k > 1, als die k-fache Verknuepfung von T mit sich selbst:

TF=To---oT.

Weiterhin sei T° = idy .
Dieses entspricht der folgenden Definition fuer Matrizen: es sei A € My xn(K). Dann koennen wir
fuer alle k > 1 das k-fache Produkt von A mit sich selber betrachten:

AP =A... A
Wir definieren A° = 1,,.
Definition 11.1.2. Es sei T € Endg (V) und
g(x) = (ldl“d + ad_lﬂcd_l +- -+ a1z +ap € Klx].

Dann definieren wir

9(T) = agT? + ag_ 1T ' + -+ a1 T + apidy € Endg (V).
Entsprechend definieren wir g(A) fuer A € My, (K) als

9(A) = agA% + aq_1 A"+ + a1 A+ agly, € My (K).

Bemerkung 11.1.3. Die Auswertung eines Polynoms an einer Matrixz oder eines Endomorphismus
respektiert die Korrepsondenz zwischen Matrizen und Endomorphismen: wenn A = [T]g fuer eine Basis
B von V, dann gilt g(A) = [g(T)]5 (Satz 6.1.5). Umgekehrt sei A € Myyn(K) und Ty : K™ — K™ der
Endomorphismus bezueglich der Standardbasis €. Dann gilt Ty ay = g(Ta).

Beispiele 11.1.4.
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(1) Essei A= < 1 2), und es sei f(z) = 2% — x + 3. Dann gilt

- =40 (4 D69
(3 - D)6
()

(2) Es sei g(z) = 2™ und N,, € My, 5, (K) definiert durch

0100 ... 00
0010 ... 00
0001 ... 00
N/r),: . . . . . . .
0000 ... 10
0000 ... 01
0 0 0O .00

Dann gilt g(Ny,,) = Opnxn m aber N # 0pxn V0 < i < n.
Satz 11.1.5. Fuer alle T € EndK(V)E gibt es g(x) € K|[z], g(x) # 0, so dass g(T) = Oy

Proof. Endg (V) = M, x,(K) ist ein K-Vektorraum der Dimension n?; daher sind die linearen Abbil-
dungen 7°,71,... ,T"2 linear abhaengig. Mit anderen Worten, es gibt ag,...,a,2 € K, nicht alle 0, so
dass )

2T + -+ a1 T + agidy = Oy

O
Bemerkung 11.1.6. Wenn g(T) = Oy, dann gilt natuerlich auch (ag)(T) = 0y fuer alle a € K.
Beispiele 11.1.7.

(1) Es sei n > 1. Dann gilt g(1,) = Opxn, fuer g(z) =z — 1.

(2) Nimm an, dass T : V — V diagonalisierbar ist, mit Eigenwerten A;,..., A\ mit (algebrais-
chen oder geometrischen) Vielfachheiten ay, ..., ax. Dann gibt es eine Basis von V, so dass die
Abbdilungsmatrix von T' die Form hat

Mlg, 0 ... 0
0 Aoly, ... 0
mE=| . T
0 0 )\klak
Dann gilt
XT(Al)]-m 0 0
0 XT(>\2)].CL2 e 0
XT([T]E) = : : : : = Opxn-
0 0 coo xr((Ag)1g,

Definition 11.1.8. EsseiT : V — V linear. Das minimale Polynom von T ist das mom’sch Polynom
mr(x) € K[z] kleinsten Grades, so dass mp(T) = Oy .

Wir muessen zunaechst zeigen, dass diese Definition sinnvoll ist:
Lemma 11.1.9. Es seien m(x),m/(z) € K[z] beide monisch vom kleinsten Grad d > 1, so dass m(T) =
m/(T) = 0y. Dann gilt m(z) = m/(z).
Proof. Nimm an, dass m(z) # m’(z). Dann ist das Polynom g(z) = m(z) — m/(z) vimom Grad < d, und

es gilt g(T') = 0. Das ist ein Widerspruch zur Definition des minimalen Polynoms. (]

53Kine Matrix A € My xn(K), fuer die es ein m > 0 gibt, so dass A™ = 0y, xn, heisst nilpotent.
54ynd entsprechend fuer alle A € M, xn(K)
554.h. Leitkoeffizient ist gleich 1
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Satz 11.1.10. Es sei T : V — V linear, und es sei g(z) € K[z]|, g # 0, so dass g(T) = Oy. Dann gilt
mr(z)|g(z).

Proof. Mithilfe von Polynomdivison finden wir Polynom ¢(z),r(z) € K[z], mit r(x) = 0 oder 9(r) <
d(m), so dass

(47) g(x) = q(z) - m(z) + r(z).

e Wenn r(z) =0, dann gilt g(x) = g(z)m(x) und daher m(x)|g(z).
e Wenn r(x) # 0, dann werten wir an T aus und erhalten r(T) = Oy. Doch dies gibt einen
Widerspruch zu der Minimalitaet von my(z).

O

Beispiele 11.1.11.
A

(1) Es sei A = (0
minimale Polynom?
(a) wenn A = p, dann gilt mx (z) = x — A
(b) wenn X # p, dann gilt ma(x) = ya(x).
Wir sehen hier eine Besonderheit des Ringes Mayo(K): er hat Nullteiler. im zweiten Fall gilt
naemlich

2) mit charakteristischem Polynom ya(z) = (A — x)(u — z). Was ist das

mA(A) = ()\ . IQ — A)(M . I — A) = O2><27
aber keine der Matrizen
AIpb—A und p-Ip,—A

ist die Nullmatrix.

(2) Wir koennen das erste Beispiel folgendermassen verallgemeinern. Nimm an, dass T : V — V
diagonalisierbar ist, mit Eigenwerten A1, ..., Ag, Ay # A; fuer ¢ # j. Wir haben bereits in Beispiel
11.1.7| gesehen, dass x7(T) = 0y. Was ist das minimale Polynom von 77

(3) Essei A= J,(A) fuer n > 1 und A € K. Dann folgt von Beispiel dass

ma(z) = (=1)"xa(z) = (z = A)".

Vergleichen wir dieses mit dem minimalen Polynom der diagonalen Matrix B = A1,: fuer sie
gilt mp(x) = x — \. Die beidem Matrizen haben also unterschiedlichen minimale Polynome aber
das gleiche characteristische Polynom. Mit anderen Worten, das minimale Polynom ‘sieht’ also
in einem gewissen Sinne die len ueber den Diagonalen von A.

Definition 11.1.12. Fs sei K algebraisch abgeschlossen, und es seien f(x), g(x) € K[z] gegeben durch
fl@) = (@ =)™ - (@ = Am)™,
g(@) = (x = A)" - (z = X))
wobei a;,b; > 0 fuer all 1. Das kleinste gemeinsame Vielfache von f(x) und g(x) ist definiert als
lem(f, g) = (z — Aq)™axlanbi} (g — \ ymaxionbn}
Beispiel 11.1.13. Es seien
fle)=a(@=3)"(z+1)?%  g(z)=(z-3)(x+1)*(z -2

Dann ist
lem(f, g) = o(w — 3)4(z + 1)3(z — 2)2,

Folgender Satz wird in Kapitel [12] sehr wichtig:
Satz 11.1.14. Es sei K algebraisch abgeschlossen und C € My, yn,(K). Nimm an, dass

_ A Omxé
¢= (om B )

mit A € Mp,xm(K) und B € Myxe(K). Dann ist me(x) das kleinste gemeinsame Vielfache von m 4 (x)
und mp(x):
me(z) = lem(ma(z), mp(x)).
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Proof. Wir beachten zunaechst, dass fuer all f(z) € K[z] gilt

rer= (" )

daher gilt f(C) = 0 genau dann, wenn f(A) =0 und f(B) = 0. Es sei nun f(x) = lem(ma(z), mp(x)).
Da ma(z) und mp(x) das Polynom f(z) teilen, gilt f(A4) = 0 und f(B) = 0 und daher f(C) = Owas
bedeutet, dass dass mo(z)|f(x). Wenn f(z) # me(x), dann koennen nicht my(x) und mp(z) das
Polynom m¢(z) teilen; sagen wir ma(x) 1 me(z). Aber dann gilt mo(A) # 0 und daher me(C) # 0,
was ein Widerspruch ist. O

Korollar 11.1.15. FEs sei K algebraisch abgeschlossen und C' € M, x,(K). Nimm an, dass

A1 0 0 O
0 A, 0 0
C =
0 0 0 0 A
mit A; € My, xn,;(K). Dann gilt
me(z) = lem{ma, (z),...,ma,(z)}.
Proof. Induktion. O
Beispiele 11.1.16.
(1) Es sei
J5(A) 0 0
A= 0 J3(A) 0
0 0 J2 ()
Dann gilt ma(x) = (z — \)3.
(2) Essei A # 0 und
J5(A) 0 0
B = 0 Je(A71) 0
0 0 J4()\_1)

Dann gilt

(z) = (x — NPz — A1) wenn A & {£1}
ma(@) = (x —\)S wenn A € {£1}.

Bemerkung 11.1.17. Satz[11.1.1]] gilt auch dann, wenn K nicht algebraisch abgeschlossen ist und sich
die minimalen Polynome nicht in Linearfaktoren zerlegen lassen. Dazu braucht man das Konzept der
unzerlegbaren Polynome, um definieren zu koennen, was das kleinste gemeinsame Vielfache von zwei
Polynomen ist.

11.2. Der Satz von Cayley—Hamilton. Wir wollen uns nun mit dem Problem beschaeftigen, wie wir
das minimale Polynom einer Matrix A € M,,x,(K) bestimmen koennen. Aufgrund von Satz
waere es ein guter Anfang, irgendein Polynom g(x) € Klz| zu finden, so dass g(A) = 0. In Beispiel
haben wir gezeigt, dass xa(A) = O, xn, wenn A diagonalisierbar ist. Gilt das allgemein?

Wir wollen nun folgenden Satz beweisen:

Theorem 11.2.1 (Cayley-Hamilton). Es sei T € Endg (V). Dann gilt x7(T) = Ognda, (v)-
Korollar 11.2.2. VT € Endg (V) gilt mp(x)|xr(x).
Proof. Folgt unmittelbar von Satz und Theorem O
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Lemma 11.2.3. Es sei f(z) = 2F +ap_12" 1+ 4+ a1z +ag, und es sei A € My (K) gegeben durc}ﬂ
0 0 O 0 0 —ap
1 0 O 0 0 —aq
0O 1 0 0 0 —as
A=1]10 0 1 0 0 —ag
0O 0 O 1 0 —ag_o
0 0 0 0 1 —Qf—1
Dann ist xa(z) = (—=1)* f(x).
Proof. Uebung. O

Lemma 11.2.4. Es sei T : V — V eine lineare Abbildung. Es sei W C K" ein Unterraum, so dass
T(W) C W (ein solcher Unterraum heisst T-invariant), und es sei T' = T|w . Dann gilt

xr () [ xr ().

Proof. Es sei wy,...,wy eine Basis von W, die wir zu einer Basis B = {w1, ..., wg,v1,...,0p—} von V

erweitern. Dann ist die Abbildungsmatrix [T]8 von der Form

A B
)5 = :
Tl <0<nk>xk C>

wobei A € M« (K) die Abbildungsmatrix von 7" bezueglich der gewaehlten Basis von W ist. Dann
gilt

xr(z) = det ([T]5 — 21,)

A— xlk B
= det
¢ (O(n—k)xk C - :E]-n—l)

= det(A — 21y) - det(C — 21,,—)
= x7 (z) - det(C — x1,_).

Daraus folgt, dass x7/(x) | x1(). O

Satz 11.2.5. EsseiT : V — V eine lineare Abbildung, und es seiw € V. Es sei W = (w, Tw, T?w,...).
Dann gilt T(W) C W, und wenn T = T|w, dann gilt

XT/(T/>.U} = Ov.

Proof. Es sei k > 1 maximal, so dass B = {w, Tw, ..., T* 'w} linear unabhaengig und daher eine Basis
von W ist. Dann gilt T*w € W, das heisst es gibt a1, ...,ax_1 € K, so dass

(48) Trw+ap_1-TF 'w+-4a-Tw+ag-w=0y.
Dann ist [T"]5 die Begleitmatrix des Polynoms
f(z) =2 +ap_12" 1+ + ayz + ao,

und es folgt von Lemma [11.2.3] dass x7/(z) = f(z). Daher ist x7/(T).w gleich (48), und der Satz
folgt. t

Wir erhalten nun Theorem [11.2.1] als einfache Konsequenz:

Proof. Da xr:(x) | xT(x) aufgrund von Lemma [11.2.4] und w € V beliebig war, gilt
x7(T).w = 0y Yw € V.

56Wir nennen A die Begleitmatriz von f(z).
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11.3. Ein alternativer Beweis von Cayley—Hamilton.

Bemerkung 11.3.1. Es sei A € My« (K). Indem wir Satz 10.3.11 auf die Matriz A — x1,, anwenden,
erhalten wir

(49) (A—21py)adj(A —21,) = xa(z) - 1,.

Warum koennen wir A nicht direkt in diese Gleichung einsetzen und erhalten x a(A) = Opxn ¢ Erinnern
Sie sich, dass adj(A — z1,) eine (n x n)-Matriz ist mit Koeffizienten in k[z]. Wir koennen nicht eine
Matriz in eine andere einsetzen!

Bemerkung 11.3.2. FEs sei C = (¢;;(x)) € Myxn(Klz]) eine Matriz, so dass jeder Eintrag c;j(z) in
Polynom in x vom Grad < k ist. Dann gibt es Matrizen By, ..., By € Mpxn(K), so dass

C=By 2" +By_y1 2" ' +... 4+ B -2+ B,.
Beispiel 11.3.3. Es sei A € Max2(R[z]) gegeben durch

2 _ _
A_(2x +x 2x23>'

x?—1 —x

- (3 ) (5 D) (S 7)

Bemerkung 11.3.4. Wir koennen also adj(A — x1,,) schreiben als

Dann ist

(50) adj(A —21,) = B,_12" " +--- 4+ Bz + By

mit By, B1, ..., Bx—1 € M, xn(K). Koennten wir hier nicht einfach A einsetzen? Die Antwort ist NEIN,
weil wir nicht wissen, ob A mit den B; kommutiert! Es gilt ja

anlxn_l—‘r"‘—f—Bl.’E-l-Bo :.’En_l 'Bn,1+"'+$'Bl+Bo,
aber wir wissen nicht, ob
By 1AV ' 4 .+ BIA+By=A""1-B,_1+---+A-B; + B!

Das FEinsetzen von A in die Gleichung ist also a priorﬂ nicht wohldefiniert.

Beweis von Theorem|11.2.1): Wir schreiben adj(A —z1,) = (pij(x))1<i j<n, Wobei Vi, j p;j(z) € K[z
ein Polynom vom Grad < n ist. Aufgrund von Bemerkung [11.3.2] koennen wir daher adj(A — z1,)

schreiben als
adj(A — 21,) = B,_12" ' + .-+ Biz + By
mit By, B1,...,Bip—1 € Myxn(K). Indem wir dies in einsetzen, erhalten wir
(51) (A—21,)(Bp_12™ ' + -+ Bz + By) = xa(z) - 1,,.
Wenn wir x4 (x) schreiben als
xalx)=(-D"" 4+ -+ a1z + ap),

dann koenne wir in V0 < i < n die Koeffizienten von z° vergleichen und erhalten folgendes System
von Matrixgleichungen

ABO = (—1)"@017“
—Bo —|— ABl = (—1)"alln,

57siche Bemerkung|11.3.5
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Indem wir diese Gleichungen von links mit 1,,, 4, A2, ..., A® multiplizieren, erhalten wir

ABO = (—1)"a01n,
—AB() + A2Bl = (—1)”a1A,

_An_an—2 + Aan—l = (_1)nan_1An—l’
CA"B, ;= (~1)"A"

Wenn wir alle diese Gleichungen addieren, dann ergibt die linke Seite 0,,x,, waehrend die rechte Seite
den Wert x 4(A) ergibt. Daher gilt x4(A4) = 0,,xn, Was zu beweisen war.

Bemerkung 11.3.5. Nimo Liu hat sehr scharfsinnig erkannt, wie sich obiger ‘falsche’ Beweis retten
laessst: wie wir gesehen haben, erhalten wir durch Koeffizientenvergleich das System von Matrizgleichun-
gen

ABQ = (—1)"@017“
7B0 + ABl = (71)“&117“

*Bn72 + Aanl - (71)710%711”7
—B,_1=(-1)"1,.
Da
(A —21,)adj(A — 21,) = adj(A — z1,,)(A — 21,,),
erhalten wir noch ein zweites System von Matrrizgleichungen

ABO = (71)’”&01”,
_BO + BlA = (—1)"a11n,

—Bn_2+ anlA = (_]-)nanfl]-ru
“Bo_1 = (—1)"1,.

Wir folgern daraus, dass AB; = B; A fuer allel < i < n, d.h. das Einsetzen von A in ist letztendlich
doch wohldefiniert!

12. DIE JORDANSCHE NORMALENFORM EINER MATRIX

Annahme: Fuer den Rest dieses Kapitels sei K algebraisch abgeschlossen.

12.1. Definition und Theorem. Wir erinnern uns an die Definition der Jordanschen Blocks: es sei
n > 1und A € K. Dann ist der Jordanblock der Laenge n und Eigenwert A die Matrix J,,(A) € My, xn (K),

A1 0O 0
0 A 10 0
Jn(\) = 0 0 X 1 0
S 1
0 0 00 A

Folgende Eigenschaften des Jordanblocks haben wir bereits bewiesen:

Lemma 12.1.1. X ist der einzige Eigenwert von J,(\) mit gy = 1 und ay = n. Weiterhin gilt Ex = (e1).
Das minimale Polynom von J,(X\) ist

my, (@) = (x — )"
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Theorem 12.1.2. [Jordansche Normalenform] Es sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum ueber K und
T:V =V linear. Dann gibt es eine Basis B von V, so dass

Jnl (041)
an (a2)
(52) [T)5 = Ins fag)

Jnk (O‘k)

fuermny,....np >1sodassny+---+ng=nund ay,...,q € K@ Weiterhin ist diese Darstellungs-
matriz von T eindeutig, abgesehen von der moeglichen Vertauschung der Jordanbloecke.

Wir koennen natuerlich das Theorem auch in Matrixform ausdruecken:

Theorem 12.1.3. Es sei A € Mypxn(K). Dann gibt es eine invertierbare Matric B € Myxn(K), so
dass B~YAB die Form hat.

Bemerkung 12.1.4. Diagonalisierbare Matrizen sind ein Spezialfall von Theorem [12.1.2: in diesem
Fall haben alle Jordanbloecke Laenge 1!

12.2. Eigenschaften der Jordanschen Normalenform. Wir wollen nun verstehen, was uns die Jor-
danform ueber die Eigenwerte und deren algebraischen und geometrischen Vielfachheiten verraet; dieses
wird uns spaeter dabei helfen, Theorem [12.1.2 zu beweisen. Wir sehen uns zunaechst ein Beispiel an:

Beispiel 12.2.1. Es seien A\, A2 € K, voneinander verschieden. Wir betrachten die Matrix B €
Myyo(K), gegeben durch

AN 1 0 0 0O 0O 0 0 0

A 10 0 O O 0 O

A 0 0O O 0 0 O

A 1 0 0 0 O

B = AN 0O 0 0 O
A1 0 0

A 0 0

Ay 0

A2

Mit anderen Worten, B ist zusammengesetzt aus Jordanbloecken J3(A1), Ja(A1), J2(A2) und zweimal
J1(A2). Es folgt, dass

xa(@) = (A —2)°(A2 —2)%
e die Eigenwerte von B sind A1 und Ao, mit Eigenraecumen

Ey, = (e1,e4) E\, = (eq, es,€9);

es gilt ay, =5 und ay, = 4;
es gilt gx, = 2 und gy, = 3;
von Korollar [11.1.15| folgt, dass das minimale Polynom ist gegeben durch

mp(z) = (x — 1) (z — Xo)*
Um die Beobachtungen aus diesem Beispiel zu verallgemeinern, brauchen wir folgendes Lemma:

Lemma 12.2.2. Es sei C € M, x,(K) von der Form

A 0
=(s 3)
mit A € Myxe(K) und B € My_gyx(n—e)(K). Definiere die Unterracume U = (ey,...,eq) und W =

(eps1,---s€n). Esseiv=u4+w €V, v#0, mitu€ U und w € W. Dann ist v genau dann ein
Figenvektor von Te mit Eigenwert A, wenn Ta(u) = Au und Tp(w) = Aw. Weiterhin gz’l

E/\(TC) = E)\(TA) ©® E,\(TB)

58picht notwendigerweise verschieden!
59Hier schreiben wir fuer eine lineare Abbildung T: V — V und A € K

E)\(T) = ker(T — )\lv)
und g (T) = dim E, (T).
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und daher gx(Tc) = gx(Ta) + 9x(TB).
Proof. Uebung. H

Theorem 12.2.3. Es sei T : V. — V linear. Nimm an, dass es eine Basis B von V gibt, so dass

Jnl (al)
an (042)
(53) [T)E = Tna (02)

Jﬂk (ak)

Es sei X ein Figenwert von T. Dann ist die geometrische Vielfachheit von A die Anzahl der Jordanbloecke
mit Eigenwert X\, d.h.

p=#{i: 1<i<k, a;=A}
Das minimale Polynom von T is gegeben durch
mr(@)= [ (-2,
A Eigenwert
wobei s(A) die Laenge des groessten Jordanblocks mit Eigenwert X ist, d.h.
s(A) =max{n;: 1 <j <k, a; =AM
Proof. Schreibe die Basis B als

B:{bg”,... ST C RN I b(’“)},

»Yng ) Yng ) ) Ung

und es sei W; = <b§i), e bgf)>7 d.h. W; ist der Unterraum von V mit Basis

BO = (7. b0}
Dann gilt

V=W & oW,
und die Abbildungsmatrix von T'|y, bezueglich der Basis B® ist gleich dem Jordanblock J,,, (a;). Dann
folgt von Lemma dass

IAT) = g (T|wy) + -+ 9 (Tw,,)-

Doch
0 wenn A # q;

1 wenn A = q;

(Tw,) = {

Daraus folgt, dass
ap=#{i: 1<i<k, a; =M}
Laut Korollar [T.1.15] ist
mr(z) = lem {mJn1 (1),...,myg,, (ak)} .
Nun gilt
my, (i) = (z —a;)™.

Mit anderen Worten, wenn A ein Eigenwert von T ist, dann ist der Exponent des Faktors (z — A) in
mp(z) gegeben durch

s(A) =max{n;: 1 <j <k, a;=2A}
und daher gilt
me@) = [ (@-2,

A Eigenwert
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12.3. Verallgemeinerte Eigenraeume.
Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum.

Definition 12.3.1. Es sei T : V — V linear, und es sei A ein Figenwert von T. Der verallgemeinerte
Eigenraum von X\ ist

Ey = U ker(T — Ay ).

j=1

Lemma 12.3.2. Es sei S :V — V linear, und es seiv € V, v # 0. Nimm an, dass S*v = 0y fuer ein
k > 1, aber dass S*~'v # 0y. Dann sind

v,Sv,..., 8"
linear unabhaengig.
Proof. Nimm an, dass es Skalare ag, ..., ar—1 gibt, so dass
(54) aov + a1Sv + - + a1 1o = 0y

Indem wir S*~! auf die Gleichung anwenden, erhalten wir a9 S*~'v = 0y und daher ay = 0. Dann
wenden wir S¥=2 auf an und erhalten a1.9* 1v = 0y und daher a; = 0. Ueber Induktion erhalten
wir daher a; = 0 Vi. O

Lemma 12.3.3. Es gilt E\ = ker(T — A1y)".

Proof. Es sei S =T —\1,,. Nimm an, dass es v € V und m > 1 gibt, so dass S™v = 0 und S™ v # Oy.
Dann sind laut Lemma [12.3.2|die Vektoren m, Sv, ..., S™ v linear unabhaengig. Daher gilt m < n. O

Definition 12.3.4. FEs seiv € EA, v # 0y, und es sei k > 1 minimal, so dass (T' — A1, )v = 0y. Dann
ist die Menge

{v,(T = A\1y)v,..., (T — A\1y)" v}
die Jordankette von v (der Laenge k).

Beachte 12.3.5. (T — Ay )*~'v ist ein Eigenvektor von T mit Eigenwert \.
Bemerkung 12.3.6. Jeder Eigenvektor von T bildet eine Jordankette der Laenge 1.

Beispiele 12.3.7. 3
(1) Essei A= J,(A) und T4 : K™ — K™ die dazugehoerige Abbildung. Was ist F)?

() 0 0 0 0
0 J3(A) 0 0 0
(2) Es seien p,A € K, p # A\, und A = 0 0 A 0 0 Wir betrachten die
0 0 0 Ja(p) O
0 0 0 0 I
Abbildung T4 : K? — K°. Dann ist
E,\ = <€1,...,66> und EM = <e7,68,€9>.

Die Jordankette von eg ist {es, e1}, von es erhalten wir {es, eq, €3}
(3) Es sei B wie in Beispiel [12.2.1] Dann hat Tz die verallgemeinerten Eigenraeume

E\, = (e1,...,e5) und E\, = (es, ..., €q).
Was faellt auf?
Lemma 12.3.8. Fuer jeden Eigenwert A ist E\ ein T-invarianter Unterraum von V.
Proof. Da E\ = ker(T — A1y )™, folgt unmittelbar, dass E\ < V. Wir muessen daher nur zeigen, dass
T (E\) € By
Nimm an, dass (' — Aly)"v = 0y. Dann gilt
(T —X1)"To=T(T — A1y)"v = Oy,
und daher Twv € EA. O
Als einfache Konsequenz erhalten wir folgenden Satz:

Satz 12.3.9. )\ ist der einzige Eigenwert von T|EA,
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Proof. Es sei p ein Eigenwert von T|Ek mit Eigenvektor v. Essei k > 1 minimal so dass (T'—\idy )*v = 0,
und es sei w = (T — \idy )¥~1v. Dann gilt

(T — Nidy)w = (T — Nidy)*v = 0y = (u — Nw
und daher p = A. O
Korollar 12.3.10. Es sei T\ = T|z . Dann gibt es kx < ax(T') so dass

X1y (@) = (A —2)™.

Proof. Da K algebraisch abgeschlossen ist und A der einzige Eigenwert von T}, ist, gilt x7, (r) = (A—xz)*
fuer ein my > 1. Laut Lemma [11.2.4] gilt x7, (z)|x7 (), und daher kx < ax(T). O

Lemma 12.3.11. Es seien p, A verschiedene Eigenwerte von T'. Dann gilt
EN)\ N EH = {Ov}
Mit anderen Worten, der Unterraum E\ + Eu ist die direkte Summe Ey\ ® Eu'

Proof. Es sei U = Ex N E;u und nimm an, dass U # {Oy}. Dann ist U ein T-invarianter Unterraum
(warum?), und daher gilt x7¢(2)|(z — )" und x7(2)|(z — A)*. Da Ox7y(z) = dimU und X # p,
erhalten wir einen Widerspruch. O

Wir koennen dieses Lemma verallgemeinern:

Lemma 12.3.12. Es seien A1, ..., Ay voneinander verschiedene Eigenwerte von T'. Dann ist der Un-
terraum W = Ey, +--- + E), die direkte Summe

W:Ekl@"'@EAk~
Proof. Induktion nach k. O
Bemerkung 12.3.13. Vergleichen sie dieses Lemma mit Satz[10.].9

Wie moechten nun zeigen, dass V' die direkte Summe seiner verallgemeinerten Eigenracume ist — un-
abhaengig davon, ob T diagonalisierbar ist oder nicht. Als Vorbereitung brauchen wir folgendes Lemma:

Lemma 12.3.14.

(1) Es sei T :'V — V linear, und es sei A ein Figenwert von T. Es sei g(x) = (x — A)™. Dann ist
im(g(T)) ein T-invarianter Unterraum von V, und es gilt

V = Ey @ im(g(T)).
(2) Es sei p ein von A verschiedener Eigenwert von T'. Dann gilt
Eu < im(g(T)).
Proof. (1) Die Invarianz von im(g(T")) ist eine Uebung. Von Theorem 4.2.9 wissen wir, dass
dim V = dimker(¢g(7")) + dimim(g(7));

es ist daher ausreichend zu zeigen, dass ker(g(7")) Nim(g(7)) = {0}. Es sei w € im(g(T)), d.h. es gibt
v €V so dass g(T)v = w. Wenn w € Ey, dann gilt

(T — \y)"w = (T — My )*"v = Oy,
das heisst v € Ey. Nun wissen wir aber von Lemma [12.3.3] dass F = ker(T — A\1,,)", und daher gilt
w = (T - )\lv)n’l} = 0\/.

(2) Es sei S = (T — A1y)". Eine einfache Rechnung zeigt, dass E,, ein S-invarianter Unterraum von
Vist. Es sei 8" = S| . Dann ist

ker(S') = ExN E, = {0} (aufgrund von Lemma [12.3.11)),

das heisst, S” ist ein Isomorphismus. Insbesondere gilt E,, = im(S’) C im(g(T)), quod erat demonstran-
dum. 0
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Theorem 12.3.15. Es sei T : V — V linear. Dann gilt
V= @ E~’,7 :
n Eigenwert

V st die direkte Summer seiner verallgemeinerten Eigenmeume@

Proof. Wir benutzen Induktion ueber n = dim V. Es sei A ein Eigenwert von 7. Dann wissen wir von

Lemma [12:3.14] dass

V = E\®im (T — A\y)"),
und dass U = im ((T" — A1y )™) ein T-invarianter Unterraum ist, von Dimension < n. Daher gilt

U= @ Eu

1 Eigenwert von T'|y

und daher

V:EA@ @ EH

p Eigenwert von T'|y

- P i

n Eigenwert von T'

Wir koennen dieses Theorem folgendermassen formulieren:

Korollar 12.3.16. Es sei T : V — V linear, und es seien A1, ..., die Eigenwerte von T. Dann gibt
esny,...,ng > 1, so dass

V = ker ((T - )\11\/)7“) - Dker ((T - )\klv)nk) .

Bemerkung 12.3.17. Um Theorem zu beweisen, reicht es also zu zeigen, dass jeder verallge-
meinerte Eigenraum E) eine Jordanbasis besitzt.

12.4. Beweis der JNF. Wir betrachten zunaechst den Spezialfall, dass S : V' — V nilpotent ist.

Theorem 12.4.1. Es sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum ueber K und S :' V — V nilpotent. Dann

gibt esk>1,ny,...,n, > 1, so dassny + - -+ + ng = n, und eine Basis B von V, die aus Jordanketten
besteht, da.h. von der Form

(55) S™auy, .. Sur,uy, 8™ g, ug, ., S g L g,

wobei S™u; = 0y Vi. Weiterhin sind ny,...,ng eindeutig bestimmd.

Bemerkung 12.4.2. Die Basis (55)) von V' heisst Jordanbasis.

Bemerkung 12.4.3. Die Abbildungsmatriz von S bezueglich der Basis B ist in Jordanscher Normalen-
form:

I, (0)
Da die n; eindeutig bestimmt sind, gilt das gleiche fuer die Jordansche Normalenform, abgesehen von
einer Vertauschung der Bloecke.

Proof. Wir beweisen Theorem ueber Induktion nach n = dim(V). Fuer n = 1 ist das Resultat
klar. Nimm nun an, dass n > 1, und dass das Resultat wahr ist fuer alle Vektorraeume der Dimension
< n. Beachte zunaechst, dass S(V) <V (warum?). Wenn S(V) = {0y}, dann ist S die Nullabbildung,
und das Theorem haelt trivialerweise. Wir koennen daher annehmen, dass

{ov}ss(V) sV

60Djeses gilt nicht, wenn xr(x) sich nicht in Linearfaktoren zerlegen laesst. Daher die Annahme, dass K algebraisch
abgeschlossen ist.
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Wir wenden nun die Induktionshypothese auf den S-invarianten Unterraum S(V) an: es gibt also Ele-
mente vq,...,vg und by,...,by > 1, so dass by + - -+ + by = dim S(V) und

(56) B ={S" vy, .. o, ., 8% g, ug)

eine Basis von S(V) ist, mit S%v; = Oy Vi.

Fuer 1 < i < ¢ waehle u; € V, so dass S(u;) = v;. Dann gilt Sbu; = S~ lv; € ker(S) V1 < i < /L.
Beachte, dass die Vektoren {Sblul, L ug} Teil der Basis B’ und daher linear unabhaegig sind; wir
koennen sie daher zu einer Basis

b b
{5%uy, ..., 8% up, wy, ..., W}
von ker(S) erweitern.
Behauptung. Die Vektoren
b b b
{S’ Y, Suy ..., u1, S 2uQ7...,u2,...,Sfug,...,ug,wl,...,wm}

sind eine Basis B von V [F1]
Beweis der Behauptung. Die lineare Unabhaengigkeit ist eine Uebung. Um zu zeigen, dass die Vek-

toren auch ein Erzeugendensystem sind, berechnen wir die Dimension von V. Wir wissen bereis, dass
dim(ker(S)) = £ + m und dass

rk(S) = dimim(S) = dim S(V) = by + -+ + by
Daher folgt von Theorem [£.2.9] dass
dim V = dim ker(S) + rk(95)
={+m)+ (b1 ++be)
=m+ b1 +1)+--+ (be+1).

Doch dies ist genau die Anzahl der Vektoren in B; es folgt daher von Satz [3.3.23] dass B eine Basis ist.
Aufgrund der Induktionshypothese sind b; . .., by eindeutig bestimmt. Ebenfalls ist

m = dim(ker(S)) — ¢
eindeutig bestimmt. Doch diese Zahlen bestimmen eindeutig die n; in dem Theoremﬂ ([l

Korollar 12.4.4. Es sei T : V. — V eine lineare Abbildung und X ein Eigenwert mit dazugehoerigem
verallgemeinerten Figenraum U = E\. Dann hat U eine Basis, in der die Abbildungsmatriz von der
Beschraenkung Ty in Jordanscher Normalenform ist.

Proof. Es sei S = (T — A\)1)|y. Dann ist S : U — U nilpotent, und es gibt daher eine Basis B von U, so
dass [S]8 in Jordanscher Normalenform ist:

In, (0)
Ins (0)
[S]g = Jn3 (O)
I, (0)
Da die Abbildugnsmatrix der Indentitaet in jeder Basis die Identitaetsmatrix ist, folgt, dass
Ini(A)
Iny(A)
(71§ = (51§ + AL, = Tis ()
Ini (A)

O

Das beendet den Beweis von Theorem [T2.1.2] eines der wichtigesten Resultate der linearen Algebra.

61Wenn sie die Jordanketten anersrun anordnen, d.h. wui,...,S%wu; etc., dann erhalten Sie Einsen unterhalb der
Hauptdiagronalen anstatt darueber.

62Sje koennten auch mit einem anderen Unterraum U < V arbeiten, um den Induktionsschritt durchzufuehren. Dann
ist es aber wahrscheinlich schwieriger, einen Basis von V' zu konstruieren, die aus maximalen Jordanketten besteht.
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Bemerkung 12.4.5. Theorem sagt uns, dass zwei Matrizen A, B € My x,(K) ueber einem
algebraisch abgeschlossenen Koerper K genau dann aehnlich sind, wenn sie (von einer Vertauschung
der Jordanbloecke abgesehen) die gleiche Jordansche Normalenform haben. Insbesondere ist die Anzahl
der Aequivalenzklassen aehnlicher (n x m)-Matrizen mit einem einzigen Eigenwert X die Anzahl aller
Partitionen von n.

Zum Zusammenhang zwischen verschiedenen Jrodanbasen haben wir folgendes Resultat von Lauren
Friichtl.

Theorem 12.4.6. Sei J := J,(\) € M,»n(K) ein Jordanblock und B € GL,(K). Genau dann wenn B
die unten angegebene Form annimmt, gilt B~1JB = J

A1 A2 e Aot A
O Al o . >\n—2 ATL—l
0 0 X\ :
L0 0 0 A

mit \; € K

Proof. Behauptung: Thm. «<— JB = BJ.

Beweis der Behauptung: ”<” Da B~!'JB = J rechts Multiplikation mit B = JB = BJ.

7 =" links Multiplikation mit B~1.

Wir betrachten nun (BJ);,x = (JB);, und versuchen Bedingungen fiir B zu finden. Wir wissen durch
die Definition von Jordanblécken das folgende:

A ifj=k
(57) Jp=41 ifj+1=k
0 sonst
Seik#1undi#n
(58) (BJ)ik = Z BijJji = ABik + Bi(-1)
i=1
(59) (JB)ix = Z JijBjk = ABig + B(it1)k

i=1

Also muss Bj,—1) = B(i+1)x gelten. Demnach sind die Werte auf den ”diagonalen” gleich. Wir miissen
noch die Félle i = n und k = 1 betrachten (nach analoger Argumentation):

(60) (BJ)i1 = AB;1 und (JB)ni = ABu
Aus diesen Fallen folgt:
(61) (BJ)ll = )\Bll aber (JB)ll = >\Bll + 321 — Bgl =0

Nach Ausfiihrung dieser Argumentation folgt, dass B eine obere Dreiecksmatrix ist. D.h. B=1JB = J
gilt genau dann, wenn B die oben genannte Form annimmt. O

Korollar 12.4.7. Sei J € M, x,(K) in JNF. Wir finden fir jeden Jordanblock eine Matriz B; wie im
Theorem 0.1. Die folgende Matriz erfillt B~'JB = J:

Bi 0 .. 0
0 By .. 0
(62)
0 .0
0 0 By

Proof. Klar, da die Blockmatrizen unabhéangig voneinander sind und jeweils die Bedingung erfiillen. [J
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12.5. Berechnung der Jordanschen Normalenform.

Beispiel 12.5.1. Es sei A € Myx4(C),

11 6 =2
01 -3 2
A= 0 0 1 0
00 -2 2

Wir berechnen das charakteristische Polynom:
xa(z) = (1= X1)>2-N),

das heisst, die Eigenwerte sind A; = 1 und Ay = 2 mit algebraischen Vielfachheiten ay, = 3 und a), = 1.
Es folgt unmittelbar, dass gy, = 1. Um die geometrische Vielfachheit von A; zu bestimmen, berechnen
wir den dazugehoerigen Eigenraum:

E)\l = <€1>7
das heisst g, = 1. Es folgt daher von Theorem|[12.2.3|dass es fuer A; und Az jeweils nur einen Jordanschen

Block gibt, deren Laenge n; durch die jeweilige algebraische Vielfachheit beschraenkt ist. Daher gilt
n1; = 3 und ny = 1, und die Jordansche Normalenfom von A ist gegeben durch

1 1 0 0

0 1 1 0

J(A) = 0 0 1 0

0 0 0 2

Beispiel 12.5.2. Es sei B € My.4(C),

5 -1 0 0

9 -1 0 0

B = 0 O 7T =2

0O 0 12 -3

Dann gilt

xp(@) = (z —2)%(z = 3)(x - 1),
das heisst, die Eigenwerte sind A\; = 1, Ao = 2, A3 = 3 mit algebraischen Vielfachheiten ay, =1, ay, = 2,
ay, = 1. Die geometrischen Vielfachheiten von A; und A3 sind gleich den algebraischen Vielfachheiten:

g, =ay, fuerv=1,3,

und gy, € {1,2}. Wir bestimmen den zu Ay gehoerigen Eigenraum:

das heisst gy, = 1 und es gibt laut Theorem [12.2.3| genau einen Jordanblock mit Eigenwert As. Die
Jordansche Normalenform von B ist daher

1 0 0 O
0 210
J(B) = 00 2 0
0 0 0 3
We gibt daher eine Matrix C' € GL4(C), so dass
J(B) =C'BC.

Um diese Matrix zu finden, bestimmen wir zunaechst die Eigenracume von A; und A3:



Jeder dieser Vektoren bildet eine Jordankette der Laenge 1. Wir muessen nun eine Jordankette {v, (B —
214)v} in E), finden,so dass

1
(B — 214)’[} = g
0
Wir loesen dieses lineare Gleichungssystem und erhalten
1
|2
"“lo
0
Dann ist
0 1 1 0
0 2 3 0
—1f{{of’ (o]’ |-1
3 0 0 2
eine Jordanbasis der Abbildung T'g, das heisst, fuer
0 0 1 1
0 3 2 0
¢ = -1 0 0 -1
3 0 0 2
gilt C~1BC = J(B).
Beispiel 12.5.3. Es sei D € Myx4(C),
1 -1 -2 3
0o 0o -2 3
D= 0 1 1 -1
0o 0 -1 2

Dann gilt
xp(z) = (1 —x),

das heisst, A = 1 ist der einzige Eigenwert von D, und es gilt a) = 4. Wir bestimmen den Eigenraum:
Ey = (e1,e1 + e2 +e3 + eq),

das heisst gx = 2 und es gibt zwei Jordanbloecke, entweder der Laengen 1 und 3, oder beide der Laenge
2. Im ersten Fall gibt es einen Eigenvektor, der nicht zu einer Jordankette der Laenge 2 gehoert, und im
zweiten Fall gehoert jeder Eigenvektor zu einer Jordankette der Laenge 2. Um zu entscheiden, welche
der beiden Moeglichkeiten zutrifft, rechnen wir nach, ob der Vektor e; Teil einer Jordankette der Laenge
2 ist: in diesem Fall gibt es v € C*, v # Oy, so dass

(D - 14)7} = €1.

FEine einfache Rechnung zeigt, dass diese Gleichung keine Loesung hat. Daher gibt es zwei Jordanbloecke
der Laengen 1 und 3, und y = e; + ez + e3 + e4 gehoert zu einer Jordankette der Laenge 3. Wir nrechnen
nach:

w = ist eine Loesung der Gleichung (D — 14)w =y,

u = ist eine Loesung der Gleichung (D — 14)u = w,

das heisst {u, (D —14)u, (D —14)%u} ist eine Jordankette der Laenge 3, und eine Jordanbasis ist gegeben
durch ey, u, (D — 14)u, (D — 14)2u.
Alternativ koennen wir auch einfach die Potenzen der nilpotenten Abbildung D — 14 berechnen: wir
sehen, dass (D — 14)% # O4x4, aber (D — 14)3 = 04x4. Daher hat der grosste Jordanblock die Laenge 3.
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Beispiel 12.5.4. Es sei

0 1 0 1 -1
0 0 0o 0 1
A=10 -1 0 -1 1
1 0 1 0 O
0 0 0 0 O
Das charakteristische Polynom ist gegeben durch x 4 (x) = —2%, das heisst, A = 0 ist der einzige Eigenwert

und A ist nilpotent. Wir berechnen den Eigenraum:
B\ = (e2 —e4, €1 — €3);
es folgt daher von Theorem [12.2.3] dass A zwei Jordanbloecke hat. Die moeglichen Laengen sind 2 und

3, oder 1 und 4. Eine einfache Rechung zeigt, dass A% = 055, daher ist <J2(()0) ; (()0)) die JNF von A.
3
Beispiel 12.5.5. Es seien A, B € M3y3(K) mit dem gleichen charakteristischen Polynom x(z) und dem
gleichen minimalen Polynom m(x).
Behauptung. A und B sind aehnlich.
Beweis der Behauptung. Wir analysieren die verschiedenen Faelle, die auftreten koennen:

e Wenn
xX(@) = (A1 —2) (A2 — 2)(A3 — 2)

fuer drei verschiedene Eigenwerten A1, Ay, A3, dann haben A und B beide die Jordansche Nor-

malenform
A 0 O
J=10 X 0
0 0 M3

e Nimm an, dass
X(2) = (M —2)* (A2 — x)
mit zwei verschiedene Eigenwerten A1, Ao. Dann gilt

m(z) = (x = M)’ (2Xa),

wobei j € {1,2}. Wenn j = 1, dann haben laut Theorem [12.2.3| alle Jordanbloecke die Laenge
1, das heisst, A und B sind aehnlich zu

A 0 0
J=10 X 0
0 0 X
Wenn j = 2, dann gehoert A\; zu einem Jordanblock der Lange 2, d.h. A und B sind aehnlich zu
A 10
J=10 X 0
0 0 X
e Wenn
(@) = (A —2)?,
dann gilt

m(z) = (A —z)’ fuer j € {1,2,3},
und es folgt von Theorem [12.2.3] dass

A0 O A1 0 A1 0
J=10 X O oder J=(0 X O oder J=|0 X 1],
0 0 A 0 0 A 0 0 A

abhaengig davon, ob j =1 oder j = 2 oder j = 3.

Bemerkung 12.5.6. Fuer (4 x 4) Matrizen ist die Verallgemeinerung des vorheriges Beispiels falsch:
Die Matrizen

A1 0 0 A1 00
0 A 00 0 A 0 0
A=1o 0o x o " B=19 0 A 1
0 0 0 A 0 0 0 X
haben das gleiche charakteristische und minimale Polynom, aber sie sind nicht aehnlich.
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13. EUKLIDISCHE UND HERMITESCHE RAEUME

13.1. Normierte Raecume.

Definition 13.1.1. Es sei K = R oder C, und es sei V' ein K-Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine
Funktion

mit folgenden Figenschaften:

o |lu+v|| <||ul| + |lv]|| Yu,v € V (Dreiceksungleichung);
o |law|| = |a| - ||v]] fuer allea e K, veV;
e wenn ||v|| =0, dann gilt v = Oy (Nicht-Degeneriertheit).

Beispiele 13.1.2. Essei V =R? und v = <Z> eV.

(1) Die Funktion
ol = V@ + 82

ist eine Norm.
(2) Die Funktion

o]l = max{|al, [b[}

ist eine Norm.
(3) Die Funktion

10]]” = lal + 10|

ist ebenfalls eine Norm.
(4) Andererseits ist die Funktion v — min{|a|, |b|} keine Norm.

Bemerkung 13.1.3. Wir werden im naechsten Kapitel sehen, dass sich die Norm || ~ || in Beispiel
von den Normen || ~ ||" und || ~ || unterscheidet: sie entsteht aus einem inneren Produkt.

Z1
Ubung 13.1.4. Es seip > 1. Fuer z = o | € R™ definiere

Tn

1

n P

|llp = (Z Izi|p> -
i=1

Dann ist || ~ ||, eine Norm; sie heisst die p-Norm.

Beispiel 13.1.5. Es sei V der Vektorraum aller stetigen Funktionen f : [0,1] — R. Definiere

| f|max = max{|f(z)| : = € [0,1]}.
Dann ist | ~ |max €ine Norm: sie heisst die Mazimumsnorm.

Definition 13.1.6.

(1) Ein Vektor v € V ist ein Einheitsvektor wenn ||u|| = 1.
(2) Die Distanz zwischen zwei Vektoren v,w € V ist gegeben durch

d(v,w) = |Jv — wl|.

Bemerkung 13.1.7. Es seiv € V, v # 0y. Dann ist ﬁv ein FEinheitsvektor; wir nennen ihn die

Normalisierung von v.

Bemerkung 13.1.8. Die Menge der Einheitsvektoren in einem Vektorraum kann je nach Norm woellig
verschieden aussehen. Folgendes Diagramm zeigt die Menge der Einheitsvektoren in R? bezueglich der
p-Norm fuer verschiedene p.
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13.2. Innere Produkte. Wir konzentrieren und nun auf Vektorraeume ueber R oder C mit einer beson-
deren geometrischen Struktur: einem inneren Produkt. Wir erhalten

Euklidische Raeume ueber R
Hermitesche Raeume ueber C
Definition 13.2.1. Es sei V' ein R-Vektorraum. Ein inneres Produkt ist eine Funktion
(, ): VxV-oR
mit folgenden Figenschaften:
(1) Linearitaet in der erste Variablen:
(v1 + vo,w) = (v, w) + (vo,w) Vv, v2,w €V,
(aw,w) = afv,w) VaeR, Vo,weV.
(2) Linearitaet in der zweiten Variablen@
(v,wr + we) = (v,w1) + (v,we) Vv, wi,wy €V,
(v,aw) = afv,w) VaeR, Vo,weV.

(3) Symmetrie: (v,w) = (w,v) ¥V,v,w € V;
(4) Positivitaet: (v,v) >0Vv eV, v#0y.
Das Paar (V,(,)) ist ein Euklidischer Raum.

U1 (%
Beispiel 13.2.2. Essei V =R". Fueru= | : | undv= | : | definiere
U, Un,
(u,v) = Zuwz
i=1
Dann ist (V,{ , )) ein Euklidischer Raum; das innere Proukt ist das Standardprodukt auf R™.
Lecture 39

Beispiel 13.2.3. Es sei V = R2?. Fuer u; = (;1), Uy = <§2> definiere
1 2

(ui,uz)" = 22122 — 21Y2 — Y122 + Y1y
Dann ist ( , )’ ein inneres Produkt: Eigenschaften (1) - (3) sind klar; fuer Eigenschaft (4), beachte,

dass fuer u =

(,u)' = 2® + (x —y)* 2 0,
mit Gleichheit genau dann, wenn u = 0.
Bemerkung 13.2.4. Wir koennen das innere Produkt (u,v) aus Beispiel als Matrizmultiplikation
betrachten: es gilt (u,v) = ulv, d.h. es ist die Matrizmultiplikation der (1 x n)-Matriz v und der (nx 1)-

Matriz v.
Auch das innere Produkt (13.2.3|) laesst sich als Matrizmultiplikation schreiben:

(uy,uz) = u} Auy mit A = (_21 _11>

63Kine Abbildung V' x V' — R, die linear in jeder der Variablen ist, heisst bilinear.
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Es stellt sich die Frage, ob wir nicht andere innere Produkte konstruieren koennen, indem wir A durch
eine andere Matriz in M,x,(R) ersetzen. Fuer welche anderen Matrizen erhalten wir ebenfalls ein
inneres Produkt? Wir kommen auf diese Frage im naechsten Kapitel zurueck.

Beispiel 13.2.5. Es seien a,b € R, a < b, und es sei C[a,b] der Vektorraum der stetigen Funktionen
f:[a,b] = R. Wir definieren

(f,9) :/ f(z)g(x)dx.

Die erfuellt die Axiome des inneren Produkts:

e Linearitaet in jedem der Argumente und Symmetrie sind klar.
e Esseinun f € V, f # 0. Dann gibt es y € (a,b) und § > 0, so dass [y — ,y + d] C [a,b] und
f(z) £0Vx € [y — 0,y + d]. Dann gilt

b ) y+0 ) ) )
Uh= [ eraz [ i@z min 1@ >0

Definition 13.2.6. Es sei V ein C-Vektorraum. Ein Hermetisches Produkt (oder inneres Produkt) ist
eine Funktion

(, Y:VxV-=>C
mit folgenden Figenschaften:

(1) Linearitaet in der erste Variablen:

(v1 + vo,w) = (v1,w) + {(vo,w) Vv, v, w €V,
(aw,w) = afv,w) VaeC,Vo,weV.
(2) Sesquilinearitaet in der zweiten Variablen:
(v, w1 + we) = (v,w1) + (v, w2) Yv,wi,we €V,

(v,aw) = a@lv,w) VaeC,VoweV.

(8) Hermetische Eigenschaft: (v,w) = (w,v) V,v,w € V;
(4) Positivitaet: (v,v) >0 Vv €V, v#0y.

Das Paar (V,{ , )) ist ein Hermetischer oder unitaerer Raum.
(5% (%1
Beispiel 13.2.7. Essei V =C". Fueru= | : [ undv=| : | definiere
Un Un
(u,v) = Z U; ;.
i=1
Dann ist (V,{( , )) ein Hermitescher Raum, und das innere Produkt ist das Standard IP auf C™.

Bemerkung 13.2.8. Wir koennen auch das Standard IP auf C" als Matrixmultiplikation betrachten:
es gilt {u,v) = u'v, d.h. es ist die Matrizmultiplikation der (1 x n)-Matriz u® und der (n x 1)-Matriz v.

Wieder koennen wir die Frage stellen: gibt es Matrizen A € My, (C), so dass (u,v) — utAv ein
Hermitesches Produkt ist?

Lemma 13.2.9. Es sei V ein Euklidischer oder Hermitescher Raum. Dann gilt

(1) Oy,v) = (v,0y) =0Yv e V;

(2) Es seiw € V. Wenn (v,w) =0 fuer alle v € V, dann gilt w = 0y ;

(3) Es seien wy,wy € V. Wenn (v,w1) = (v,ws) fuer alle v €V, dann gilt w1 = ws.
Proof.

(1) (Ov,v) =0- Oy, w) = 0.

(2) Wenn w # 0y, dann gilt (w,w) > 0.

(3) Folgt von (2) fuer w = wy — ws.
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Satz 13.2.10. Es sei (V,( , )) ein Euklidischer oder Hermitescher Raum. Fuer alle v € V, definiere

o]l = v/ (v, v) € Rxo.

Dann ist || ~ || eine Norm.
Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir folgendes Lemma:

Lemma 13.2.11 (Cauchy-Schwartz Ungleichung). Es sei (V,{ , )) ein Euklidischer oder Hermitescher
Raum. Dann gilt
[(w, 0)] < Jul| - [Jof| - Vu,v eV

mit Gleichheit genau dann, wenn u und v linear abhaengig sind.

Proof. Wenn u = 0y, dann haelt die Ungleichung automatisch. Nimm daher an, dass u # 0Oy, und

definiere \ = \<\1;|IIL2 und

w=v—A-u.
Beachte, dass
(w,u) = (v,u) — Mu,u) = 0.

Nun gilt
(63) 0 < [Jwl?
(64) = (v —Au,v — Au)

= [l = Al = AX[[ul* + AX][ul |
= [0l = [AI? - [Jul?

— ||’U||2 o |<U,U>|2
[ful[?

= [{w, o) <|lul] - o]

In erhalten wir Gleichheit genau dann, wenn w = Oy, d.h. wenn v = f‘zﬁg - U.

Andererseits, wenn v = \-u fuer A € K und u # Oy, dann gilt A = % Quod erat demonstrandum.

O

von Satz[13.2.70. Wir beweisen den Satz fuer Hermitesche Racume; der Beweis fuer Euklidische Raeume
ist sehr aehnlich. Wir ueberpruefen die Axiome:

(1) Dreiecksungleichung: es seien u,v € V. Dann gilt
lJu+v|]? = (u+v,u+v)
= [Jul|* + 2R(u, v) + [[o][*.
Beachte nun, dass $(z) < |z| fuer alle z € C. Angewandt auf $(u,v) erhalten wir
R(u, v) < [R(u, v)| < [{u, v)]
und daher
[lu + ] = [[ul[* + 2R(u, v) + [Jv]*
< ful[? + 2w, v)| + ol [?
< ful? +2[ful] - [Jo]] + [[v]|?
= (|lu+o)?

und daher ||u + v|| < ||ul| + ||v]].
(2) Die anderen beiden Axiome der Norm sind eine Uebung.

(]
Lemma 13.2.12. Es sei (V,{ , )) ein Euklidischer Raum. Dann gilt
1
(u,v) = 5 (llu+ol* = [[ul]* = []v]]*)
fuer alle w,v € V. Mit anderen Worten, das innere Produkt { , ) ist durch die Norm || ~ || vollstaendig
bestimmit.
Proof. Explizite Rechnung. O
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Uebung. Formulieren und beweisen Sie das Analog von Lemma [13.2.12] fuer Hermetische Raeume.

Bemerkung 13.2.13. Nicht jede Norm kann ueber ein inneres Produkt definiert werden! Beispiele
dafuer sind die Normen || ~ ||" und || ~ || aus Beispiel|13.1.4 Koennen Sie das beweisen?

13.3. Konstruktion innerer Produkte. In diesem Kapitel wollen wir zeigen, dass sich innere Pro-
dukte mit Hilfe bestimmter Matrizen definieren lassen.

Beispiel 13.3.1. Es sei A € M,,«,,(R). Definiere
(, Ya:R"xR" =R, (u,v) 4 =vT - A-w.
Dann ist ( , )a linear in jeder der beiden Variablen.

Allerdings ist die Funktion nicht unbedingt symmetrisch: es sei A = (1 1), u = <u1> und v =

0 1 ug
(U1>. Dann gilt
V2

Definition 13.3.2. Es sei K ein Koerper. Eine Matriz A € M, x,(K) ist symmetrisch, wenn A = A?,
d.h. wenn a;; = aj; fuer alle1 <i,j <n.

(u,v) 4 = ug(vy +v2) +ugvy aber (v,u)s = (ug + uz)vy + ugvs.

Lemma 13.3.3. Es sei A € Myxn(R) symmetrisch. Dann gilt
(u,v)a = (v,u)a Vu,v € R".

Proof. Es gilt
(v,u) 4 = v Au = v' A'u = (u' Av)" = u' Av = (u,v) A.

Allerdings erhalten wir immer noch nicht unbedingt ein Skalarprodukt:

Beispiel 13.3.4. Es sei A = ((1) _01> Dann gilt

OROMES

Definition 13.3.5. Eine symmetrische Matriz A € M, x,(R) ist positiv definit, wenn v*Av > 0 fuer
allev € R, v # 0.

die Bilinearform ist nicht positiv.

Uebung: Bestimmen Sie, wann eine Matrix B € Myx2(R) positiv definit ist.

Beispiele 13.3.6. (1) Die Matrix B = (Z Z) ist genau dann positiv definit, wenn a > 0 und

det(B) > 0.
(2) Esseien aq,...,a, € R, a; > 0 fuer alle . Dann ist die diagonale Matrix
a7 0 . 0
A= 0 [6%) e 0
0 0 ... ag

positiv definit.

Satz 13.3.7. Es sei A € Mpxn(R). Dann ist { , )a ist genau dann ein inneres Produkt, wenn A
positiv definit ist.

Bemerkung 13.3.8. Tatsaechlich gibt es eine 1:1-Korrespondenz zwischen positiv definiten (n x n)-
Matrizen und inneren Produkten auf R™: wenn ( , ) ein inneres Produkt ist, definiere a;; = (e;, e;),
wobei e1, ..., e, die Standardbasis ist. Dann gilt fuer u,v € R"

(u,v) = u' Av.

Wir werden Satz spaeter zusammen mit seinem Analog fuer komplexe Matrizen beweisen.
Zunaechst muessen wir herausfinden, wie wir ‘positiv definit’ fuer komplexe Matrizen passend verallge-
meinern.
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Definition 13.3.9. Es sei B € M, x,(C). Definiere
( , )p:C"xC"—=C, (u,v)p=u'Bo.
Definition 13.3.10. Fs sei B € M, x,(C).
(1) Schreibe B = (b;;)i;. Die adjungierte Matrix von B ist die Matriz B* = (B).
(2) Die Matriz B ist Hermitesch, wenn B = B*, das heisst, wenn b;j = bj; V1 <i,j < n.
-1 141 2
Beispiel 13.3.11. (1) Die Matrix A= [1—1 0 1 —2i | ist Hermitesch.
-2 142 1
—1 1474 2
(2) Die Matrix B=|1—1 0 1 —2i | ist nicht Hermitesch.
—2i 1+2¢ 1
(3) Eine Matrix B = @ b
e T \ec d

Beachte 13.3.12. (1) Wenn B Hermitesch ist, dann erfuellt (
Hermetischen Produktes.
(2) Es sei B € My xn(C) Hermitesch, und es sei v € C™. Dann gilt

(v,v)p = v'Bv = (v'B'v)" = v'B'v = (v,v) B,

das heisst v!Bv € R fuer alle v € C".

) € Msy2(C) ist genau dann Hermitesch, wenn a,d € R und b = ¢.

, B Eigenschaften (1) - (3) des

Mit Hilfe dieser Beobachtung koennen wir deine positiv definite Hermitesche Matrix definieren.
Definition 13.3.13. Fine Hermitesche Matrix BM,, «,(C) ist positiv definit, wenn
v'Bo >0 Vv e C™, v #0.

Beispiel 13.3.14. Die Hermitesche Matrix B = (% 2) € Msy«2(C) ist genau dann positiv definite,

wenn a € Ryg und det(B) € Rso.
Folgender Satz ist die Verallgemeinerung von Satz auf den komplexen Fall:

Satz 13.3.15. Es sei B € Myxn(C). Dann ist {( , )p genau dann ein inneres Produkt , wenn B
positiv definit ist[

Proof. Wir beweisen den komplexen Fall; der reelle Fall ist achnlich. Wenn B Hermitesch positiv definit
ist, dann kann man einfach ueberpruefen, dass ( , )p die Axiome eines inneren Produktes erfuellt.

Nimm nun an, dass ( , )p ein inneres Produkt ist. Wir zeigen zunaechst, dass B Hermitesch ist.
Da ( , )p ein inneres Produkt ist, besitzt es die Hermitesche Eigenschaft: (u,v)p = (v,u)p. Es sei
e1,...,en die Standardbasis von C™. Dann gilt Fuer 1 < 1,5 < n gilt

bij = €§B€j = <6i76j>3 = <ej76i>B = ?théi = GE-BG,L' = @,
das heisst, B ist Hermitesch.

Weiterhin ist die Bedingung, dass (v,v)p > 0 Vv € C",v # 0, genau die Bedingung, dass v*Bv > 0
Vv € C" v # 0, das heisst, dass B positiv definit ist. O

Wir koennen also die Vektorraeume R™ und C™ mit vielen verschiedenen inneren Produkten ausstatten;
die Geometrie der Raeume (z.B. die Frage, ob zwei Vektoren orthogonal sind oder nicht) haengt von der
Walhl eines inneren Produktes ab.

13.4. Orthogonalitaet. Mit Hilfe eines inneren Produkts koennen wir definieren, wann zwei Vektoren
orthogonal sind:

Definition 13.4.1.
(1) Zwei Vektoren v,w sind orthogonal wenn (v, w) = 0; wir schreiben v L w.
(2) Eine Untermenge S C V ist ein orthogonales System wenn u L v fuer alle u,v € S.
(3) Ein orthogonales System S C V ist orthonormal, wenn |[v|| =1 fuer alle v € S.

Beispiele 13.4.2.

64 Auch im komplexen Fall gibt es wieder eine 1:1 Aequivalenz zwischen IPs und Hermiteschen positiv definiten Matrizen:
einem IP ( , ) ordnen wir die Matrix B = ({(e;,€;)) zu. Dann gilt ( , )=( , )g.
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) Die Menge der Standardvektoren im R™ ist orthonormal bezueglich des Standard IPs.

) In einem Vektorraum mit innerem Produkt ist jeder Vektor orthogonal zum Nullvektor.
)

)

3
4

Betrachte (R?,( , ') wie in Beispiel |13.2.3] Dann ist <;) orthogonal zu <(1)>

(1
2
(
(

Die Funktionen f(z),g(z) € C|—n, x|, f(z) = sin(nz) und g(x) = cos(mz) sind ein orthogonales
System bezueglich des Skalarprodukts von Beispiel [13.2.5
2

(5) Orthogonalitaet haengt von der Wahl des inneren Produktes ab. Es sei A = <_1 _11) Dann

() @),

das heisst, die Vektoren G) und (?) sind orthogonal bezueglich dieses inneren Produktes.

gilt

Andererseits sind sie selbstverstaendlich nicht orthogonal bezueglich des Standard IPs auf R2.

Satz 13.4.3 (Satz des Pythagoras). Es sei (V,( , )) ein Euklidischer oder Hermitescher Raum, und
es seten u,v € V, v L v. Dann gilt

[Ju+[[* = [|ul]* + [[o]|*.
Proof. Es gilt
lJu+v|]? = (u+v,u+v)
= (u,u) + (u,v) + {(v,u) + (v, v)
= [Jul|* + [[o]|*.

O

Die Definition der Orthogonalitaet haengt eng mit der Projektion eines Vektors auf einen anderen
Vektor zusammen:

Definition 13.4.4. Es sei (V,{ , ) ein Vektorraum mit einem inneren Produkt, und es sei v € V,
v # Oy. Definiere
(u,v)

(v, 0)

Bemerkung 13.4.5. FEin Vektor uw € V ist genau dann orthogonal zu v # Oy, wenn proj,(u) = Oy .

proj, : V=V,

Beispiele 13.4.6.
aj
(1) Betrachte R™ mit dem Standard IP, und es sei v = | : |. Dann ist proj,, (v) = a; - e; fuer alle

an
1< <n.

(2) Essei (R%,{ , ') wie in Beispiel [13.2.3 und u = (;) Dann ist die Projektion von u auf den

Vektor v = (D gegeben durch proj, (u) = v.

Folgendes Lemma wird wichtig sein, wenn wir orthogonale Basen von Vektorraeumen konstruieren. Lecture 41

Lemma 13.4.7. Es sei (V,{ , )) ein Vektorraum mit einem inneren Produkt, und es sei v € V so
dass v # Oy . Dann ist fuer alle w € V der Vektor

w = u — proj, (u)
orthogonal zu v.
Proof. Uebung. O
Beispiel 13.4.8. Wir ueberpruefen das in Beispiel (2):

wewo . =((°).(1)) =0
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13.5. Gram-Schmidt Orthogonalisierung. Kehren wir zu der Frage von Basen von Vektorraeumen
zurueck. Wenn der Vektorraum ein inneres Produkt besitzt, koennen wir besonders schoene Basen
konstruieren, naemlich solche, die aus orthogonalen Systemen bestehen. Zur Erinnerung:

(1) Zwei Vektoren v, w sind orthogonal wenn (v, w) = 0; wir schreiben v L w.
(2) Eine Untermenge S C V ist ein orthogonales System wenn u L v fuer alle u,v € S.
(3) Ein orthogonales System S C V' ist orthonormal, wenn ||v|| = 1 fuer alle v € V.

Wir beginnen mit ein paar einfachen Beobachtungen:

Satz 13.5.1. Es sei (V,( , )) ein K-Vekorraum mit einem inneren Produkt.
(1) Wenn S C V' ein orthogonales System ist, das nicht den Nullvektor enthaelt, dann ist S linear
unabhaengig.
(2) Wennvy,...,v, ein orthogonales System ist, v; # 0 fuer alle1 < i <n, und v = a1v1+...apUn,
dann gilt
a; = (v, v:) V1i<i<n.
(vi, vi)
Proof. (1) Nimm an, es gibt v1,...,v, € S und ay,...,a, € K, so dass
aivy + -+ apv, = Oy
Dann gilt

(a1v1 + - + anvn, vi) = a;(vi, v;) = 0.
Da v; # Oy gilt (v;,v;) # 0 und daher a; =0 fuer all 1 <i <mn.
(2) Uebung.
O

Bemerkung 13.5.2. Fs folgt von Satz|13.5.1) (1), dass ein orthogonales System in einem n-dimensionalen
Vektorraum, das nicht den Nullvektor enthaelt, hoechstens n Elemente haben kann.

Bemerkung 13.5.3. In Zukunft schreiben wir m (~) w fuer die lineare Huelle von Vektoren,
damit keine Verwirrung mit dem inneren Produkt entsteht.
Hat jeder Vektorraum mit innerem Produkt eine orthogonale Basis?

Theorem 13.5.4 (Gram—Schmidt Orthogonalisierungsverfahren). Es sei (V,( , )) ein Vektorraum
ueber K (K = R oder C) mit einem inneren Produkt. Es sein = dimg V', und es sei vy,...,v, eine
beliebige Basis von V. Es sei w1, ..., w, gegeben durch

® s set wy = V5

o fuer2<j <n sei
j—1

w; =v; — Zprojwi (vj).
i=1
Dann ist wy, ..., w, eine orthogonale Basis von V.
Proof. Wir zeigen ueber Induktion nach j, dass ws,...,w; folgende Eigenschaften hat
(1) w; # Oy fuer alle 1 <1 < j;
(2) wi,...,w; ist ein orthogonales System;

(3) m Wi, ..., W5 w = m Uiy, U5 w

Da jedes orthogonale System linear unabhaengig ist, folgt daraus, dass ws, .. ., w, eine orthogonale Basis
ist.

Der Fall j =1 ist klar. Nimm an, die Behauptungen (1) - (3) sind wahr fuer j — 1. Wenn w; = Oy,
dann gilt

Ujem ViyevnyUj—1 m,
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was ein Widerspruch zur linearen Unabhaengigkeit von vy, ..., v, ergibt. Daher gilt (1).
Um (2) zu ueberpruefen, berechnen wir (w;,w;) fuer 1 <i < j:

j—1
(wj, wg) = <vj - Zprojwi (vj),wk>
i=1

Doch proj,, (v;) is ein Vielfaches von w; und aufgrund der Induktionshypothese (w;,wy) = 0 wenn i # k.
Daher gilt

(113.5) = (v; — PrOjy, (v;),ws) =0
aufgrund von Lemma

Nun muessen wir nur noch zeigen, dass m Wi, .., W m = m Vi, .., 05) m .
Aufgrund der Hypothese wissen wir, dass Q&”g Wiy, Wy w = m Vlye.o, U1 w .

Doch w; = v; — u fuer u € m Wi, ..., Wi—1 m . Das beendet den Beweis. O

Korollar 13.5.5. Es sei (V,{ , )) ein Vektorraum ueber K (K = R oder C) mit einem inneren
Produkt. Dann besitzt V' eine orthonormale Basis. Weiterhin gilt: wenn vy, ...,v, eine orthonormale
Basis von V ist und v = Z?:l a;v;, dann gilt

1oll* = laa|* + - + lan|*.

Proof. Es folgt von Theorem [13.5.4] dass V' eine orthogonale Basis wq, ..., w, besitzt. Es sei

1
v; = - w; V1<i<n.
[[wil|
Dann ist {v1,...,v,} eine orthonormale Basis.
Wenn v = > | a;v;, dann gilt
[10]]* = (v)
n n
DI RS
i=1 j=1

n
=2 _lail®
i=1

1 2
Beispiel 13.5.6. Esseienv; = |1 ]| undvg = | 1], und essei V = m V1, U2 m < R3 mit
0 1

dem Standard IP. Es sei w; = v und

Dann gilt (wy,ws) = 0, das heisst, w; und ws sind eine orthogonale Basis von V.
Beispiel 13.5.7. Betrachte die Basis vy, v2,v3 von R? (mit dem Standard IP) mit

1 0 1
vi=\1], v2=|[0]), vs=1|2
1 1 3
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Dann ist wy; = vy,

(v2, w1)
Wo = Vg — w1
wy,wy)
0 1
1
1 1
-1
1
2
und
w3 = v3 — <’U3,U}2> - <’03,’U}1> L
(w2, w2) (w1, w1)
1
1
0
Dann ist —2-, 2. Y3 eine orthonormale Basis.
Mwall? (lwzl]? Tlws]|
Beispiel 13.5.8. Es sei V der Vektorraum aller stetigen Funktionen f : [—1,1] — R mit dem inneren

Produkt aus Beispiel [13.2.5| und U < V der Unterraum aller Polynome vom Grad < 3. Dann ist
1,z, 22, 22 eine Basis von U; schreibe f; = 2. Wir benutzen Gram-Schmidt, um eine orthonormale Basis

zu konstruieren: es ist gg = fo,

g =f— (1, 90) .
<90790>
1 1
=z — = d
T 2/_175 t
=z,
go = f2 o <f27g()> . _ <f27gl> 1
(90, 90) (91, 91)
_ 2 lata) | @ta)
2 (x,x)
S
s = fa— (f3:90) - (f3,91) g1 — (f3,92) g
(90, 90) (91, 91) (92, 92)
=3 - §:r
5

Dann ist gg, g1, g2, g3 eine orthogonale Basis von U. Durch Normalisierung erhalten wir eine orthonormale
Basis.

Bemerkung 13.5.9. FEs sei V ein R-Vektorraum und vy,va,...,v, eine Basis. Dann gibt es ein IP
(., ) onV, bezueglich dessen die gegebene Basis orthonormal ist: wir definieren einfach (v;,v;) = d;;.
Dieses bestimmt aufgrund von Bilinearitaet (bzw. Sesquilinearitaet) ein IP auf V' mit der geforderten
FEigenschaft.

13.6. Das orthogonale Komplement.

Bemerkung 13.6.1. Es sei K = R oder C und (V,{ , ,)) ein endlich-dimensionaler IP Raum,
und es ses U < V. Es sei uy,...,u, eine Basis von U, die wir zu einer Basis w1, ..., Uk, Uk41,-- - Un
von V erweitern. Indem wir das GS Verfahren, darauf anwenden, erhalten wir eine orthogonale Basis
Wi, ..., W, von V, deren Untermenge wy, ..., wy eine Basis von U istﬁ Es seinun W = (Wgi1, ..., Wn).
Dann hat W folgende Eigenschaften:

(1) es qilt V=U®W, d.h. W ist ein Komplement von U;

(2) fuer allew € U, w e W gilt (u,w) =0.

65Djes folgt von der Konstruktion der orthogonalen Basis - siche den Beweis von Theorem |13.5.4]
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Wie wir sehen werden ist dieses Komplement von U kanonisch: wir nennen es das orthogonale Kom-
plement von U.

Definition 13.6.2. Es sei V,( , )) ein IP Raum und 0 # S C eine Untermenge . Wir definieren das
orthogonale Komplement von S als

St={veV:{vs)=0 VscS}.
Wenn S = {v}, dann schreiben wir v fuer {v}+.
Bemerkung 13.6.3. Es gilt 0; = V und V+ = {0y }.
Lemma 13.6.4. Es seien § # S C V. Dann gilt

(1) S+ ist ein Unterraum von V;
(2) es gilt entweder SN S+ =0 oder SN S+ = {0y};
(3) wenn T CV so dass S C T, dann gilt T+ C S*;

1
(4) es gilt (m S w> =S+
(5) es gilt S C (S+)~L.

Proof. (1) Ueberpruefe die Axiome.
(2) Nimm an, dass SN S+ # 0; es sei v € SN S+. Dann gilt

(v,v) =0 = ©v=0y.
(3) Uebung.

L
(4) Da S C Q&g S m , folgt von (3), dass m S w C St. Es sei nun v € S+, das

heisst
(s,v) =0 VseS.

Wenn w € m S m,danngibtessl,...,snGSundal,...,anGKsodass

W=0o18 + - +a,s5, = <w,v)=2ai<si,v):0,
i=1

1
unddahervem S m .

(5) Es sei s € S. Dann gilt (aufgrund der Definition von S+), dass (s,v) = 0 fuer alle v € S*, und
daher s € (S+)*. O

Das folgende Theorem zeigt, dass sich Bemerkung [13.6.1] in einem gewissen Sinne auf unendlich di-
mensionale IP Raeume verallgemeinern laesst.

Theorem 13.6.5. Es sei (V,( , )) ein IP Raum (moeglicherweise unendlich-dimensional), und es
sei U ein endlich-dimensionaler Unterraum. Dann gilt V =U @ U+,

Proof. Lemma [13.6.4] zeigt, dass U N U+ = {0y }; es ist daher ausreichend zu zeigen, dass U + U+ = V.

Es sei r = dim U, und es sei B = {uq,...,u,} eine orthonormale Basis von U - diese existiert aufgrund
von Theorem [13.5.41 Definiere die Projektiorﬁ
prg: V—=U,

v <’U,U1>’LL1 +ee <U7UT‘>uTa
ds heisst prg = pr,,, +---+ pr, . Dann gilt
v =prg(v) + (v — pra(v)).

Behauptung: (v — pry(v)) € U+,
Beweis der Behauptung: es ist ausreichend zu zeigen, dass

(v—rprg),u;) =0 V1<i<r.

665 priori haengt die Projektion von der Wahl einer ON Basis von U ab. Wir werden spaeter sehen, dass die Projektion
kanonisch ist, d.h. unabhaengig von der Wahl einer Basis — wir nennen sie die orthogonale Projektion auf U.
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Wir rechnen:

(v —=prg),u;) = (v — ((vyur)ur + - + (U, up)ur), u;)

r

= (v, ui) — Z<v7uj><ujvui>

j=1
= (U,Ui> - <'U7Ui>
da (uj,u;) =0 for all ¢ # j. O
Beispiel 13.6.6. Wir betrachten R? mit dem Standard IP. Es sei U = {x1 + 22 — x3 = 0}. Dann ist
1 0 w1
ur = | 0] und ug = [ 1] eine Basis von U. Wir berechnen U+: wenn w = | wy | € U', dann gilt
1 1 w3
(w,u;) =0 fuer ¢ = 1,2, das heisst
w1 +w3 =0 und we+w3=0
= W] = Wy = —W3
1
= vt= G ] Y

-1
Beispiel 13.6.7. Es sei V der R-Vektorraum aller Polynome vom Grad < 3 mit dem inneren Produkt aus
Beispiel und es sei U der Unterraum aller Polynome from Grad < 1. Dann ist dim U L =92 UmU+
zu bestimmen, waehle eine Basis von U, z.B. fo(z) = 1 und fi(z) = . Wenn g(z) = a+bx +cx? +da® €
U+, dann gilt
<g7f0>:0 und <gaf1>

Explizit gibt das Relationen zwischen den Koeflizienten, aus denen wir eine Basis go, g3 bestimmen
koennen (Uebung). Um eine orthonormale Basis von UL zu bestimmen, wende das Gram-Schmidt
Verfahren auf g9, g3 an (Uebung).

Wir koennen jetzt die Projektion auf einen Unterraum definieren:

Definition 13.6.8. Es sei (V,( , )) ein IP Raum (moeglicherweise unendlich-dimensional), und es
sei U ein endlich-dimensionaler Unterraum. Dank Theorem [13.6.5 kann jeder Vektor v € V eindeutig
geschrieben werden als

v=u+w mit u € U und w € UL,

Definiere die orthogonale Projektion von v als pry (v) = u.
Lemma 13.6.9. (1) pry ist eine lineare Abbildung.

(2) ker(pry) = Ut und im(pr;) = U.

(3) Fuer allev € V gilt v — pry(v) € UL,

(4) Wenn uy,...,u, eine orthonormale Basis von U ist, dann ist pry = pry.
Proof. (1) - (3) sind eine Uebung.

Es sei B = {uy,...u,} eine orthonormale Basis von U. Dann gilt v = x + w mit
r=(v,u)uy + -+ (W u)u, €U und w e UL,
Dann gilt
pry(v) =@ = (v,ur)ur + - - + (v, up)ur = pr,, (v) +--- +pr,, (v) = pr(v)
d

Als eine einfache Konsequenz erhalten wir folgendes schoenes Resultat:
Satz 13.6.10. Es sei (V,( , )) ein IP Raum und u <V endlich-dimensional. Dann gilt U = (U+)+.

Proof. Wir wissen bereits von Lemma|13.6.4, dass U C (U~+)*; es reicht daher, die umgekehrte Inklusion
zu zeigen. Es sei v € (U)+. DaV = U @ U*, gibt es eindeutig bestimmte u € U, v € U+, so dass
v =u+ w. Wir zeigen, dass w = Oy. Da

welUC (Ut und wve (U

folgt, dass w —u —v € (U+)L. Aber w ist ebenfalls ein Element von U+, das heisst, w € U+ N (U+)+ =
{ov}. O
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Korollar 13.6.11. Wenn (V,{ , )) ein endlich-dimensionaler IP Raum ist und U <V ist ein Un-
terraum, dann gilt

dimV =dimU 4 dim U™,

13.7. QR Zerlegung. In diesem Kapitel werden wir das Gram-Schmidt Orthogonalisierungsverfahren
dazu benutzen um zu zeigen, dass sich jede reelle oder komplexe (n x n)-Matrix sich in ein Produkt zwei
besonders einfacher Matrizen zerlegen laesst.

Zunaechst definieren wir zwei neue Familien von sehr wichtigen Matrixgruppen.

Definition 13.7.1.

(1) Fine Matrix A € M, x,(R) ist orthogonal, wenn die Spaltenvektoren eine orthonormale Basis
von (R™,( , ) bilden; hier ist { , ) das Standard IP. Wir scheiben O(n) fuer die Menge
aller orthogonalen (n x n)-Matrizen.

(2) Eine Matrix B € M, x,(C) ist unitaer, wenn die Spaltenvektoren eine orthonormale Basis von
C™ bilden bezuegich des Standard IP auf C™. Wir scheiben U(n) fuer die Menge aller unitaeren
(n x n)-Matrizen.

2 -2 1
Beispiele 13.7.2. (1) Die Matrizen A = % (1 _11> und B=3 1 2 2] sind orthogonal.
2 1 2

(2) Die Matrix C = % (Z% _212> ist unitaer.

Lemma 13.7.3.

(1) Eine Matriz A € M, x,(R) ist genau dann orthogonal, wenn A=1 = At.
(2) Eine Matriz B € My,+,,(C) ist genau dann unitaer, wenn B~1 = B*,

Proof. Wir beweisen (1); der Beweis fuer (2) ist achnlich. Wir muessen zeigen, dass A’A = 1,,. Schreibe
A= (vy,...,v,) mit v; € R". Dann gilt

(AtA)U = V?Vj = <VZ‘,V]‘> V1 S ’L,] S n.
Doch da die v; eine orthonormale Basis bilden, gilt (v;,v;) = ¢;; und daher A4 = 1,,. O
Bemerkung 13.7.4. Insbesondere folgt, dass A € O(n) genau dann, wenn A® € O(n), das heisst genau
dann, wenn die Zeilenvektoren von A eine orthonormale Basis von R™ sind. Analog gilt, dass B € U(n)

genau dann, wenn B* € U(n), das heisst genau dann, wenn die Zeilenvektoren von B eine orthonormale
Basis von C" sind.

Diese Charakterisierungen von Lemma [13.7.3| sind nuetzlich, um zu zeigen, dass O(n) und U(n) eine
Gruppenstruktur unter Matrixmultiplikation haben:

Satz 13.7.5. Die Menge O(n) (bzw. U(n)) ist eine Untergruppe von GL,(R) (bzw. von GL,(C)).

Proof. Wir beweisen den Fall O(n); der Beweis fuer U(n) ist aehnlich. Es ist klar, dass 1,, € O(n).
Wenn A~! = A?, dann gilt
(A7)t = (a7t = (47,
und daher A=! € O(n). Es seien nun A, B € O(n). Dann gilt
(AB)"' =B 'A7!' = B'A' = (AB)',
und daher AB € O(n). O

Bemerkung 13.7.6. Wir werden diese Gruppen spaeter (siehe Kapitel ?7) noch genauer untersuchen,
wenn wir ueber Isometrien sprechen.

Wir koennen nun folgenden Satz beweisen:

Theorem 13.7.7.
(1) Es seiA € GL,(R). Dann gibt es Q € O(n) und eine obere Dreiecksmatric R € My xn(R), so

dass A = QR.
(2) Es sei A € GL,(C). Dann gibt es Q € U(n) und eine obere Dreiecksmatric R € M, «,(C), so
dass A = QR.
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Proof. Essei K =R oder C und A € GL,,(K). Schreibe A = (vy,...,v,) mit v; € R™. Da A invertierbar
ist, ist vy, ..., v, eine Basis von K™. Wir wenden das GS Orthogonalisierungsverfahren auf diese Basis
an und erhalten eine orthonormale Basis wy, ..., w, mit der Eigenschaft, dass

U1 = prwl (U1>

U2 = Py, (UQ) + PTo, (UQ)

Un = Py, (Un) +--- + Pry, (Vn)-

Es sei nun @ = (wy,...,w,) und
(v1,w1) (va, w1y ... ({vi,wi) ... (vp,w1)
0 (vg,wa) ... (vi,wa) ... (vp,ws)
k= 0 0 v (v, wi) oo (vp,wy)
0 0 - 0 : :
0 0 0 coe A{vp,wp).
Dann laesst sich obige Eigenschaft als Matrix-Multiplikation ausdruecken: A = QR. (I

-1

Beispiel 13.7.8. Es sei A = ( 1

g) mit Spaltenvektoren v, vs. Das GS Verfahren erzeugt die Basis

w55 ()

1 1

Q_< e @) und R_\/i(é i)
V2 V2

Wir ueberpruefen die Orthogonalitaet von Q: es gilt

1 /-1 1\* (1 0
de=e=—5(31 1) =0 1)

und daher

1 10
Beispiel 13.7.9. Essei A = |1 0 1] mit Spaltenvektoren vy, vs,v3. Durch Anwendung des GS
0 1 1
Verfahrens erhalten wir eine orthonormale Basis
1 1 -1

wp, = ——=

Daher gilt
41 1
VA I
Q= (w1, w2, w3) = | 75 N
O %
und
2 1 1
V2 V2 V2
R=]0 =2 L
V6 V6|
o })
3

Tatsaechlich laesst sich die QR Zerlegung auf alle M,, ., (K )-Matrizen verallgemeinern:

Theorem 13.7.10. Es sei A € M, xn(K) und r =rk(A). Dann gibt es Matrizen
0c O(n) wenn k=R
U(n) wenn k= C

C *

und R = (O 0

) € Myxn(K) mit C € M,«.(K) eine obere Dreiecksmatriz, so dass A = QR.
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Proof. Uebung fuer die Enthusiasten. O

Beweis der Eindeutigkeit der Zerlegung von Philipp Steiner:

Satz 13.7.11. Es seiA € GL,(R). Dann gibt es eindeutig bestimmte Q € O(n) und eine obere Dreiecks-
matric R € My, wn(R) mit positive Elementen entlang der Diagonalen, so dass A = QR.

Proof. Nimm an, dass es zwei solcher Zerlegungen gibt:
A=Q1R = Q2R

Dann folgt, dass Q5Q1 = RQRl_l. Das sowohl die orthogonalen Matrizen als auch die oberen Dreiecksma-
trizen eine Untergruppe von GL,(R) bilden, ist die Matrix Q = Q5Q; eine orthogonale Dreiecksmatrix
mit positiven Elementen entlang der Diagonalen. Aber die einzige Matriz mit einer solchen Eigenschaft
ist 1,,. Die Eindeutigkeit der Zerlegung folgt. (]

13.8. Dualraeume von Inneren Produkt Raeumen. Es sei (V,( , )) ein endlich-dimensionaler
IP Raum ueber K. In diesem Kapital werden wir zeigen, dass der Dualraum

V* = Homg (V, K)

sich mit Hilfe des inneren Produkts beschreiben laesst. Insbesondere gibt es eine kanonische bijektive
Abbildung V = V*.

Definition 13.8.1. Es sei u € V. Definiere die Abbildung
oy V—o>K, v (v,u).

Lemma 13.8.2. Fuer alle u € V gilt p,, € V*; mit anderen Worten, die Abbildung ¢, : V — K ist
linear.

Proof. Klar, da das innere Produkt linear in the ersten Variable ist. (]

Theorem 13.8.3 (Darstellungssatz von Riesz). FEs sei (V,{ , )) ein IP Raum ueber K, und es sei
p € V*. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Element u € V', so dass ¢ = p,; mit anderen Worten,

p(v) = (v, u) YvoeV.

Proof. Nimm an, dass K = C; der Beweis fuer K = R ist aehnlich.

Es sei €1, ..., e, eine orthonormale Basis von V. Dann gilt fuer v € V', dass
n
v= g (v, e;)e;.
i=1

Es sei nun ¢ € V*. Dann gilt
p(v) = <Z<U,€z‘>€i>
i=1

(v, ei)p(ei)

Il

— <U7Z<p(ei) . ei> .

Esseiu=)",¢(e;) e; € V. Dann gilt p(v) = (v,u) fuer alle v € V, und daher ¢ = ¢,,.
Nimm an, dass @, = @, fuer u,w € V. Dann gilt

(v,u) = (v,w) YweV = u=w

aufgrund von Lemma 15.2.9 (3). O



Bemerkung 13.8.4. Theorem [13.8.3 zeigt, dass die Abbildung
VoV ur gy
bijektiv ist. Wenn K =R, dann ist ® eine lineare Abbildung, da
(~,au+ pw) = a- (~,u)+ - {~,w) Va,B € R, u,w € V.
Wenn aber K = C, dann ist die Abbildung ® : V — V* bijektiv und anti-linear:
(~yau+ pwy=a- (~u)+ B (~w)  Va,8€C,u,weV.

Beispiel 13.8.5. Es sei V' der Vektorraum aller stetigen Funktionen f : [-1,1] — R mit dem inneren
Produkt aus Beispiel [13.2.5|und U < V' der Unterraum aller Polynome vom Grad < 2. Definiere

p:U—=R, f(z)— /_1 f (@) cos(mt) dt.

Dann ist ¢ € V*; laut Theorem [13.8.3| gibt es also ein Element u(z) € U, so dass o(f(x)) = (f,u)
Vf(x) € U. Der Beweis von dem Theorem sagt uns, wie wir dieses Element u(x) konstruieren koennen.
Wir bestimmen zunaechst eine orthonormalb Basis von U mit Hilfe des GS Verfahrens; ein Beispiel ist

go = 2791 [33 g2 = 45 x — =). Dann ist

i
M e

©(gi) - gi
0

— (/11 gi(t) cos(mt) dt> g
B 2%752 (xQ - ;) .

Die Abbildung ® gibt uns auch die Moeglichkeit, eine Beziehung zwischen Strukturen des Dualraums
V* und Strukturen von V' Herzustellen. Ein Beispiel ist die Beziehung zwischen dem Annihilator und
dem orthogonalen Komplement eines Unterraums:

.
v |l

Satz 13.8.6. Es sei (V,{ , )) ein IP Raum ueber K, und es sei U < V. Dann ist ®(U+) < V* der
Annihilator von U.

Proof. Schreibe Ann(U) fuer den Annihilator von U. Laut Definition gilt
welUt & (uw)=0 YuelU
& Pp(u)=0 YVuelU
< U <Xker(pw)
& pyw € Ann(U).
Da dank Theorem jedes Element in V* von der Form ¢,, fuer ein w € V ist, folgt das Resultat. O

13.9. Dia adjungierte Abbildung. Es seien (V,( , )v)und (W,( , )w) IP Raeume ueber K,
und es sei T': V — W eine lineare Abbildung.

Definition 13.9.1. Die adjungierte Abbildung T* von T ist die Abbildung T* : W — V| fuer die gilt
(65) (Tv,w)yw = (v, T*w)y YveV,weW.
Bemerkung 13.9.2. FEs ist nicht klar, dass T* ueberhaupt existiert!
Satz 13.9.3. Die adjungierte Abbildung T ist wohl-definiert und linearm
Proof. Es sei w € W, und betrachte die Linearform \,, € V* gegeben durch
Aw(v) = (T, w)w.
67TDas erklaert, warum sowohl der Annihilator als auch das orthogonale Komplement mit U~ bezeichnet werden.

68Djie adjungierte Abbildung ist durch Gleichung vollstaendig bestimmt! Mit anderen Worten, wenn wir etwas
ueber die adjungierte Abbildung beweisen wollen, benutzen wir diese Gleichung.
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Dann existiert laut Theorem [13.8.3| ein eindeutig bestimmtes Element v’ € V, so dass
A (V) = (v, )y YvevV
& (Tv,w)yw = (v,v")y YveV.
Definire T*(w) = v’. Mir muessen nun zeigen, dass T™* eine lineare Abbildung ist.
Es seien wy,we € W; wir zeigen zunaechst, dass
T*(wy + we) = T wy + T ws.
Da die adjungierte Abbildung durch vollstaending bestimmt ist, reicht es zu zeigen, dass
(0, T" (w1 + w2))y = (v, T w1 + T we)y Vv e V.
Doch
(v, T* (w1 + wa))y = (Tv, w1 +wa)w
= (Tv,w1)w + (Tv, wa)w
= (v, T"w1)v + (v, T*wa)y
= (v, T"wy + T ws)v,
was zu beweisen war. Die Gleichung
T (aw) = aT*(w)
kann aehnlich bewiesen werden. O
Bemerkung 13.9.4.
(1) Es gilt (idy)* = idy.
(2) Es gilt

(w, Tvyw = (Tv,w)w = (v, T*w)y = (T w,v)y
und daher (T*)* =T.

Beispiel 13.9.5. Wir betrachten C™ als einen IP Raum mit dem Standard IP. Es sei A = (QZ 1+ 7>

1 2 3
und T4 : C* — C? die induzierte Abbildung. Was ist die Darstellungsmatrix von 7’5 bezueglich der Stan-
dardbasen?
Es gilt -
(Taz,y)cs = (A2)'g = a' A'J = 2'A'y = 2" A7y = (2, Thy)es.
Wir werden spaeter sehen, dass sich dieses Beispiel verallgemeinern laesst.

Die adjungierte Abbildung haengt eng mit der dualen Abbildung zusammen. Wir erinnern uns: die
duale Abbildung W* — V* ist definiert durch £+ £oT fuer £ € W*.

Satz 13.9.6. Schreibe Ty, : W* = V* fuer die duale Abbildung. Dann gilt
T* = (P;/I © Ttikual o (PW7
wobei Oy : V = V* und Oy : W — W* die bijektiven Abbildungen aus Theorem sind.

Proof. Es reicht aus zu zeigen, dass folgendes Diagram kommutiert:

T*
W Vv
Dy Dy,
w ” %
Tdual
Aber das folgt direkt von der Definition der adjungierten Abbildung. O

Bemerkung 13.9.7. Satz[13.9.0] erlaubt uns, T* und Ty, kanonisch zu identifizieren. Das erklaert,
warum beide mit T* bezeichnet werden. Zusammenfassend gilt fuer IP Raeume: wir identifizieren
e den Dualraum V* mit V;
o den Annihilator eines Unterraums U <V mit U™*;
o die Duale Abbildung T* : W* — V* mit der adjungierten Abbildung T* : W — V.
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Lemma 13.9.8. Es seien V,W,U IP Raeume ueber K € {R,C}, und es seien
SST:V — W, R: W —U

lineare Abbidlungen. Dann gilt

(1) (S+T) =8*+T*;

(2) (ANT)* = X-T* fuer alle A € K;
(3) (T*)* =T;

(4) (RoT)* =T%0 R*.

Proof. (1) Es sei w € W. Dann gilt Vv € V

(v, (S+T)Yw)yy = {((S+T)v,w)w
= (Sv,w)w + (Tv, w)w
(v, S*wyy + (v, T*w)y
= (0,(5" + T")w)y
und daher (S+T)*w = (S* +T*)w Vw € W.
(2) Uebung.
(3) Es sei w € W. Dann gilt fuer alle v € V
(T*) v, w)w = (v, T"w)y = (Tv, w)w

und daher (T*)* =T.
(4) Uebung. O

Lemma 13.9.9. Es seien (V,{ , )v)und (W,{ , )w) IP Racume ueber K, und es sei T :V — W
linear.

o ker(T*) = im(T)* und ker(T) = im(T*)*;
o im(T*) = (ker T)* und im(T) = ker(T*)*.

(Vergl. Satz 6.4.6)

Proof. (1) Es sei w € W. Dann gilt

& T'w=0

< W,T'w)y =0 VYveV
< (Tv,w)yw =0 YveV

& weim(T)*h.

w € ker(T™)

Wir erhalten die zweite Aussage, indem wir die erste auf T* anwenden.
(2) Wenden Sie die Operation (~)1 auf die Gleichungen in (1) an.
O

13.10. Die Abbildungsmatrix der adjungierten Abbildung. Wir wollen nun Beispiel ver-

allgemeinern. Genauer wollen wir zeigen, dass die Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung zwischen

zwei IP Raeumen durch die adjunkte Matrix gegeben ist, wenn die gewaehlten Basen orthonormal sind.
Wir beginnen mit folgender Beobachtung;:

Lemma 13.10.1. Es seien (V,{ , )v)und (W,{ , )w) IP Raeume ueber K, und es seiT :V — W
linear. Es seien B = (v1,...,v,), bzw. C = (wq,...,wy) orthonormale Basen von V, bzw. W, und es
sei A = (a;;) die Abbildungsmatriz von T. Dann gilt

aji = <T’Ui, wj>W.

Proof. Per Definition ist die ite Spalte von A gegeben durch die Koeffizienten von T'w; als Linearkombi-
nation der Basis C, mit anderen Worten,

Tv; = a1;w1 + -+ + AW

Doch da C orthonormal ist, erhalten wir a;; = (Tv;, w;)w. O
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Satz 13.10.2. Es seien (V,{ , )v) und (W,{ , )w) IP Raeume ueber K, und es sei T : V — W
linear. Es seien B = (v1,...,v,), bzw. C = (w1,...,wy) orthonormale Basen von V, bzw. W. Dann

gilf]
*1C 7B ¢ B\*
5 = (7€) = (118)"
Proof. Es sei A = (a;;) =[T)5 und B = (b;;) = [T*]§. Wir wollen zeigen, dass
bij = aj; Vi, .

Nun gilt

O

Korollar 13.10.3. Es sei A € Myxm(K) fuer K = R oder C. Wir betrachten K™ und K™ als IP
Raeume mit dem Standard IP. Dann gilt

(Ta)* =Ta-.
14. SPEKTRALTHEORIE

14.1. Normale Endomorphismen. Wir wollen uns nun mit der Frage beschaeftigen, wie orthonormale
Basen it der Theorie von Eigenvektoren zusammenhaengen.

Definition 14.1.1. Es sei (V,{ , )) ein IP Raum ueber K mit K € {R,C} und T : V — V eine
lineare Abbildung. Dann ist T orthogonal diagonalisierbar, wenn V eine orthonormale Basis besitzt, die
aus Figenvektoren besteht.

3 1
1 3
dazugehoerige lineare Abbildung. Dann sind die Eigenwerte die Wurzeln des Polynoms

M—6A+8=0 = N2=3=%1,

Beispiele 14.1.2. (1) Es sei V = R? mit dem Standard 1P, A = und Ty : V — V die

das heisst Ay = 2 und Ay = 4. Wir berechnen die Eigenvektoren: vy = (_11> und vy = (1) Die

Vektoren vy, vg sind orthogonal, d.h. nach der Normalisierung erhalten wir eine orthonormale
Basis von Eigenvektoren von V.

(2) Wir betrachten wieder V' = R? mit dem Standard IP und T : V — V mit B = (zl,) 13>.

Dann hat das characteristische Polynom keine reellen Loesungen, d.h. Tp ist ueber R nicht
diagonalisierbar. Wie ist es ueber C? Die Eigenwerte sind gegeben durch A2 = 1 £ 3¢ mit

. . 1 1 . .
dazugehoerigen Eigenvektoren w; = i und we = z) Diese Vektoren sind orthogonal

bezueglich des Standard IP auf C", das heisst, T ist orthogonal diagonalisierbar.

(3) Es sei C = 1 _42 . Wir haben in Beispiel 12.1.3 (2) gesehen, dass T diagonalisierbar ist,

aber nicht ON diagonalisierbar.
Lemma 14.1.3. Wenn T orthogonal diagonalisierbar ist, dann gilt T oT* =T* o T.

Proof. Es sei B eine orthonormale Basis von Eigenvektoren von V. Dann ist [T]g diagonal. Aufgrund
von Satz [13.10.2] gilt [T*]5 = ([T]5)*, und diese Matrix ist ebenfalls diagonal. Doch alle diagonalen
Matrizen kommutieren, das heisst

[ToT)5 = [T)E - [T = [T"]5 - [T1§ = [T" o T)3
und daher (aufgrund von Bemerkung 4.4.4) gilt ToT* =T*o T. O

69Wenn K = R, dann ist die komplexe Konjugation die Identitaet und daher die adjunkte Matrix gleich der
transponierten Matrix.
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Endomorphismen mit der Eigenschaft von Lemma [14.1.3] sind sehr wichtig; wir machen deshalb fol-
gende Definition:

Definition 14.1.4. Es sei (V,( , )) ein IP Raum ueber K mit K € {R,C}. Fine lineare Abbildung
T:V — V ist normal, wenn

ToT*=T"oT.
Fine Matriz A € My xn(K) ist normal, wenn A - A* = A* - A.

Bemerkung 14.1.5. Wenn A € M,,«,(K) normal ist, dann ist die Abbildung T4 : K™ — K™ normal
bez. des Standard IPs.

Folgendes Resultat ist ein Spezialfall der Korrespondenz zwischen Endomorphismen und Matrizen
(Bemerkung 4.4.4):

Satz 14.1.6. Wenn T : V. — V normal ist, dann ist die Abbildungsmatrix [T]g normal fuer jede
orthonormale Basis B von V.

Proof. Einfache Konsequenz der Beobachtung, dass [T*]5 = ([T]g)* (Satz (13.10.2)). O

Bemerkung 14.1.7.
(1) Jede orthogonale bez. unitaere Matriz ist normal.
(2) Jede symmetrische Matrix in M, «,(R) und jede Hermitesche Matriz in My x,(C) ist normal.

(3) Die Matriz B = ( 20 il

i1 )zst normal.

(4) Die Matriz C = i i ist nicht normal.

(5) Es seien A, B € My, x,(K) normal. Dann ist es i.A. nicht wahr, dass AB normal ist! Allerdings
gilt: wenn A, B normal sind und AB = BA, dann ist AB normal.

Wir haben in Lemma [14.1.3| gezeigt, dass jeder orthogonal diagonalisierbare Endomorphismus normal
ist. Gilt die Umkehrung?

Beachte 14.1.8. Die Antwort ist nein: Wir haben in Beispiel [I].1.3 gesehen, dass T ueber R nicht
orthogonal diagonalisierbar ist, obwohl eine einfache Rechnung zeigt, dass BBt = B'B. Allerdings
haben wir gesehen, dass Tp ueber C orthogonal diagonalisierbar ist — ist der Grundkoerper das einzige
Hindernis?

Es sei T' ein normaler Operator, dessen Eigenwerte in K enthalten sind. Ist T" orthogonal diagonal-
isierbar? Wir betrachten zunaechst ein paar Beispiele.

Beispiel 14.1.9. (1) Essei A = ( 20 B 1). Dann ist A* = < 2 1__Z.Z>, und eine einfache

t+1 1 —1—1
Rechnung zeigt, dass A normal ist. Was koennen wir ueber die Eigenwerte und Eigenvektoren
sagen?
. R 1—14 t+1
e A hat Eigenwerte \; = 0 und Ay = 3i mit Eigenvektoren v; = 9 und vy = Ik
e A* hat Eigenwerte p1 = 0 und ps = —3i mit Eigenvektoren w;, = 2_1 ") und Wy =
i+1
-1 )

(2) Se B = ( 1, i) Dann ist B Hermitesch und damit normal. Eine einfache Rechnung zeigt,

dass B die Eigenwerte A\; = 0 und A2 = 2 hat, mit jeweiligen Eigenvektoren v; = <_Z) und

1
(1
Vg = 1)
Was faellt Thnen auf?

Lemma 14.1.10. Es sei (V,{ , )) ein IP Raum ueber K mit K € {R,C}, und es sei T : V =V
normal. Dann gilt
(1) ||Tv|| = ||T*v|| fuer alle v e V;
(2) der Operator T — A1y fuer A € K ist ebenfalls normal;
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(8) wenn v ein Eigenvektor von T ist mir Eigenwert X\, dann ist v ein Eigenvektor von T* mit
Eigenwert \;
(4) FEs seien vy, vy Eigenvektoren von T mit verschiedenen Eigenwerten. Dann gilt v1 L va.

Proof. (1) Es gilt
||[Tv||? = (Tv, Tv) = (v, T*Tv) = (v, TT*v) = (TT*v,v) = (T*v, T*v) = (T*v, T*v) = ||T*v||*.

(2) Explizite Rechnung.
(3) Wenn v ein Eigenvektor von T ist mit Eigenwert A, dann gilt (T'— A1y )v = 0. Doch T — A1y ist
normal aufgrund von (2), daher gilt

(T = ALy )v|| = [|(T' = ALy)"0|[ = 0.
Doch (T — Aly)* = T* — A1y, daher gilt
I(T* =ALy)o|[=0 = (T"=Aly)v=0

und daher T*v = \v.
(4) Es seien \; 2 die Eigenwerte von v1 und v,. Dann gilt
A (o1, v2) = (Mv1,v9) = (Twi,v2) = (01, T v2) = (v1, Aav2) = Ao (v1,v2),

das heisst ()\1 — /\2)<U1,’U2> = 0. Da )\1 7& )\2, gﬂt <’Ul,1}2> =0. O
Wir koennen jetzt obige Frage beantworten:

Theorem 14.1.11 (Spektralsatz ueber C). Es sei (V,{ , )) ein IP Raum ueber C und T : V — V
linear. Dann ist T genau dann orthogonal diagonalisierbar, wenn T normal ist.

Proof. Dank Lemma ist es ausreichend zu zeigen, dass ein normaler Operator ueber C orthogonal
diagonalisierbar ist. Es folgt von Theorem dass es eine Basis C = (ug,...,u,) von V gibt, so
dass [T)¢ in Jordanscher Normalenform ist. Indem wir das Gram-Schmidt Verfahren auf C anwenden,
erhalten wir eine orthonormale Basis B = (v1,...,v,). Da

m Up,y ..., Uj m:m Vi,...,0; m V1<i<n,

ist [T]5 ebenfalls eine obere Dreiecksmatrix. Schreibe [T]8 = (ai;)1<i j<n; Wir werden zeigen, dass diese
Matrix diagonal ist, d.h. a;; = 0 fuer alle ¢ < j.
Da B orthonormal ist, gilt

n
1To1][* = laui* wnd [T |* =) f[aiel® = |au]® + laref® + - + |a1a]*.
k=1

Doch T ist normal, und daher |[Tv1|| = ||T*v1]|
= aio=---=ay, =0.
Wir wiederholen nun das Argument fuer ||Tvs||? usw. O

Bemerkung 14.1.12. Die Annahme, dass wir ueber C arbeiten, ist in dem Beweis von Theorem[14.1.11]
nur deshalb wichtig, weil wir dadurch sicher sein koennen, dass eine Jordanbasis existiert.

Korollar 14.1.13. Es sei V' ein eindlich-dimensionaler IP Raum ueber R und T : V. — V' ein normaler
Operator. Wenn V' eine Jordanbasis besitzt, dann ist T orthogonal diagonalisierbar.

Korollar 14.1.14. Es sei A € M, (C) normal. Dann gibt es eine unitaere Matriz U € GLx(C), so
dass U* AU diagonal ist.

Proof. Dank Satz ist die Abbildung T4 : C* — C" orthogonal diagonalisierbar, das heisst, es gibt
eine ON Basis von C" (bezueglich des Standard IPs), die aus Eigenvektoren besteht. Insbesondere ist
[T4]% diagonal. Um das Resultat zu beweisen, muessen wir daher zeigen, dass die Basiswechselmatrix
U = [idc]§ unitaer is@ hier ist £ die Standardbasis von C", die ebenfalls orthonormal ist. Da
idgn = idgn, folgt von Satz 13.10.2, dass
U* = [idy]5.
Daher gilt
UU* = [iden]5[idy]E = [iden]é = 1,

"ODjeses Resultat gilt ganz allgemein fuer die Basiswechselmatrix zwischen zwei orthonormalen Basen.
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und aehnlich, dass U*U = 1,,. O
Dieses Resultat hat folgende schoene Konsequenz:

Theorem 14.1.15. Sei A € M, «,,(C). Dann laesst sich A als das kommutierende Produkt einer positiv
definiten Hermiteschen Matriz und einer unitaeren Matriz schreiben. Wenn A € GLy(C), dann ist diese
Zerlegung eindeutig.

Proof. Es sei U wie in dem Beweis von Korollar [[4.1.14] so dass D = UAU* diagonal ist. Schreibe
D = RJ als Produkt diagonaler Matrizen, wobei R € M,,,,(R) positiv definit ist und di Eigenwerte von
J € M, xn(C) alle Betrag 1 haben; insbesondere ist J unitaer. Dann gilt

A=U"RJU = (U*RU)(U*JU),

die Matrix U*JU ist natuerlich unitaer, da U(N) eine Gruppe ist, und U*RU ist Hermitesch. Da eine
Hermitesche Matrix genau dann positiv definit ist, wenn alle Eigenwerte > 0 sind (Uebung), folgt die
Existenz der Zerlegung. Die Kommutativitaet der beiden Matrizen ist klar.

Die Eindeutigkeit der Zerlegung fuer invertierbare Matrizen ist eine Uebung. O

14.2. Spektraltheorie ueber R. Wir haben in Beispiel [14.1.2| (2) gesehen, dass nicht jeder normale
Operator ueber einem reellen IP Raum orthogonal diagonalisierbar ist. Koennen wir ein Kriterium
finden, fuer welche normalen Operatoren die Implikation wahr ist?

Lemma 14.2.1. Es sei V ein IP Raum ueber R und T : V' — V orthogonal diagonalisierbar. Dann gilt
™ =T.

Proof. Es sei B eine orthonormale Basis von Eigenvektoren, d.h. [T]g ist diagonal mit reellen Eintraegen
und daher [T]8 = ([T]g)t. Doch dann gilt

18 = (TE) = (ir18)' = (718
und daher T* =T. O

Definition 14.2.2. Es sei (V,( , )) ein IP Raum ueber K mit K € {R,C}. FEine lineare Abbildung
T:V — V ist selbst-adjungiert, wenn

T=T"
Eine Matriz A € My, (K) ist selbstadjungiert, wenn A* = A.

Beachte 14.2.3. Wenn K = C, dann ist selbstadjungiert das Gleiche wie hermitesch; wenn K = R,
dann ist selbstadjungiert das Gleiche wie symmetrisch.

Folgendes Resultat ist das Analogon von Satz [I4.1.0] fuer selbstadjungierte Matrizen:

Satz 14.2.4.

(1) Wenn T : V — V selbst-adjungiert ist, dann ist die Abbildungsmatriz [T)5 selbstadjungiert fuer
jede orthonormale Basis B von V.

(2) Wenn A € Mpxn(K) selbst-adjungiert ist, dann ist die Abbildung Ta : K™ — K™ selbst-
adjungiert bez. des Standard IPs.

Proof. Uebung. O

Bemerkung 14.2.5. Jede selbstadjungierte lineare Abbildung T : V —V ist normal.

2 1

Beispiele 14.2.6. (1) Essei A= <1 9

). Dann sind die Eigenwerte 3 und 1.

-1 1

(2) Essc1B:(1 1

). Dann sind die Eigenwerte —2 und 0.

(3) Essei C = g g) Dann sind die Eigenwerte 5 und 1.
Was faellt auf?
Satz 14.2.7. Es sei (V,( , ,)) ein endlich-dimensionaler IP Raum ueber K, und es sei T : V — V

ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann gilt

(1) Die Figenwerte von T sind reell.
(2) Das charakteristische Polynom xr(x) zerfaellt ueber K in Linearfaktoren.
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Proof. (1) Es sei A € K ein Eigenwert mit Eigenvektor v. Da jeder selbstadjungierte Operator normal
ist, ist laut Lemma [14.1.10] v ein Eigenvektor von T™ mit Eigenwert A. Daher gilt

Ww=Tv=T =\
und daher A = X, d.h. A € R.

(2) Nimm an, dass K = R. Es sei B eine orthonormale Basis von V und 4 = [T18 € M,,«,(R), so

dass xr(x) = xa(z). Es folgt von Satz (% dass A selbstadjungiert ist.

Da wir Tensorprodukte noch nicht kennen , behelfen wir uns mit einem Trick. Betrachte den
Vektorraum C™ mit dem Standard IP und die lineare Abbildung T4 : C* — C"; per Definition gilt
[Ta)é = A, wobei & die Standard Basis von C" ist. Dann gilt x4(z) = x7,(z), und es folgt von dem
fundamentalen Satz der Algebra, dass das Polynom xr, (¢) € C[z] in Linearfaktorn zerfaellt:

(66) xra (@) = [Ji — ),

i=1

wobei A1, ..., A, die Eigenwerte von T4 sind.
Nun folgt von Satz[14.2.4] (2), dass T4 selbstadjungiert ist, und daher gilt A1,..., A, € R, das heisst,
Gleichung gilt ueber R. O

Als einfache Konsequenz erhalten wir folgendes Theorem:

Theorem 14.2.8. Es sei (V,( , ,)) ein endlich-dimensionaler IP Raum ueber R, und es sei T : V —
V linear. Dann ist T genau dann orthogonal diagonalisierbar, wenn T selbst-adjungiert ist.

Proof. Da das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfaellt, folgt das Resultat mit dem gleichen
Argument wie in dem Beweis von Theorem [T4.1.11] O

Dadurch, dass wir dieses Theorem mit Hilfe von Matrizen ausdruecken, erhalten wir (vergl. Korollar
14.1.14)

Korollar 14.2.9. Wenn A € M,,«n(R) selbstadjungiert (d.h. symmetrisch) ist, dann gibt es eine or-
thogonale Matriz O € GL,(R), so dass O'AO diagonal ist.

Proof. Uebung. (|

"\Was wir gerne machen wuerden, ist, den reellen Vektorraum V zu einem Vektorraum V' ueber C und T zu einem
Endomorphismus 77 : V/ — V' zu ‘erweitern’. Wenn wir dieses in einer Art und Weise tun koennten, ohne dass sich
das charakteristische Polynom von T aendert, dann koennten wir Theorem und Teil (1) dieses Satz anwenden.
Eine solche ‘Erweiterung’ von V und T gibt es tatsaechlich: V' ist das Tensorprodukt von V ueber R mit C, geschrieben
V' =V ®g C. Koennen Sie erraten, wie V/ und T” definiert sind?
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