
D-MATH Algebra I HS 2024
Prof. Dr. Lorenz Halbeisen

Musterlösung Serie 10
IDEALE, ENDLICHE KÖRPER, 2. ISOMORPHIESATZ

53. Sei R ein Ring und sei Matpn,Rq der Ring der n ˆ n-Matrizen mit Koeffizienten in R mit
der üblichen Addition und Multiplikation.

(a) Zeige: Ist a Ď R ein Ideal, so ist Matpn, aq ein Ideal in Matpn,Rq.

(b) Zeige: Jedes Ideal in Matpn,Rq ist von der Form Matpn, aq für ein geeignetes Ideal
a Ď R.

(c) Sei a Ď R ein Ideal in R.
Zeige:

Matpn,R{aq – Matpn,Rq{Matpn, aq .

Lösung: (a) Seien A “ pAijq1ďi,jďn und B “ pBijq1ďi,jďn P Matpn, aq. Dann gilt

A ` B “ pAij ` Bijq1ďi,jďn.

Da a ein Ideal ist, liegt für alle i, j das Element Aij `Bij in a. Somit ist A`B P Matpn, aq.
Sei nun R “ pRijq1ďi,jďn P Matpn, aq. Dann gilt

pRAqij “

n
ÿ

k“1

RikAki.

Da a ein Ideal ist, gilt RikAki P a für alle 1 ď i, j, k ď n. Somit liegt auch die Summe
řn

k“1RikAki in a. Also ist RA P Matpn, aq.

(b) Sei A Ď Matpn,Rq ein Ideal. Betrachte die Menge

a :“ ta P R : DA P A Di, j P t1, . . . , nu : Aij “ au.

Wir wollen zeigen, dass a Ď R ein Ideal ist und dass A “ Matpn, aq gilt.

Wir weisen zuerst nach, dass a ein Ideal ist. Seien also A,B P A und seien 1 ď i, j, k, l ď n.
Wir müssen Aij ` Bkl P a zeigen. Wähle π, τ P Sn mit πpkq “ i und τplq “ j. Seien Pπ

und Pτ die zugehörigen Permutationsmatrizen. Da A ein Ideal ist, wissen wir PπBP
t
τ P A.

Ausserdem gilt pPπBP
t
τ qij “ Bkl und somit ist pA ` PπBP

t
τ qij “ Aij ` Bkl P a. Sei

ausserdem r P R. Sei D die Diagonalmatrix, deren Diagonaleinträge alle gleich r sind.
Dann ist DA P A und es gilt pDAqij “ rAij . Daraus folgt rAij P a. Somit ist a ein Ideal.

Offensichtlich gilt A Ď Matpn, aq. Für die umgekehrte Inklusion sei A P Matpn, aq. Sei
1 ď i, j ď n und betrachte die Matrix M , für die Mij “ Aij ist und deren andere Einträge
alle 0 sind. Da A die Summe über alle solchen M ist, genügt es M P A zu zeigen. Laut
Definition gibt es ein B P A und k, l mit Bkl “ Aij . Durch geeignete Multiplikation mit
Permutationsmatrizen, wie oben, können wir annehmen, dass pk, lq “ pi, jq gilt. Sei nun N
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die Matrix, für die Nij “ 1 ist und deren andere Einträge alle 0 sind. Dann gilt NBN t “ M
und somit M P A.

(c) Sei φ : Matpn,Rq Ñ Matpn,R{aq gegeben durch φpAqij “ Aij ` a. Wir prüfen nach,
dass φ ein Ringhomomorphismus ist. Offensichtlich gilt φp1q “ 1. SeienA,B P Matpn,Rq.
Dann ist

pφpAq ` φpBqqij “ pAij ` aq ` pBij ` aq “ pAij ` Bijq ` a “ φpA ` Bqij

und

pφpAq ¨ φpBqqij “

n
ÿ

k“1

pAik ` aq ¨ pBkj ` aq

“

n
ÿ

k“1

pAikBkj ` Aika ` aBkj ` aaq

“

n
ÿ

k“1

pAikBkj ` aq

“

´

n
ÿ

k“1

AikBkj

¯

` a

“ φpABqij.

Weiter ist offensichtlich kerpφq “ Matpn, aq. Somit folgt die Aussage aus dem 1. Isomorphiesatz.

54. Zeige: Ist F ein endlicher Köper, so ist die multiplikative Einheitengruppe F˚ zyklisch.

Hinweis: Verwende den Hauptsatz über endlich erzeugte abelsche Gruppen und betrachte
die Nullstellen des Polynoms Xn ´ 1 (für ein geeignetes n).

Lösung: Nach dem Hauptsatz für endlich erzeugte abelsche Gruppen gibt es positive natür-
liche Zahlen m1, . . . ,mr mit mi|mi`1 und F˚ –

śr
i“1Cmi

. Diese Gruppe ist genau dann
zyklisch, wenn r “ 1 ist. Das ist genau dann der Fall, wenn mr “ |F˚| gilt. Für alle a P F˚

muss amr “ 1 sein. Das bedeutet, dass jedes Element aus F˚ eine Nullstelle des Polynoms
Xmr ´ 1 ist. Da dieses Polynom aber höchstens mr verschiedene Nullstellen haben kann,
folgt mr ě |F˚|, also mr “ |F˚|. Somit ist F˚ zyklisch.

55. Zeige: Z{mZ ist genau dann ein Körper, wenn m prim ist.

Lösung: Nimm zuerst an, dass m keine Primzahl ist. Das bedeutet, dass natürliche Zahlen
1 ă k, l ă m mit kl “ m existieren. Dann ist aber k̄l̄ “ m̄ “ 0̄ und somit ist Z{mZ nicht
nullteilerfrei und a forteriori auch kein Körper.

Sei nun m eine Primzahl. Dann gilt nach Aufgabe 51, dass

|Z{mZ˚
| “ φpmq “ m ´ 1 “ |Z{mZ| ´ 1

ist. Somit ist jedes Element aus Z{mZzt0̄u in Z{mZ˚ und Z{mZ ist ein Körper.
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56. (a) Zeige: Ist φ : R Ñ S ein Ringhomomorphismus und a Ď S ein Ideal, dann ist φ´1ras

ein Ideal in R.

(b) Zeige: Ist φ : R Ñ S ein surjektiver Ringhomomorphismus und a Ď R ein Ideal, dann
ist φras ein Ideal in S.

Lösung: (a) Aus der Gruppentheorie wissen wir bereits, dass pφ´1ras,`q eine Untergruppe
von pR,`q ist. Sei nun a P φ´1ras, d.h. φpaq P a, und sei r P R. Weil a ein Ideal ist, gilt
φpraq “ φprqφpaq P a. Also ist auch ra P φ´1ras. Somit ist φ´1ras ein Ideal in R.

(b) Aus der Gruppentheorie wissen wir bereits, dass pφras,`q eine Untergruppe von pS,`q

ist. Sei nun a P φras, d.h. es existiert ein b P a mit a “ φpbq, und sei s P S. Da φ surjektiv
ist, existiert ein r P R mit φprq “ s. Daher gilt sa “ φprqφpbq “ φprbq P φras. Somit ist
φras ein Ideal in R.

57. 2. Isomorphiesatz: Seien R, S Ringe und φ : R Ñ S ein surjektiver Ringhomomorphismus.
Sei a Ď R ein Ideal mit kerpφq Ď a, und sei ψ wie folgt definiert:

ψ : R{a Ñ S{φras

r ` a ÞÑ φprq ` φras

(a) Zeige, dass ψ wohldefiniert ist.

(b) Zeige, dass ψ ein Ringhomomorphismus ist.

(c) Zeige, dass ψ surjektiv und injektiv ist.

Lösung:

(a) Aus Aufgabe 56.(b) folgt, dassφras ein ideal von S ist, also ist S{φras ein wohldefinierter
Ring. Für r, r1 P R mit r ` a “ r1 ` a gilt r ´ r1 P a, also φpr ´ r1q P φras. Daher ist

φpr1
q ` φras “ φpr1

q ` φpr ´ r1
q ` φras “ φprq ` φras.

Wir folgern daraus, dass ψ eine wohldefinierte Abbildung ist.

(b) Für r, r1 P R gilt

ψppr`aq`pr1
`aqq “ ψpr`r1

`aq “ φpr`r1
q`φras “ pφprq`φrasq`pφpr1

q`φrasq

und

ψppr`aq ¨ pr1
`aqq “ ψpr ¨ r1

`aq “ φpr ¨ r1
q `φras “ pφprq `φrasq ¨ pφpr1

q `φrasq.

Des weiteren gilt
ψp1 ` aq “ φp1q ` φras “ 1 ` φras.

Also ist ψ ein Ringhomomorphismus.

(c) Sei r P R mit ψpr ` aq “ 0 ` φras. Dann folgt φprq P φras, also ist r P a und
daher r ` a “ 0 ` a. Somit ist ψ injektiv. Sei nun s P S. Dann existiert wegen der
Surjektivität von φ ein r P R mit φprq “ s. Dann folgt

ψpr ` aq “ s ` φras,

also ist ψ surjektiv.
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