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PRIMIDEALE, QUOTIENTENKORPER

58.

59.

60.

Zeige:

(a) Ist R nullteilerfrei, so ist char(R) = 0 oder char(R) ist eine Primzahl.
(b) Istchar(R) =n > 0,sogiltn-a = 0 fuer alle a € R.

Losung: (a) Sei n := char(R). Wir miissen nur zeigen, dass falls n > 0 ist, so ist n eine
Primzahl. Angenommen, n ist keine Primzahl, sondern ein Produkt n = a - b mit a, b € Z,
wobei a, b < n gilt. Nach Definition der Charakteristik gilt0 = n-1p = a-b-1z. Weil R aber
Nullteilerfrei ist, muss a - 1g = 0 oder b - 1z = 0 gelten. Nach Definition der Charakteristik
gilt dann n|a oder n|b, was ein Widerspruch zu unserer Annahme ist. Daher muss n eine
Primzahl sein.

(b)Esgiltn-a=n-(1g-a)=(n-1g)-a=0-a=0.

Zeige:

(a) Jedes maximale Ideal ist Primideal.
(b) Jeder endliche Integrititsring ist ein Korper.

(c) Istp < R ein Primideal und ist R/p endlich, dann ist p ein maximales Ideal.

Losung: (a) Ein Ideal ist genau dann ein Primideal, wenn der entsprechende Faktorring ein
Integrititsring ist. Ein Ideal ist genau dann maximal, wenn der entsprechende Faktorring ein
Korper ist. Da jeder Korper nullteilerfrei ist, folgt die Aussage.

(b) Sei R ein endlicher Integrititsring. Wir miissen zeigen, dass (R\{0},-) eine Gruppe
ist. In Aufgabe 16¢) haben wir bewiesen, dass fiir jede Gruppe GG und endliche nichtleere
Teilmenge U folgendes gilt. Ist UU < U, so ist U eine Untergruppe von GG. Nun folgt die
Aussage mit U = R\{0} und G = Quot(R)\{0}.

(c) Da p ein Primideal ist, ist R/p ein Integrititsring. Nach Teil b) ist es somit ein Korper.
Also ist p maximal.

Gegeben sei der Ring R = (Z(N), &, N, +, * ) mit + und * wie in Aufgabe 50 und sei
a={X cIN: Xistendlich} € R.

Weiter sei

S={U{2n,2n+1}:Y§]N}

ney
ein Unterring von R.



(a) Zeige, dass a ein Ideal in R ist.
(b) Zeige, dass a kein Primideal ist.

(c) Finde mit dem 1. Isomorphiesatz einen von (S + a)/a verschiedenen, aber zu (S +a)/a
isomorphen, Ring und bestimme den entsprechenden Isomorphismus.

(d) Finde einen surjektiven Ringhomomorphismus ¢ : R — S mit ker(p) = Z2(4IN).

(e) Sei ¢ der surjektive Ringhomomorphismus ¢ : R — S aus Aufgabe (d) und sei
b:= Z(2IN).
Bestimme den Isomorphismus zwischen R/b und S/p[b].

(f) Finde zwei Primideale in R.

(g) Wo liegt die Schwierigkeit, das Ideal a zu einem Primideal zu erweitern?

Losung: (a) Wegen J € aist a # . Weiter ist die Vereinigung zweier endlicher Mengen
immer endlich. Ausserdem ist jede Teilmenge einer endlichen Menge endlich. Somit sind
alle Bedingungen aus Aufgabe 50b) erfiillt und a ist ein Ideal in R.

(b) Sei X € R die Menge aller geraden Zahlen und Y € R die Menge aller ungeraden
Zahlen. Dann gilt X «Y = (¥ € a, jedoch liegt weder X noch Y in a.

(c)Seit: S — S + adie Inklusion und 77: S + a — S + a/a die Projektion. Dann ist die
Verkniipfung
p:=mor:S— (S+a)a, p(s)=s+a

ein Ringhomomorphismus. Offensichtlich gilt ker(p) = S na. Seien s € Sund a € a. Dann
gilt (s + a) + a = s + a und somit p(s) = (s + a) + a. Also ist ¢ surjektiv und mit dem 1.
Isomorphiesatz folgt

(S+a)/a=S/(Sna).

(d) Wir bemerken zuerst, dass R und S via

v:R—S, ¥(A) = J{2a,20+ 1}

acA

isomorph sind. Es geniigt also, einen Ringautomorphismus R — R mit Kern 4IN zu finden.
Die Idee hierfiir ist, aus IN einfach alle durch 4 teilbaren Zahlen zu streichen und dann neu
zu nummerieren. Sei [x] := min{y € IN : y > z} fiir jedes = € R. Definiere

s U fo[2])

acA\4IN

Dann ist ¢ o p der gesuchte Homomorphismus. Dass es sich tatsdchlich um einen Homo-
morphismus handelt, folgt aus der folgenden Aussage mit f: N\4N — N, f(a) = a — [%].
Seien X, Y zwei Mengen und f: X — Y eine injektive Funktion. Dann gilt fiir alle Teil-
mengen X1, Xo € X, dass f[X10Xo] = f[X1]u f[Xo]und f[X;n Xs] = fI[X1]n f[Xa],

sowie f[X1\Xo] = fX1]\f[Xo] ist.

(e) Da ¢ surjektiv ist, ist auch die Verkniipfung mit der Projektion 7: S — S/¢|[b] surjektiv.
Es gilt ker(7m o ) = ¢ [p[b]]. Wegen 4IN = ker ¢ < b ist o ![¢[b]] = b. Daher induziert
7 o ¢ nach dem 1. Isomorphiesatz einen Isomorphismus ¢: R/b — S/¢[b].



61.

Wir wollen diesen explizit bestimmen. Sei zuerst {a} < IN mit ungeradem a, also a = 2b+1.
Dann gilt
3b,3b + 1} + ¢|b b gerade
wlta) + o) = {12 A
{3b+2,3b+ 3} + p[b] b ungerade.

Fiir beliebiges A < IN gilt A+ b = A n (IN\2IN) + b und wir konnen 1) in offensichtlicher
Weise auf A erweitern, namlich

(A+b) = | 30,30+ 10 | {3b+2,3b+3} + ¢fb].
4b+1€A 4b+3€A

(f) Sei A € R. Dann ist (A) = &?(A). Nimm nun an, es gebe =,y € IN\A mit  # y. Dann
ist (Au{z}) - (Au{y}) = A € (A). Daher ist ein Hauptideal genau dann ein Primideal,
wenn sein Komplement Kardinalitiit 1 hat. Zwei Beispiele sind (IN\{0}) und (IN\{353761}).

(2) Sei p < R ein Primideal mit a — p. Seien A, B € Rmit |An B| < co. Dann muss A oder
Bin p sein. Sei C' € R mit |IN\C'| < co. Dann ist N\C' € aund N = C' + (IN\C'). Deshalb
folgt C' ¢ p weil andernfalls 1z = IN € p und somit p = R gilt. Wenn wir jetzt annehmen,
dass AU B = N gilt, diirfen nicht sowohl A als auch B in p liegen, denn |IN\ (A + B)| < 0.
Wir miissen also von allen solchen Paaren A, B in konsistenter Weise eines auwihlen. Dazu
bendtigt man das Auswahlaxiom.

Sei d € N mit v/d ¢ IN.
Bestimme den Quotientenkorper Quot (Z[+/d]) des Ringes Z[+/d], wobei

Z[Vd] = {a—i—\/g-b:a,beZ}.

Losung: Es gibt eine offensichtliche Einbettung ¢: Z[\/&] — R. Nach der universellen
Eigenschaft des Quotientenkorpers setzt sich diese zu einer Einbettung Quot (Z[v/d]) — R
fort. Wir kénnen daher annehmen, dass Quot(Z[v/d]) < R ist. Seien a,b € Z nicht beide
gleich 0. Wir berechnen

1 a—\/g-b_ a NG —b

civdb @—dr @—dr Y E—ar

Mit dieser Rechnung sehen wir, dass

1
—F € \/3 = x—l—\/g- X,y €
a+d- b Q[vd] { Y Y Q}
ist und dass Q[+/d]\{0} abgeschlossen unter Inversenbildung ist. Ausserdem ist es offen-
sichtlich abgeschlossen unter Addition, Subtraktion und Multiplikation, also ist Q[v/d] ein
Kaorper, der Z[+/d] enthilt. Es bleibt zu zeigen, dass es der kleinste ist. Offensichtlich ist es
der kleinste Korper, der fiir alle p € Z, g € Z* die Zahlen § und v/d - § enthilt. Diese miissen

aber wegen 150 = pg~! in Quot (Z[\/g]) enthalten sein. Somit sind wir fertig.



Das sogenannte Teichmiillerprinzip ist eine Aussage, welche dquivalent zum Auswahlaxiom ist,
und welche sich besonders fiir Anwendungen in der Algebra eignet. Fiir die Formulierung des
Teichmiillerprinzips miissen wir folgenden Begriff einfiihren:
Eine Menge M hat endlichen Charakter, wenn gilt:

Xistin M <= jede endliche Teilmenge von X istin M.
TEICHMULLERPRINZIP: Ist M eine Menge mit endlichem Charakter, so hat M beziiglich der
Inklusion € ein maximales Element.

62. Sei R ein Ring.

(a) Zeige, dass die Menge M := {S < R : 1p ¢ (5)} endlichen Charakter hat.
(b) Zeige, dass R ein maximales Ideal besitzt.

(c) Zeige, dass jedes Ideal a = R mit a # R zu einem maximalen Ideal erweitert werden
kann.

Lisung: (a) Ist S € M, so gilt fiir jede endliche Teilmenge S’ < S wegen (S') < (95)
offensichtlich 1 ¢ (S’). Sei andererseits S < R mit der Eigenschaft, dass fiir jede endliche
Teilmenge S’ < S gilt, dass 1z ¢ (S’) ist. Sei s € (S). Dann exisiteren rq, ..., 7, € R und
S1y-..,8, € Smits =" r;s;. Somitists e ({s1,...,s,}) und es folgt s # 1. Also ist
g ¢ (9).

(b) Sei M := {S CR:1p¢ (S)} Dann ist {0} € M, also M # . Mit (a) hat M ein
beziiglich Inklusion maximales Element Sp,,x. Fiir alle » € R gilt nun entweder r € (Spax)
oder (Smax U {r}) = R, und somit ist (Sp,y) ein maximales Ideal in R.

(c) Sei M, := {S CR:1gp¢ (Su a)}. Dann ist {0} € M,, also M, # ¢J. Mit (a) hat M,
ein beziiglich Inklusion maximales Element Sy,,c. Wie in (b) folgt dann, dass (Spm.x U a) ein
maximales Ideal in R ist, welches a enthilt.



