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VERSCHIEDENE AUFGABEN UND EIN RATSEL

68. 3. Isomorphiesatz fiir Ringe: Es sei R ein Ring und b < a zwei Ideale in R.

(a) Dannista/b:={a+ b:ae a}einldeal in R/b.
(b) Es gilt:
(R/b)/(a/b) = R/a

Losung: (a) Da a, b Ideale sind, ist a/b nicht leer. Seien a@,b € a/b, r € R beliebig. Dann
existieren a,b € amita = a + bund b = b + b. Da a ein Ideal ist, ist a + b € a und somit
a+b=a+b+bea/b. Weiterhinist7-a = r-(a+b) =ra+b e a/b, weil ra € a. Somit
ist a/b ein Ideal in R/b.

(b) Betrachte die Abbildung

JR/b — R/a
T lrdb orta
Diese ist wohldefiniert: seien r,7’ € Rmitr + b =7’ 4+ b. Dann ist 7’ —r € b < a. Dann ist

pr+b)=r+a=r+ (" —r)+a=r"+a=pF +b)

Weiterhin ist ¢ ein Ringhomomorphismus: Seien 7,7’ € R/b beliebig. Dann existieren
r,r’ € Rmit7 = r + bundr’ =" + b. Rechne

or+r"+b)=r+r"+a=9r+b)+p +0b),
und

o((r+06)(r"+06) = +b)=r'"+a=(r+a)(r +a)=p(r+0b) o +b).

Wir mochten den Kernel von ¢ bestimmen um den 2. Isomorphiesatz zu verwenden. Da

ker(p) ={r+be R/b:¢(r+b)=a}
={r+beR/b:rea}
=a/b,

folgt mit dem 2. Isomorphiesatz

(R/b)/(a/b) = R/a.
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Finde die kleinste positive Zahl N fiir die gilt:

N = 12 (mod 13)
N 4  (mod 7)
N 3  (mod 5)

Losung: Da die Zahlen 5, 7 und 13 teilerfremd sind, besitzt das System nach dem chinesis-
chen Restsatz genau eine Losung modulo 5 - 7 - 13 = 455. Zuerst suchen wir eine Losung
der letzten beiden Gleichungen. Wegen 3 -5 —2 -7 = 1 ist

4-3-5=0mod (5), und —3-2-7=3mod (5H),
4-3-5=4mod (7), und —3-2-7=0mod (7).

Zusammen istalso4-3-5—3-2-7 = 18 eine Losung der letzten beiden Kongruenzen. Das
Kongruenzsystem reduziert sich somit auf

z =12 mod (13)
r = 18 mod (35)

Sodann ist 35 = —4 mod (13) und damit 3 - 35 = —12 = 1 mod (13). Daraus erhalten wir
die Gleichung 3 - 35 — 8 - 13 = 1. Diese impliziert nun

12:3:35=12mod (13), = —18:8-13=0mod (13)
un
12-3-35 = 0 mod (13), — 18813 = 18 mod (35)

Zusammen ist daher 12 -3 - 35 — 18 - 8 - 13 = —612 eine Losung des gesamten Kongruen-
zsystems. Da wir die kleinste positive Zahl suchen die das obige Kongruenzsystem erfiillt,
ist =612 + 2 - 455 = 298 die gesuchte Zahl V.

Sei R ein Integritétsring.

(a) Die Abbildung
t: R — Quot(R)

a
a +—— in
ist ein injektiver Ringhomomorphismus.

(b) Fiir jeden injektiven Ringhomomorphismus ¢ : R <— K in einen Korper K existiert
genau ein Ringhomomorphismus @ : Quot(R) — K mit g1 = ¢.

(c) Folgere daraus, dass Quot(R) der kleinste Korper ist, welcher R enthilt.
Losung: (a) Seien a, b € R beliebig. Dann

b b
ot Zi-i-—:L(a)-l-L(b),

b fr—
t(a+b) I PR

und



Weil zusitzlich ¢(1p) = 1g = }—z, ist ¢ ein Ringhomomophismus. Um zu zeigen dass ¢
injektiv ist, betimmen wir den Kernel.

ker(t) = {ae R:(a) = 0g}
a 0
={aeR:1—=£}={OR}-

R

(b) Wir wollen zeigen dass das folgende Diagramm kommutiert.

R—*% 3 K

l/

Quot(R
Falls ¢ existiert, so ist ¢ eindeutig:

pou(lr) = ¢(lg) = 1k = ¢(1r).

Sei a € R\{0}. Dannist 15 = ¢(lg) = ¢(%- 1) =
ist 1 = ¢(a) - ¢() und weil das Inverse von ¢(a) ei
¢ ist eindeutig.

95( ) - ¢(3) = ela) - @(%) und somit
ei deutlg ist, gilt p(a)™! = @(i), also

Wir definieren ¢(%) := ¢(a) - ¢(b)~". Dann gilt

poua) = ¢ (1) = w(a) plln) = pla)

also insbesondere gilt ¢ o 1(1g) = 1.

Wir zeigen dass ¢ wohldefiniert ist:

— e (5) =)
Wir brauchen noch zu zeigen dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist:
_/a ¢ _{ad+ bc
?(3+2) - 90( bd ) o
= (v(a) - ¢(d) + ¢(b) - () - (¢(0) " - p(d)™")
pla) - (b))~ + p(c) - p(d)~!

-2()+4()

(c) Sei K ein Korper mit R < K. Dann ist Quot(R) < K, also ist Quot(R) der kleinste
Korper der R enthilt.

ad + be) - o(bd) ™




71.

72.

Zeige, dass die Kommutativitit der Addition in Ringen aus den Distributivgesetzen folgt.

Losung: Zuerst Links- dann Rechtsdistributivgesetz:
1+1)a+b)=1+1a+(1+1)b=a+a+b+0
Zuerst Rechts- dann Linksdistributivgesetz:
(1+1)(a+b)=1a+b)+1l(a+b)=a+b+a+b
Addition von —a und —b von links bzw. rechts ergibt:

at+b=b+a

In einer Reihe stehen hintereinander abzéhlbar unendlich viele Logikerinnen. Jede Logikerin
hat auf ihrem Riicken eine natiirliche Zahl, wobei jede Zahl genau einmal vorkommt aber auf
dem Riicken einer beliebigen Logikerin. Jede Logikerin sieht alle Zahlen auf den Riicken
der Logikerinnen die vor ihr stehen, aber die eigene Zahl und die Zahlen auf den Riicken der
Vorgingerinnen sieht sie nicht.

(a) Die hinterste Logikerin muss nun sagen (sodass es alle horen), welche Zahl auf ihrem
Riicken steht, dann die zweithinterste etc., dabei darf keine Logikerin eine Zahl sagen,
welche sie irgendwo auf einem Riicken vor sich sieht.

Alle sagen die richtige Zahl. Wie machen sie das?

(b) Wie (a), aber die hinterste Logikerin ist stumm (sagt also nichts), d.h. es beginnt die
zweithinterste mit dem Raten.

Alle ausser hochstens einer Logikerin sagen die richtige Zahl. Wie machen sie das?

(c) Wie (b), aber die hintersten beiden Logikerinnen sind stumm.
Alle ausser hochstens zwei Logikerinnen sagen die richtige Zahl. Wie machen sie das?

Losung: Man braucht eine Auswahlfunktion, welche aus einer Familie von 2-elementigen
Mengen aus jeder Menge ein Element auswéhlt und dann muss man gerade und ungerade
Permutationen von IN betrachten.



