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SYLOWSATZE, PERMUTATIONSGRUPPEN
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39.

40.

Satz von Cauchy. Sei G eine endliche Gruppe und sei p eine Primzahl, die die Gruppenord-
nung von G teilt. Dann existiert ein a € G mit ord(a) = p.

Hinweis: Verwende Faktum 3.3 aus der Vorlesung.

Lésung: Wir fithren Induktion iiber die Gruppenordnung |G|. Ist |G| = 1, so gilt die Aus-
sage. Wir nehmen nun an, dass |G| > 1 ist und dass der Satz bewiesen ist fiir alle Gruppen
H mit |H| < |G]|. Falls eine Untergruppe H < G existiert, deren Ordnung von p geteilt
wird, so besitzt H nach Induktionsvoraussetzung ein Element a mit ord(a) = p. Weila € G
liegt, sind wir dann fertig. Wir nehmen nun an, dass fiir jede echte Untegruppe H < G die
Primzahl p kein Teiler von |H| ist. Weil p die Gruppenordnung von G teilt, muss also p
den Index [G : H] teilen. Insbesondere teilt p den Index [G : Zg(a)] fur alle @ € G mit
[[a]| > 1, wobei [a] = {zaz™ | z € G} und Zg(a) der Zentralisator von a in G ist. Mit
Faktum 3.3 aus der Vorlesung folgt, dass p die Ordnung des Zentrums Z(G) teilt. Das heisst,
Z(G) kann keine echte Untergruppe von G sein, also Z(G) = G und daher ist G abelsch.
Mit Korollar 5.5 ist dann G =~ C,,, x - - - x C,,, mit n;|n;, 1 und p|n,, also existiert ein a € G
mit ord(a) = p.

Zeige, dass eine Gruppe der Ordnung 40 oder 56 nie einfach ist.

Losung: Sei G eine Gruppe der Ordnung 40 = 23-5. Nach den Sylowsiitzen gilt [Syl;(G)| | 8
und |Syl;(G)| = 1 mod 5. Das impliziert |Syl;(G)| = 1. Da Konjugation mit einem
Element aus G jede Untergruppe von G auf eine Gruppe derselben Ordnung schickt und es
nur eine Untergruppe der Ordnung 5 gibt ist diese invariant unter Konjugation, also normal.
Somit haben wir einen nichttrivialen Normalteiler von G gefunden und G ist nicht einfach.

Sei G eine Gruppe der Ordnung 56 = 23 - 7. Nach den Sylowsitzen gilt [Syl,(G)| | 8
und [Syl-(G)| = 1 mod 7. Somit gibt es entweder genau eine oder genau acht Sylow 7-
Untergruppen. Falls es genau eine gibt, ist diese wie oben ein Normalteiler. Nimm an, es
gibt acht Sylow 7-Untergruppen. Diese sind alle zyklisch und von jedem ihrer nichttrivialen
Elemente erzeugt. Daher haben je zwei Sylow 7-Untergruppen trivialen Schnitt. Somit hat
die Vereinigung aller Sylow 7-Untergruppen genau (7 — 1) - 8 + 1 = 49 Elemente. Die
Anzahl aller Sylow 2-Untergruppen ist ungerade und teilt 7, ist also 1 oder 7. Wenn sie 7 ist,
haben diese insgesamt mindestens 8 Elemente der Ordnung 2, 4 oder 8. Ausserdem miissen
Sylowuntergruppen zu verschiedenen Primzahlen wegen des Satzes von Lagrange immer
trivialen Schnitt haben. Somit haben wir 56 = |G| > 49 + 8 = 57. Das ist ein Widerspruch,
also hat G genau eine Sylow 7-Untergruppe oder genau eine Sylow 2-Untergruppe und diese
ist wie oben normal.

(a) Bestimme die Anzahl aller Sylowuntergruppen der Tetraedergruppe.
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(b) Bestimme die Anzahl aller Sylowuntergruppen der Wiirfelgruppe.
(c) Bestimme die Anzahl aller Sylowuntergruppen der Dodekaedergruppe.

Losung: (a) In Aufgabe 20 haben wir die Kardinalitit und alle Untergruppen der Tetraeder-
gruppe bestimmt. Es gilt 7" = 22 - 3. Es gibt genau eine Sylow 2-Untergruppen und genau
vier Sylow 3-Untergruppen.

(b) Eine Wiirfeldrehung ist durch das Bild einer Ecke und eines ihrer Nachbarn eindeutig
bestimmt. Damit gilt [W| = 8 - 3 = 24. Die Menge aller Drehungen an einer bestimmten
Wiirfeldiagonalen d sind offensichtlich eine Untergruppe der Ordnung 3. Daher ist das eine
Sylow 3-Untergruppe H. Sei g € V. Dann ist gHg ! die Menge aller Drehungen an der
Wiirfeldiagonalen g[d]. Da es genau vier Wiirfeldiagonalen gibt, gibt es somit auch genau
vier Sylow 3-Untergruppen.

Sei () das Quadrat parallel zur Grundfliche durch den Mittelpunkt des Wiirfels. Die Menge
aller Wiirfeldrehungen, die () in sich selbst tiberfiihren, ist offensichtlich eine Untergruppe
der Ordnung 8. Daher ist das eine Sylow 2-Untergruppe K. Sei g € W. Dann ist gK ¢!
die Menge aller Drehungen am Quadrat ¢g[()]. Da es genau drei Quadrate parallel zu Seiten-
flachen durch den Mittelpunkt gibt, gibt es somit auch genau drei Sylow 2-Untergruppen.

(c) Sei ¢ die Identitét.

Seien oy, . .., 015 die 15 Drehungen um 7 um die 15 Achsen durch die Mittelpunkte gegeniiber-
liegender Kanten.

Seien 74, . .., 7o die 10 Drehungen um 2?” (mit jeweils einem festgelegten Drehsinn) um die
10 Achsen durch gegeniiberliegende Ecken.

Seien py, . .., pg die 6 Drehungen um %” (mit jeweils einem festgelegten Drehsinn) um die 6
Achsen durch Mittelpunkte gegeniiberliegender Flachen.

Dannsind ¢, 05 (1 < h < 15), 7F (1 <i<10,1 <k < 2),p§- (1<75<6,1<1(<4)die60
Elemente der Dodekaedergruppe D (mit Verkniipfung als Gruppenoperation).

Da 5 eine Primzahl ist sind alle Sylow 5-Untergruppen von D zyklisch. Daher gilt Syl (D) =
{(pj> : 1 < j < 6}, d.h. D besitzt 6 Sylow 5-Untergruppen; es gilt6 =1 mod 5und 6 | 12.

Da 3 eine Primzahl ist sind alle Sylow 3-Untergruppen von D zyklisch. Daher gilt Syl (D) =
{(r;) 1 < i < 10}, d-h. D besitzt 10 Sylow 3-Untergruppen; es gilt 10 = 1 mod 3 und
10 | 20.

Die Sylow 2-Untergruppen von D sind genau die Untergruppen der Ordnung 4. Die 15
Drehachsen, welche durch Mittelpunkte gegeniiberliegender Kanten gehen, konnen in fiinf
Tripel zu jeweils 3 Achsen aufgeteilt werden, die paarweise senkrecht aufeinander stehen.
Sind nun oy, , 0p,, 0, die Drehungen um 7 um drei zueinander senkrecht stehender Achsen,
so ist die Gruppe {t, oy, , Oy, Oy} = Co x Cy eine Sylow 2-Untergruppe von D. Wie oben
konnen wir sehen, dass jedes g € D ein solches Tripel auf ein anderes solches Tripel schickt
und g{t,0n,,0n,,0n, }g~ " die Untergruppe von D ist, die aus Drehungen an den Bildern
unter g des Diagonalentripels besteht. Davon gibt es, wie bereits erwihnt, genau fiinf und
deshalb gibt es genau fiinf Sylow 2-Untergruppen. Es gilt 5 =1 mod 2und 5 | 15.

41. Satz von Cayley. Jede Gruppe der Ordnung n ist isomorph zu einer Untergruppe von S,,.
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Losung: Sei G eine Gruppe der Ordnung n. Wir betrachten die Gruppenoperation durch
Linkstranslation von G auf sich selber:

G X G — G
(g,a) — 14(a) := ga.

Fiir jedes g € G ist 7, eine Bijektion der Menge G auf sich selber. Dies induziert also einen
Homomorphismus

7: G — S(G) =S,

g — T4

Dieser Homomorphismus ist injektiv: fiir g € G mit 7, = id¢ gilt fiir alle @ € G'auch ga = a,
also muss g = 1 sein. Als injektiver Homomorphismus induziert 7 einen Isomorphismus von
G auf das Bild von 7, was eine Untergruppe von S(G) = S, ist. Es folgt die zu Beweisende
Aussage.

(a) Zeige: Sind p, o € S, disjunkte Permutationen, dann gilt (po)* = o*p* fiir alle k € IN.

(b) Zeige: Ist p ein k-Zykel in S,,, dann ist ord(p) = k.

(c) Zeige: Ist m € S,, ein Produkt paarweise disjunkter Zyklen der Linge kq, . . ., k;, so ist
ord(m) = kgV(k1,..., k).

Losung: (a) Wir zeigen zuerst, dass po = op gilt. Seii € {1,...,n}. Falls p(i) # i ist,

so folgt o (i) = 14, weil die Zykel disjunkt sind. Also ist po(i) = p(i). Weil p(i) # i ist,

muss auch p(p(i)) # p(i) sein, also folgt wiederum o (p(i)) = p(i). Wir sehen also, dass

po(i) = p(i) = op(i) gilt. Es folgt direkt, dass (po)* = o*p* gilt fiir alle k € IN.

(b) Sei p ein k-Zykel (ay,...,ax). Dann sind alle a; paarweise verschieden und es gilt

pt(a1) = ay fiiralle 0 < ¢ < k. Somitist p* # 1 fiir 1 < ¢ < k. Es gilt aber p*(a;) = a;

fiir alle ¢, also hat p Ordnung k.

(c) Seien o4, . . ., 0, die disjunkten Zykel. Sei ¢ die Ordnung von 7. Mit (a) folgt
1=(oy---0,) =ct- ol

Weil 04, ..., 0, paarweise disjunkt sind, sind auch Jf, - ,Jf paarweise disjunkt. Aus der
obigen Gleichung folgt dann o¢ = 1 fiir alle i. Also muss die Ordnung von o;, die wegen (b)
gleich k; ist, die Zahl ¢ teilen. Weil dies fiir alle 7 gilt, folgt kgV (ky, . .., k,)|¢. Weil aber fiir
¢ =kgV(ky,...,k,) die Gleichung

erfiillt ist, folgt dass kgV (k1, ..., k,) die Ordnung von 7 ist.

Ein 2-Zykel heisst Transposition und eine elementare Transposition ist eine Transposition
der Form (7,7 + 1). Zeige, dass folgendes gilt:

(a) Jede Transposition kann als Produkt von elementaren Transpositionen geschrieben wer-
den.
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(b) Jeder Zykel kann als Produkt von Transpositionen geschrieben werden.

(c) Jeder Zykel in S,, (fiir n > 2) kann als ein Produkt der beiden Zyklen (1 2) und (1 ... n)
geschrieben werden; insbesondere ist S,, = {(12), (1 ... n)).

(d) Jeder Zykel in S, (fiir n > 2) kann als ein Produkt von Transpositionen der Form
(12), (13),...,(1n) geschrieben werden; insbesondere ist S,, = ((12), ..., (1 n)).

Losung: (a) Sei (a b) eine Transposition. Ohne Beschridnkung der Allgemeinheit ist a < b.
Dann gilt

(ab) = (a,a+1)-(a+1,a+2)--- (b—2,0—1)(b—1,b0)-(b—2,b—1) - - - (a+1,a+2)-(a,a+1).
Also ist (a b) ein Produkt von elementaren Transpositionen.
(b) Fiir jeden Zykel (ay, ..., ay) ist

(a1 as ... ar) = (a1 as)(azas) - (ax—2ar_1)(ar_1 ax).

(c)Seio = (12 ... n)und 7 = (12). Beachte, dass gilt * = ¢, d.h. 0*~! = oL, Fiir jede
elementare Transposition (7,7 + 1) gilt

i—1

(i,i+1) = 0" trg= 07D,

Diese wird also von ¢ und 7 erzeugt. Da jeder Zykel nach (b) als Produkt von Transpositio-
nen geschrieben werden kann und jede Transposition nach (a) als Produkt von elementaren
Transpositionen geschrieben werden kann, folgt die Aussage.

(d) Seien 1 < a, b < n zwei natiirliche Zahlen. Dann gilt

(ab) =(1a)(1b)(1a).

Nach Aufgabe (a) wird .S,, durch Transpositionen .S,, erzeugt, also wird sie auch durch die
Transpositionen (1 k) erzeugt.

Zeige, dass fiir die Tetraedergruppe 7', fiir die Wiirfelgruppe C', und fiir die Dodekaeder-
gruppe D gilt:
T~ Ay C =S5, D =~ Aj

Losung: Fiir T betrachte die 4 Fliachen des Tetraeders, fiir C' betrachte die 4 Raumdiag-
onalen des Wiirfels, und fiir D betrachte die 5 Wiirfel, die einem Dodekaeder um- bzw.
einbeschrieben werden konnen.

Betrachte beispielsweise den Dodekaeder und eine beliebige Rotation die den Dodekaeder
um die Rotationsaxe, die durch zwei gegeniiberstehenden Ecken des Dodekaeders geht,
dreht. Falls eine dieser Ecken (und somit auch die andere) einen der 5 Wiirfel gehort, so
bildet die Rotation den entsprechenden Wiirfel in sich ab. Fiir jede solche Rotation gibt es
genau 2 Wiirfel die diese fixiert. Die anderen 3 Wiirfel werden untereinander zyklisch per-
mutiert, so dass diese Permuttaion durch einen 3-Zykel in S; dargestellt werden kann. Der
Dodekaeder hat genau 20 verschiedene solche Rotationen (um 27/3 und 47 /3 fiir 10 Rota-
tionsaxen). Bemerke andererseits auch dass es genau 20 verschiedene 3-Zykel in S5 gibt.
Somit generieren die Rotationen des Dodekaeders alle 3-Zykel in S5, und diese erzeugen
As. Dies geniigt um zu zeigen dass D =~ Aj;, weil die Anzahl verschiedener Rotationen des

Dodekaeders, zusammen mit der Identitét, gleich 60 ist, was |A5| = 55' = 60 entspricht.



