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Prof. Dr. Lorenz Halbeisen

Musterlosung Serie 9

RINGE, EINHEITENGRUPPE

49. Sei (G, +) eine additive abelsche Gruppe und sei End((G) die Menge der Endomorphismen
von (.

Zeige, dass (End(G), +, © ) mit

(fr + f2)(9) == filg) + f2(g) und  (fi-f2)(9) == fi(f2(9))

zu einem Ring wird.

Losung: Offensichtlich sind + und - wohldefiniert und assoziativ. Auch Kommutativitit
der Addition folgt offensichtlich daraus, dass (G, +) abelsch ist. Das neutrale Element der
Addition ist die Abbildung, die jedes Element aus GG auf 0 € G schickt. Fiir ein f € End(G)
gilt klarerweise (—f)(g) = —f(g). Das neutrale Element der Multiplikation ist die Identitit.
Um Distribuitivitit nachzupriifen, seien f1, fo, f3 € End(G) und sei g € G beliebig. Dann
gilt

f1€End(G)

(fre(fo+ f3))(g) = fi((fa+ [5)(9) = fi(f2(g) + f3(9)) f1(fag9)) + f1(f3(9))
= (fief2)(g) + (fref3)(g) = (fie fa+ f1° f3)(9)

und

((fr + fa) e f3)(g) = (fr + f2)(f3(9)) = fi(f3(9)) + f2(f3(9))
= (f1°f3)(9) + (fae f3)(g) = (fie f3 + fao f3)(9)-

Somit haben wir alle Ringaxiome nachgepriift.

50. Sei S eine nicht-leere Menge. Auf der Potenzmenge &7(.S) (d.h. der Menge aller Teilmengen
von S) definieren wir zwei bindre Operationen + und = wie folgt:

X«Y:=XnY, X+Y:=(X\Y)u\X).

(a) Zeige, dass (2(5), 5, S, +, =) ein kommutativer Ring ist.

(b) Seia < Z(S) eine nicht-leere Teilmenge von Z?(S) mit folgenden beiden Eigen-
schaften:

(i) FirX,Y eaistauch X uY € a.
() Ist X ea,soist Z(X) < a.
Zeige, dass dann fiir alle X, Y € aund Z € £2(9) gilt:

X+Yea und Z+«Xea.
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Losung: (a) Offensichtlich sind + und = wohldefiniert.

Wir priifen nun nach, dass (Z2(S), +) eine abelsche Gruppe ist. Kommutativitét von + ist
offensichtlich. Fiir die Assoziativitit, seien X, Y, Z < S. Dann gilt

X+ (Y +2) = (X\M(Y\2) v (2\Y))) u (Y\2) v (Z\Y))\X)

(X\Y) u (M\X)\Z) u (Z\(X\Y) v (YAX)))
X+Y)+ Z

~~ ~ —~

Weiter ist (J das neutrale Element und jedes X < S offensichtlich sein eigenes Inverses.

Als nichstes zeigen wir, dass (Z(X), ) ein kommutativer Monoid mit 1 ist. Offensichtlich

ist = kommutativ. Assoziativitit von = ist bekannt. Das neutrale Element von = ist offen-
sichtlich X.

Fiir die Distributivitit seien X, Y, Z < X. Dann gilt
X«Y+2)=Xn(Y\2)u(Z\Y))=(Xn(Y\Z2))u (X n(Z\Y))
— (X nY)\2) U (X A 2)\Y)
= (X nYNXnZ)u((Xn2Z\XnY))
=X=*Y+X=Z.

Wegen Kommutativitit von = folgt damit auch sofort (X + Z) « Z = X « Z + Y = Z.

(b) Ich habe die Aufgabenstellung geédndert, sodass nun die Losung nicht mehr passt. In der
Losung wird gezeigt, dass a ein Ideal ist, aber den Begriff “Ideal” wurde vermutlich noch
nicht eingefiihrt.

Sei a € Z(S) ein Ideal. Sei X € a. Sei X’ ¢ X. Dannist X' = X’ U X = X'+ X und
daher folgt X’ € a. Somit haben wir (ii) bewiesen. Seien nun X, Y € a. Wegen (ii) ist dann
X\Y € a. Esgiltsomit X uY = (X\Y) + Y € a. Somit ist (i) erfiillt.

Sei nun ein a © Z2(X) gegeben, das (i) und (ii) erfiillt. Seien X, Y € a. Dann liegen wegen
(ii) die Mengen X\Y und Y\ X in a und mit (i) folgt

X+(=Y)=X+4Y =(X\Y)u (Y\X) €.

Da a zudem nicht leer ist, ist es somit eine additive Untergruppe von (X ). Seien nun
X cSundY € a. Dannist X =Y = X nY < Y und wegen (i) ist das ebenfalls ein
Element von a. Somit ist a ein Ideal.

Sei n eine positive natiirliche Zahl. Definiere die Eulersche ¢-Funktion durch
¢(n) == [(Z/n2)*|.
(a) Zeige: Fiir jede ganze Zahl a, die teilerfremd ist zu n, gilt

a?™ =1 (modn) dh.n|(a?™ —1).

(b) Zeige: Existiert eine Zerlegung n = ¢; - ... - ¢, mit paarweise teilerfremden positiven
Zahlen g;, soist o(n) = ['_, ©(q).

X\YuZ)uW\(ZuX)v(ZA\(XuY)vu(ZuX)u(XnYnZ)
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(c) Zeige: Istn = pll -...- pl~ mit paarweise verschiedenen Primzahlen p; und [; > 0 (fiir
g 1 T p

alle ), so gilt
L 1
n)=mn-: (1 — —> .
) E Di

Losung: Aus der Vorlesung wissen wir (Z/nZ)* = {a: 0 < a < n,ggT(a,n) = 1}.
(a) Da (Z/nZ.)* eine Gruppe ist, folgt

Das ist dquivalent zu n | (a®™ — 1).

(b) Wenn ¢, ..., ¢, teilerfremd sind, dann gilt Z/nZ =~ @)_, Z/¢;Z. Fir die Einheiten-
gruppe folgt (Z/nZ)* = [1._,(Z/q;,Z)* und damit

o) = (2 /n2)"| = [ ]2 /02| = [ [ el

(c) Zuerst berechnen wir

nﬂ(l—_) le< ) le—l —1).

Mit Aufgabe (b) geniigt es nun zu zeigen, dass p(pi) = pi~'(p; — 1) = phi — pli~ist.
Offensichtlich gilt

{aeN:0<a<pl, geT(a,pi) =1} ={1,2,....p"N\{pi, 2ps, 3pi, . .., (0" )pi}-

Daraus folgt die Behauptung.

Sei R = 7,/2017 ® 7,/1027 @ 7./967Z.

(a) Bestimme die Ordnung | R*| der Einheitengruppe von R.
(b) Finde das multiplikativ Inverse von (13,13,13) in R.

Losung: (a) Es gilt
(Z,/2017Z, & 7Z./1027. @ 7./)96Z)* =~ (Z,/2017)* x (Z./102Z.)* x (Z./967Z.)*.

Mit Aufgabe 57 berechnen wir

(Z/201Z)%] = 9(201) = 9(3) - (67) = 2 66 = 132
(Z/1022)"] = 9(102) = 9(2) - (3) - 9(17) = 1 -2 16 = 32
(Z/96Z)"] = p(96) = p(3) - (27) =222~ 1) = 32,

Daraus ergibt sich |[R*| = 132 - 32 - 32 = 135168.



(b) Wir wenden den Euklidischen Algorithmus an. Ndmlich

200l =15-13+6
13=2-6+1

1=13-2-6=13—-2-(201 —15-13)

Daraus ergibt sich
3 =T+2-15 = 31.

Genauso
102 =7-13+11
13=1-11+2
11=5-2+1
2=2-1+40

Wie in der Vorlesung berechnen wir nun

|7 1 5 2
0 1|7 8 47 102

und daher gilt T3 ' = (—1)% - 47 = 55.

Genauso berechnen wir

96="7-13+5

13=2-5+3
5=1-3+2
3=1-2+1
2=2.14+0,

also
(7 2 1 1 2

0 1|7 15 22 37 96

und daher T3~ = (—1)* - 37 = 37. Insgesamt ist also (13,13, 13)~! = (31, 55,

3

).



