
D-MATH Algebra I HS 2024
Prof. Dr. Lorenz Halbeisen

Musterlösung Serie 9
RINGE, EINHEITENGRUPPE

49. Sei pG,`q eine additive abelsche Gruppe und sei EndpGq die Menge der Endomorphismen
von G.

Zeige, dass
`

EndpGq,`, ˝

˘

mit

pf1 ` f2qpgq :“ f1pgq ` f2pgq und pf1 ˝ f2qpgq :“ f1
`

f2pgq
˘

zu einem Ring wird.

Lösung: Offensichtlich sind ` und ˝ wohldefiniert und assoziativ. Auch Kommutativität
der Addition folgt offensichtlich daraus, dass pG,`q abelsch ist. Das neutrale Element der
Addition ist die Abbildung, die jedes Element aus G auf 0 P G schickt. Für ein f P EndpGq

gilt klarerweise p´fqpgq “ ´fpgq. Das neutrale Element der Multiplikation ist die Identität.
Um Distribuitivität nachzuprüfen, seien f1, f2, f3 P EndpGq und sei g P G beliebig. Dann
gilt

pf1 ˝ pf2 ` f3qqpgq “ f1ppf2 ` f3qpgqq “ f1pf2pgq ` f3pgqq
f1PEndpGq

“ f1pf2pgqq ` f1pf3pgqq

“ pf1 ˝ f2qpgq ` pf1 ˝ f3qpgq “ pf1 ˝ f2 ` f1 ˝ f3qpgq

und

ppf1 ` f2q ˝ f3qpgq “ pf1 ` f2qpf3pgqq “ f1pf3pgqq ` f2pf3pgqq

“ pf1 ˝ f3qpgq ` pf2 ˝ f3qpgq “ pf1 ˝ f3 ` f2 ˝ f3qpgq.

Somit haben wir alle Ringaxiome nachgeprüft.

50. Sei S eine nicht-leere Menge. Auf der Potenzmenge PpSq (d.h. der Menge aller Teilmengen
von S) definieren wir zwei binäre Operationen ` und ˚ wie folgt:

X ˚ Y :“ X X Y , X ` Y :“ pXzY q Y pY zXq .

(a) Zeige, dass
`

PpSq,H, S,`, ˚
˘

ein kommutativer Ring ist.

(b) Sei a Ď PpSq eine nicht-leere Teilmenge von PpSq mit folgenden beiden Eigen-
schaften:

(i) Für X, Y P a ist auch X Y Y P a.
(ii) Ist X P a, so ist PpXq Ď a.

Zeige, dass dann für alle X, Y P a und Z P PpSq gilt:

X ` Y P a und Z ˚ X P a .
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Lösung: (a) Offensichtlich sind ` und ˚ wohldefiniert.

Wir prüfen nun nach, dass pPpSq,`q eine abelsche Gruppe ist. Kommutativität von ` ist
offensichtlich. Für die Assoziativität, seien X, Y, Z Ď S. Dann gilt

X ` pY ` Zq “ pXzppY zZq Y pZzY qqq Y pppY zZq Y pZzY qqzXq

“ pXzpY Y Zqq Y pY zpZ Y Xqq Y pZzpX Y Y qq Y pZ Y Xqq Y pX X Y X Zq

“ pppXzY q Y pY zXqqzZq Y pZzppXzY q Y pY zXqqq

“ pX ` Y q ` Z.

Weiter ist H das neutrale Element und jedes X Ď S offensichtlich sein eigenes Inverses.

Als nächstes zeigen wir, dass pPpXq, ˚q ein kommutativer Monoid mit 1 ist. Offensichtlich
ist ˚ kommutativ. Assoziativität von ˚ ist bekannt. Das neutrale Element von ˚ ist offen-
sichtlich X .

Für die Distributivität seien X, Y, Z Ď X . Dann gilt

X ˚ pY ` Zq “ X X ppY zZq Y pZzY qq “ pX X pY zZqq Y pX X pZzY qq

“ ppX X Y qzZq Y ppX X ZqzY q

“ ppX X Y qzpX X Zqq Y ppX X ZqzpX X Y qq

“ X ˚ Y ` X ˚ Z.

Wegen Kommutativität von ˚ folgt damit auch sofort pX ` Zq ˚ Z “ X ˚ Z ` Y ˚ Z.

(b) Ich habe die Aufgabenstellung geändert, sodass nun die Lösung nicht mehr passt. In der
Lösung wird gezeigt, dass a ein Ideal ist, aber den Begriff “Ideal” wurde vermutlich noch
nicht eingeführt.

Sei a Ď PpSq ein Ideal. Sei X P a. Sei X 1 Ă X . Dann ist X 1 “ X 1 Y X “ X 1 ˚ X und
daher folgt X 1 P a. Somit haben wir (ii) bewiesen. Seien nun X, Y P a. Wegen (ii) ist dann
XzY P a. Es gilt somit X Y Y “ pXzY q ` Y P a. Somit ist (i) erfüllt.

Sei nun ein a Ď PpXq gegeben, das (i) und (ii) erfüllt. Seien X, Y P a. Dann liegen wegen
(ii) die Mengen XzY und Y zX in a und mit (i) folgt

X ` p´Y q “ X ` Y “ pXzY q Y pY zXq P a.

Da a zudem nicht leer ist, ist es somit eine additive Untergruppe von PpXq. Seien nun
X Ď S und Y P a. Dann ist X ˚ Y “ X X Y Ă Y und wegen (i) ist das ebenfalls ein
Element von a. Somit ist a ein Ideal.

51. Sei n eine positive natürliche Zahl. Definiere die Eulersche φ-Funktion durch

φpnq :“
ˇ

ˇpZ{nZq
˚
ˇ

ˇ .

(a) Zeige: Für jede ganze Zahl a, die teilerfremd ist zu n, gilt

aφpnq
” 1 (mod n) d.h. n | paφpnq

´ 1q .

(b) Zeige: Existiert eine Zerlegung n “ q1 ¨ . . . ¨ qr mit paarweise teilerfremden positiven
Zahlen qi, so ist φpnq “

śr
i“1 φpqiq.
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(c) Zeige: Ist n “ pl11 ¨ . . . ¨ plrr mit paarweise verschiedenen Primzahlen pi und li ą 0 (für
alle i), so gilt

φpnq “ n ¨

r
ź

i“1

´

1 ´
1

pi

¯

.

Lösung: Aus der Vorlesung wissen wir pZ{nZq˚ “ tā : 0 ă a ď n, ggTpa, nq “ 1u.

(a) Da pZ{nZq˚ eine Gruppe ist, folgt

āφpnq
“ ā|pZ{nZq˚|

“ 1̄ P pZ{nZq
˚.

Das ist äquivalent zu n | paφpnq ´ 1q.

(b) Wenn q1, . . . , qr teilerfremd sind, dann gilt Z{nZ –
Àr

i“1Z{qiZ. Für die Einheiten-
gruppe folgt pZ{nZq˚ –

śr
i“1pZ{qiZq˚ und damit

φpnq “ |pZ{nZq
˚
| “

r
ź

i“1

|pZ{qiZq
˚
| “

r
ź

i“1

φpqiq.

(c) Zuerst berechnen wir

n ¨

r
ź

i“1

´

1 ´
1

pi

¯

“

r
ź

i“1

plii

´

1 ´
1

pi

¯

“

r
ź

i“1

pli´1
i ppi ´ 1q.

Mit Aufgabe (b) genügt es nun zu zeigen, dass φpplii q “ pli´1
i ppi ´ 1q “ plii ´ pli´1

i ist.
Offensichtlich gilt

ta P N : 0 ă a ď plii , ggTpa, plii q “ 1u “ t1, 2, . . . , pliuztpi, 2pi, 3pi, . . . , ppli´1
i qpiu.

Daraus folgt die Behauptung.

52. Sei R “ Z{201Z ‘ Z{102Z ‘ Z{96Z.

(a) Bestimme die Ordnung |R˚| der Einheitengruppe von R.

(b) Finde das multiplikativ Inverse von p13, 13, 13q in R.

Lösung: (a) Es gilt

pZ{201Z ‘ Z{102Z ‘ Z{96Zq
˚

– pZ{201Zq
˚

ˆ pZ{102Zq
˚

ˆ pZ{96Zq
˚.

Mit Aufgabe 57 berechnen wir

|pZ{201Zq
˚
| “ φp201q “ φp3q ¨ φp67q “ 2 ¨ 66 “ 132

|pZ{102Zq
˚
| “ φp102q “ φp2q ¨ φp3q ¨ φp17q “ 1 ¨ 2 ¨ 16 “ 32

|pZ{96Zq
˚
| “ φp96q “ φp3q ¨ φp25q “ 2 ¨ 24p2 ´ 1q “ 32.

Daraus ergibt sich |R˚| “ 132 ¨ 32 ¨ 32 “ 135168.
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(b) Wir wenden den Euklidischen Algorithmus an. Nämlich

201 “ 15 ¨ 13 ` 6

13 “ 2 ¨ 6 ` 1
1 “ 13 ´ 2 ¨ 6 “ 13 ´ 2 ¨ p201 ´ 15 ¨ 13q

Daraus ergibt sich
13

´1
“ 1 ` 2 ¨ 15 “ 31.

Genauso
102 “ 7 ¨ 13 ` 11

13 “ 1 ¨ 11 ` 2

11 “ 5 ¨ 2 ` 1

2 “ 2 ¨ 1 ` 0

Wie in der Vorlesung berechnen wir nun

7 1 5 2
0 1 7 8 47 102

und daher gilt 13´1
“ p´1q3 ¨ 47 “ 55.

Genauso berechnen wir

96 “ 7 ¨ 13 ` 5

13 “ 2 ¨ 5 ` 3

5 “ 1 ¨ 3 ` 2

3 “ 1 ¨ 2 ` 1

2 “ 2 ¨ 1 ` 0,

also
7 2 1 1 2

0 1 7 15 22 37 96

und daher 13´1
“ p´1q4 ¨ 37 “ 37. Insgesamt ist also p13, 13, 13q´1 “ p31, 55, 37q.
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