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1 Partielle Differentialgleichungen

Die allgemeine Differentialgleichung zweiter Ordnung lautet

Fiir eine stetig differenzierbare Funktion u : R? — R ist dabei der Gradient durch

gegeben und fiir ein differenzierbares Vektorfeld v : R¢ — R? ist die Divergenz durch

—div (A gradu) + (b, gradu) + cu = g.

g = (22220

=1

d
div v (X) _ Z aVi ($1, .. .$d)
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(1.1)

gegeben. Die Koeffizienten in (1.1) sind Matrix- (bzw. Vektor-) wertige (bzw. skalare) Funk-

tionen A : RY — R4 (bzw. b : R? — R? bzw. ¢ :

differenzierbar und symmetrisch.
Eine Differentialgleichung heisst linear, falls die Gleichung linear von der unbekannten
Funktion abhéngt. Sei Lu eine Abkiirzung fiir die linke Seite der Differentialgleichung (1.1).
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Fiir lineare Differentialgleichungen gilt das Superpositionsprinzip. Lost die Funktion u; die
Gleichung Lu; = f; und die Funktion us die Gleichung Luy = f5, so 16st die Linearkombination
u = aug + Pug die Gleichung Lu = af; + S fs.

Ubungsaufgabe 1.1 Zeigen Sie, dass der allgemeinere Ansatz

d

d
=) A (%) 050 (x) + Y by (x) G (x) + & (x)

i,j=1 i=1

fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen u immer auf die Form der linken Seite in (1.1)
transformiert werden kann.

Bemerkung 1.2 Aus der Symmetrie der Matriz A (x) folgt, dass alle Figenwerte reell sind.

Definition 1.3 (a) Die Gleichung (1.1) heisst elliptisch inx € R?, falls A (x) positiv definit
oder negativ definit ist.

(b) Die Gleichung (1.1) heisst hyperbolisch in x € R?, falls d — 1 Eigenwerte von A (x)
gleiches Vorzeichen besitzen und ein Eigenwert entgegengesetztes Vorzeichen besitzt.

(¢c) Die Gleichung (1.1) heisst parabolisch in x € R?, falls d — 1 Eigenwerte von A (x)
gleiches Vorzeichen besitzen, ein Figenwert gleich Null ist und Rang (A (x),b (x)) = d gilt.

(d) Die Gleichung (1.1) heisst elliptisch in Q C RY, falls A (x) fiir alle x € Q positive
definit oder fiir alle x € ) negativ definit ist.

Man beachte, dass diese Typeneinteilung nicht alle moglichen Koeffizientenfiille abdeckt,
die in (1.1) auftreten.

Beispiel 1.4 Die einfachste elliptische Differentialgleichung ist die Poisson-Gleichung. Hier
ist A (x) =1 die Finheitsmatriz und die Koeffizienten b und ¢ sind Null:

—Au=g n. (1.2)

In einer Dimension d = 1 reduziert sich die Poisson-Gleichung zu einer gewohnlichen Diffe-
rentialgleichung
—u" =g in einem Intervall Q = (a,b). (1.3)

Durch zweimalige Integration ldsst sich die allgemeine Losung von (1.3) angeben

u(:v):—/: </:g(t)dt) ds + Chz + C,

mit beliebigen Konstanten Cy, C7 € R.

Ubungsaufgabe 1.5 Sei Q C R? ein zweidimensionales Gebiet. Bestimmen (erraten) Sie
drei linear unabhdngige Lésungen von

—Au=4 1n Q.



Beispiel 1.6 Die einfachste parabolische Differentialgleichung ist die Wéarmeleitungsgleichung.
Hier ist A (x) = I wiederum die Finheitsmatriz, b = (1,0, ... ,O)T und ¢ =0, so dass wir

Owu (t,x) — Axu (t,x) = g (t,x) in [0,T] x (1.4)

erhalten. Ublicherweise wird hier die Dimension in Definition 1.3 durch d + 1 ersetzt und die
erste Variable mit t (fiir die Zeit) bezeichnet. Der Index x am Laplace-Operator Ay bedeutet,
dass nur beziiglich der d-dimensionalen x-Variablen differenziert wird. Fiir d = 1 ergibt sich

dann
o (t, ) — Pu(t,r) =g(t,x) in [0,T] x (a,b).

Fiir die Entwicklung numerischer Verfahren zur Diskretisierung von Differentialgleichungen
geniigt es hiufig, die einfachsten Modellprobleme zu betrachten: (1.2) fiir elliptische Proble-
me und (1.4) fiir parabolische Probleme. In dieser Vorlesung werden wir uns in erster Linie
mit der Losung von elliptischen Differentialgleichungen beschéftigen. Es sei hier angemerkt,
dass typischerweise die Diskretisierung parabolischer und hyperbolischer Gleichungen bzgl. der
Ortsvariablen x4, ..., x4 die partielle Differentialgleichung in ein System gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen umwandelt. Dieses ldsst sich dann mit geeigneten numerischen Methoden
fiir gewohnliche Differentialgleichung vollstéindig diskretisieren.

2 Sobolev-Riaume

Heutzutage werden zur Losung elliptischer Differentialgleichungen vor allem sogenannte Finite-
Elemente-Methoden eingesetzt. Diese werden seit etwa 1965 entwickelt und haben die bis
dahin verwendeten Differenzenverfahren weitesgehend verdringt. Letztere beruhten auf der
punktweisen Sichtweise der Differentialgleichung: Der Ableitungsoperator wurde in geeigneten
Punkten durch einen Differenzenquotienten ersetzt.

Die punktweise Betrachtung einer partiellen Differentialgleichung besitzt jedoch einen ent-
scheidenden Nachteil: Existenz und Eindeutigkeitsséitze lassen sich nicht in befriedigender
Weise formulieren. Dies liegt u.a. daran, dass der Raum aller k-mal stetig differenzierbaren
Funktionen kein Hilbert-Raum ist.

Auf der anderen Seite wissen wir aus der Analysis, dass der Lebesgue-Raum L? ein Hilbert-
Raum ist. Nun sind Funktionen f € L? nicht punktweise definiert. Dies macht die Definition
einer Ableitung -die klassisch als Limes eines geeigneten Differenzquotienten gegeben sind-
auf den ersten Blick unmoglich.

Wir werden in diesem Unterkapitel zeigen, wie sich der Ableitungsbegriff erweitern léisst
auf gewisse Teilmengen von L?, den sogenannten Sobolev-Riumen.

Im folgenden bezeichnet Q C R?, d > 1, stets eine offene, beschriinkte Menge, p € [1, o]
einen Lebesgue-Exponenten mit dualem Exponenten p’ € [1, o0], %%—é = 1 mit der Konvention
1/00 = 0. Mehrdimensionale Ableitungen lassen sich mittels Multiindizes kompakt schreiben.
Fiir eine Multiindex o« = (Oéj);-lzl € Nd setzen wir |a| = a; + ... + a4 und

ol
a7 V(pEC'a‘ (Q).

D%y .=
7 0z 0x5? . .. 0z,

Da 2 beschréinkt ist, gilt L? () C L'(Q2) und die triviale Injektion ¢ : LP (Q) — L' (Q)
ist stetig. Wir nehmen dariiber hinaus immer an, dass {2 ein Normalgebiet ist, fiir das der
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Gausssche Integralsatz angewendet werden kann. Daraus folgt fiir alle o, € C5° (2) mit!
Cy () :={v e C™(Q) : suppv C Q}.
und alle a € N

/Q oD% = (—1)/ /Q $D%.

Definition 2.1 Seien ¢, € L' (Q) und a € N¢. Dann heisst 1) die ate schwache Ablei-
tung von ¢, kurz 1 = D%, wenn fiir all p € CS° () gilt

/QsoDap: (—1)'0‘/91#/)-

Bemerkung 2.2 (1) Die a-te schwache Ableitung ist, sofern sie existiert, eindeutig bestimmt
(im Sinne von L'-Funktionen).

(2) Ist ¢ € CI?¥(Q), so stimmen die a-te schwache Ableitung und die klassische a—te
Ableitung tiberein.

Beweis. zu (1): Seien ¢, 11,1, € L' () mit

o _ o, 1\ 00
0 o= [ eD% =0 [ WpeCF@).
Dann gilt

/le—wap:o Vpe O (9).

Aus der Theorie der Lebesgue-Integrale folgt, dass ¢, = v, im L!-Sinne gilt.
zu (2): Folgt aus dem Gaussschen Integralsatz. m

Beispiel 2.3 Sei Q = |—1,1] und ¢ (z) = |z|. Dann ist ¢ im Sinne von Definition 2.1

differenzierbar und es gilt
-1 —-1<z<0,

WZE):{ 1 0<az<l

Beweis. Fiir alle p € C§° () gilt

/1¢p’=/1¢p’+/0 op'
=— 1¢p+w(0—)p(0—)—w(—l)p(—l)—/o Yo+9 (1) p(1) = (0+)p(0+).

Die Stetigkeit von p iiber 0 impliziert p (0+) = p (0—), und wir erhalten

/_1<Pp'=—/_1¢p+[@]op(o)—w(—l)p(—l)ﬂO(l)p(l)

'Der Triger einer Funktion v ist durch

suppv :={z € Q| v (z) # 0}.




mit dem Sprung [¢], = ¢ (0—) — ¢ (0+). Wegen [¢], =0 und p(—1) = p(1) = 0 gilt daher
1 1
/ sop’z—/ vp  Vpe G5 (Q).
-1 -1

Ubungsaufgabe 2.4 Zeigen sie, dass 1) (x) auf |—1,1[ nicht schwach differenzierbar.
Fiir die folgende Definition benstigen wir den Begriff der Seminorm, d.h. die Bedingung;:
lell =0 und @ =0<= gl =0
fiir eine Norm ist fiir eine Seminorm durch die schwichere Bedingung ||| > 0 ersetzt.

Definition 2.5 (1) Fiirk € N und p € [1,00[ ist der Sobolev-Raum W*? (Q) und seine Norm
durch

WhP(Q) = {p € L7 (Q) |V < k: D% € L ()},

1/p
el = Z HDaSOHiP(Q)
|| <k
gegeben.
(2) Durch
1/p
el = Z HDQS"HZJ(Q)
o=k

ist eine Seminnorm auf W*? (Q) gegeben.

In der Vorlesung wird der Fall p = 2 am hé&ufigsten auftreten, und wir verwenden die
Abkiirzung H* (Q) fiir W%2 (Q2) und lassen den Index p bei der Norm und Seminorm weg.

Beispiel 2.6 (1) Seien ¢ und Q wie in Bsp. 2.3. Dann gilt p € WP (]—1,1]) fir alle p €
1, 00].

(2) Seien Q2 = B (0, %) die offene d—dimensionale Kugel um den Ursprung mit Radius %
und ¢ (z) = ||z||* mit s € R. Die Euklidische Norm im R? wird mit ||| bezeichnet. Dann gilt

D% (2) ~ ||z

und

1/2
HDQSOHZP(Q) ~ Wd—1/ rls=lChpd=1 4. - 00,
0

wobei wq_; das Volumen der Einheitssphire in R? ist. Der Integrand im letzten Integral ist
integrabel, genau dann wenn

d
p(s—|a])+d—1>—-1, dh. 5>|a\—]—?

gilt.



Ubungsaufgabe 2.7 Seid > 2 und Q = B (0, %) die offene d—dimensionale Kugel um den
Ursprung mit Radius % und u : @ — R durch

u (x) = { og (log x|} x %0,

definiert. Zeigen, Sie, das u in H' (Q) gilt.
Satz 2.8 (1) W*?(Q) versehen mit der Norm |l,,, ist ein Banach-Raum.

(2) Fiir 1 <p < oo ist C* (Q) N WHkP (Q) dicht in WP (Q).
(3) H* (Q) ist eine Hilbert-Raum mit Skalarprodukt

(0, ¥), = / DYpD%p.
\t|<k
Der Beweis beruht darauf, dass sich die entsprechenden Eigenschaften der Lebesgue-Réaume
auf die Sobolev-Réaume (als Teilriume) vererbt. Die Details werden hier weggelassen.
Die Betragsfunktion war ein Beispiel einer Funktion, die stiickweise glatt ist und die schwa-
che Ableitung mit der stiickweisen Ableitung iibereinstimmt. Der folgende Satz iibertrigt
dieses Differenzierbarkeitsresultat auf allgemeinere Funktionen.

Satz 2.9 Sei Q) ein Gebiet und €y, s zwei nichtleere, offene, beschrinkte und disjunkte
Teilmengen von 0 mit stiickweise glattem Rand auf Q = Q; U Qy. Weiter sei p € LP (Q) so,
dass @l € C* () NWH P (Q;), i € {1,2}, k > 1 gilt. Dann ist ¢ € WP (Q) genau dann,
wenn @ € C*1(Q) ist.

Beweis. Es geniigt den Fall £ = 1 zu betrachten. Der allgemeine Fall folgt dann durch

Induktion. Der innere Rand wird mit v bezeichnet: {2 = €2, U, U~. Sei n die dussere Normale
an (); und fiir x € v wird der Sprung von ¢ iiber v mit

o] () := lim {p (2 +en(z)) — @ (z—en(@))}

bezeichnet. Seien p € C§° (2) und 7 € {1,2,...,d} beliebig. Dann folgt aus dem Gaussschen

Integralsatz
8/) Jp Jp
3 - 2 - 2
.CCZ Q1 8.%@ Qs 8%1

¢ / L[ 92
= p— Pnip
0 &B, 90, Qs al’z

/ 3$ZP+L n;p-

Ist also ¢ € WP (Q), so folgt
/[(p]pni:() VpeCR(Q),  ief{l2.. . .d}.
v

Also ist [¢] = 0 f.ii. auf v, d.h. aber ¢ € C'(2).

Ist umgekehrt ¢ € C' (), so verschwindet [¢] auf -, und aus obiger Identitét folgt ¢ €
Wh? (Q). m

Man beachte, dass Cg° (£2) im allgemeinen nicht dicht in W7 () sind. Der Abschluss von
C5° (§2) unter der |||, -Norm definiert Sobolev-Rdume mit Nullrandbedingungen in einem
,schwachen “ Sinne.

/ ©nip
002




Definition 2.10 W} (Q) ist die Vervollstindigung von C3° () unter der W*? (Q)-Norm
und HE () = Wi ().

Definition 2.11 Das Gebiet ) besitzt einen Lipschitz-Rand bzw. () ist ein Lipschitz-
Gebiet, wenn es ein N € N und offene Mengen Uy, ..., Ux C R? mit folgenden Eigenschaften
qibt:

(1) 90 c UL, Ui,

(2) Fliir jedes 1 < i < N ist 9QNU; darstellbar als Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion.

Bemerkung 2.12 (1) ) sei ein Lipschitz-Gebiet. Dann existiert fast tiberall auf 9 das dus-
sere Finheitsnormalenfeld n zu €2.
(2) Q C R? habe einen stiickweise glatten Rand. Zudem gelte fiir jedes xq € O0:

i. es existiert eine > 0, so dass B (xg, ) \0X) aus genau zwei Zusammenhangskomponenten
besteht, (anschaulich: es existieren keine Punkte, in denen der Rand sich kreuzt oder
beriihrt),

i. es existieren zwei nichtiriviale Kegel Kir, K§" mit Basis xg, so dass Q C RN\KS™ und
RN\Q C Q\K® (Kegelbedingung). Dann ist ) ein Lipschitz-Gebiet.

Eine wichtige Eigenschaft fiir Funktionen aus Sobolev-R#éumen ist die Existenz von Spuren,
d.h., die Einschrinkung von Sobolev-Funktionen auf niederdimensionale Teilmengen L C 2
léisst sich sinnvoll definieren. Das ist auf den ersten Blick iiberraschend, da niederdimensionale
Teilmengen L C  Nullmengen in €2 sind und Funktionen, beispielsweise in L”, beliebig auf
Nullmengen abgedndert werden kénnen, ohne die Restklasse zu dndern.

Wie wir jedoch in Satz 2.8 gesehen haben, kénnen wir Sobolev-Funktionen als Grenzwert
von Cauchy-Folgen glatter Funktionen betrachten. Fiir glatte Funktionen ist die Einschrin-
kung auf L wohldefiniert und die Frage, die sich stellt, ob die Folge der Einschrinkung in
einem gewissen Sinne konvergiert und ob der Grenzwert von der Wahl der Folge abhiingt. Sei
also u € H' (Q) und u,, € C* () N H' (Q) eine beliebige Cauchy-Folge mit

Ju— Un||H1(Q) — 0.

Sei @y, 1= up|yq die Einschrankung von w, auf den Rand des Gebiets. Dann bilder ¢,, eine
Cauchy-Folge in L? (09), falls wir zeigen

HSOnHL?(aQ) < CHunHHl(Q) (2.1)

mit einer Konstanten C' > 0, die nicht von (u,), abhéngt. Dann konvergiert ¢, gegen eine
Funktion ¢ € L? (9f2) und wir setzen

Ulyq = .

Wir sehen also, dass das zentrale Konzept in dieser Konstruktion aus den folgenden beiden
Aussagen besteht:

1. C= ()N H(Q) ist dicht in H! (),

2. Abschitzung (2.1) gilt fiir alle glatten Funktionen C* (Q) N H' (£2).



Der Beweis der Normabschétzung (2.1) beruht auf dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung. Wir fiithren ihn lediglich fiir ein einfaches Gebiet beispielhaft aus — im All-
gemeinen muss man die radiale Integrationsrichtung durch eine gekriimmte ersetzen.

Beispiel 2.13 Sei Q die offene Einheitskreisscheibe in R?. Fiir u € C* (ﬁ) betrachten wir
die Restriktion auf den Rand 0S) in Polarkoordinaten 4 (1, ) := wo 1 (r,¢) mit 1 (r,p) =
(rcos g, rsing)’ und erhalten mit = (1, 22)"

1 1
a(1,0)% = /0 % (r*a (r, @)2) dr = /0 2 (r*ad, +ra’) (r,¢) dr
1
_ N ~2
_/0 2 (ru (Vu,z) +ri Hx:w(w) dr

1
N 2 N2
S/O 2 (lal [ Vull v +ra®) | _ ., dr

1
sAinmvw+wﬂbwm@m“

Integration beziiglich der Winkelvariable liefert

ol = [ @ e do <2 [ (ul [Vl + ) dody.
09 Q
Die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung liefert
2 2

||uHL2(8Q) <2 Hu||L2(Q) |u‘H1(Q) +2 HUHLZ(Q) :
Die Binomische Formel liefert a + b < /2 (a? + b?) und daraus folgt

2 2

ullZ2o0) < 2V2 1l 2y 10l @) < 2V2 lullfin g,

und schliesslich
HUHL2(aQ) < gl ||U||H1(Q) : (2:2)
Das vorige Beispiel ist ein Spursatz fiir C* (Q)-Funktionen. Aussage (2.2) driickt die Ste-
tigkeit des Spuroperators v : H' () — L% (Q), 7o (u) := ¢ aus.
Wir kommen nun zum allgemeinen Spursatz.

Satz 2.14 (Spursatz) Seien Q ein Lipschitz-Gebiet und p € [1, 00[. Dann gibt es eine stetige
lineare Abbildung vy : WP () — LP (9) mit der Figenschaft

0 (p) = @lag Ve el (Q).

Der Beweis dieses Satzes iibersteigt den Rahmen dieser Vorlesung. Wir verweisen statt-
dessen fiir diesen Beweis und auch fiir die iibrigen Siitze dieses Kapitels auf [H.-W. Alt,
Funktionalanalysis].

Der Spursatz ist essentiell fiir die Formulierung von elliptischen Differentialgleichungen auf
Gebieten (). Wie bereits in der Einleitung gesagt, benotigen wir fiir die Existenz und Eindeu-
tigkeit Randbedingungen -beispielsweise Dirichlet-Randbedingungen, bei denen die Werte der
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unbekannten Funktion auf dem Rand vorgegeben sind. Daher ist es wesentlich, prézise Kennt-
nis zu haben, welche Réume zur Beschreibung der vorgegebenen Randbedingungen geeignet
sind. Der Spursatz in der Form von Satz 2.14 ist hierfiir nicht geeignet, da man beweisen kann:
Yo (WP (Q2)) € LP (9€2). Man kann zeigen, dass das Bild von W1? (Q) unter dem Spuroperator
einen abgeschlossenen Unterraum von L? (0€)) definiert, und wir fithren die Bezeichnung

Yo (H1 (Q)) = HY2(09)

Satz 2.15 W, 7 (Q) = {¢ € W' () | 70 (p) = 0}.
Eine Norm auf HY? (0Q) ist durch

2
1 lo(x) — ¢ (y)]
ol oo = [ lel2aom + / / ; dydx
O @D Joa Joo |x—y| P\ x— |V

gegeben.

1/2

Wir kommen nun zur Definition der Normalen-Ableitung von Funktionen in H' (Q2). In die-
sem Fall lisst sich nicht wie im Vorspann zu Beispiel 2.13 argumentieren. Fiir glatte Funktionen
sind zwar auch die Normalen-Ableitungen wohldefiniert ,, := du/dn, diese konvergieren aber
im Allgemeinen nicht in L? (092) .

Wiederum verwenden wir das Hilfsmittel der partiellen Integration, um die Normalena-
bleitung zu definieren. Betrachten wir dazu das Poisson-Modell-Problem

—Au=g in Q. (2.3)

Da der Sobolev H™ () ein Teilraum von L? () ist, macht es Sinn, die Gleichung (2.3) in
L? () zu betrachten, d.h., g € L? (Q) vorauszusetzen. Die motiviert den Raum

HY(Q,A):={uec H(Q) | Aue L*(Q)}.

Ubungsaufgabe 2.16 Sei Q die d-dimensionale Einheitskugel. Geben Sie eine Funktion u €
HY(Q,A) an, die nicht in H* (Q) liegt.

Fiir glatte Funktionen v € C%(Q) N C! (ﬁ) folgt durch partielle Integration

/mg—iiv:/ﬂ(<Vu,Vv>+(Au)v) Yo € H(Q).

Die rechte Seite ist auch fiir Funktionen v € H' (€2, A) wohldefiniert und motiviert die folgende
Definition.

Definition 2.17 Sei Q ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet. Fiir u € H' (Q, A) ist die (schwa-
che) Normalenableitung ¢ € (H'/? (89)), durch

(¢,701))L2(m) = /Q ((Vu, Vo) + (Au)v) VYo € H (Q) (2.4)
definiert.
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Bemerkung 2.18 Da der Spuroperator v : H' (Q) — H'Y2 (98) gemdss Definition surjektiv
ist, wird durch (2.4) eindeutig ein Funktional ¢ € (H'/? (GQ)), definiert. Wir setzen

HV2(09) := (H? (o))

und verwenden die Notation fiir den Normalenspur-Operator v, : H' (Q, A) — H~Y2(09Q),

d.h., v1 (u) == in (2.4). B
Fiir glatte Funktionen Funktionen u € C*(Q) N C* (Q) gilt 1 (u) = du/On.

Ein fiir viele Anwendungen ganz wesentliches Hilfsmittel fiir Randwertprobleme mit Dirichlet-
Randbedingungen ist die Friedrichssche Ungleichung.

Satz 2.19 (Friedrichssche Ungleichung) |||, , und [-[, , definieren dquivalente Normen
k,p 7 7
auf Wyt ().

Beweis. Offensichtlich gilt |v], , < [|lv]],, fiir alle v € WHP (Q).

Fiir die umgekehrte Abschitzung wihle R > 0, so dass Q C B (0, R) gilt. Dabei be-
zeichnet |-|  die Maximumsnorm auf R?. Sei o € NI mit |a] = k — 1 und ¢ € C5° (Q2),
¢ := D%p. Dann ist 1) € C§° (©2). Wegen Q C By,_ (0, R) folgt fiir beliebiges 2 € { mit der
Holderschen Ungleichung

‘/ axl tSL’Q,.’L‘3,..., )dt
<1y |
R

= (2R)p1/
-R

Integration iiber 2 liefert mit dem ersten Einheitsvektor e; in R%:

p

dt

0
81'17# (ta X2, T3y ... axd)

p

(t,x9,3,...,24)| dt.

O

D% T QRpl/ / (t,z9,73,...,24)| dodt
1D ellzniay = 1 0Er@y < 1170 5,0 < o o S 1)
= 2R)" 019 [I7s0) = (2R)" || DY ][, -

Summation iiber alle Multiindizes mit || = k — 1 ergibt

Pl amey < R [l - (2.5)

Summation iiber alle k ergibt:

||90H€Vkp(g) = ‘@‘%ﬂcp(g + Z |(10|sz
< (1+ @RY + @R @R + ... 2R™) [eyuney-

Hieraus folgt die Behauptung, da C$° (Q) dicht in W™ (Q) ist. m
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Bemerkung 2.20 Die Friedrichssche Ungleichung ldsst sich verallgemeinern fir alle Funk-
tionen, welche auf einem Teil Ty C I' verschwinden, welcher positives d — 1-dimensionales
Mass besitzt.

Definition 2.21 Seien (X, ||-||y) und (Y, ||ly) zwei normierte Vektorrdume.

1. Eine lineare Abbildung A : X — Y heisst kompakt, wenn das Bild A (BX (0, 1)) des
abgeschlossenen Einheitsballs in X in'Y prikompakt® ist.

2. X ist stetig eingebettet inY , kurz X — Y, wenn X CY und die kanonische Injektion
L: X —Y stetig ist.

3. X ist kompakt eingebettet in Y, kurz X < Y, wenn X C Y wund die kanonische
Injektion 1 : X —'Y kompakt ist.

Bemerkung 2.22
1. Gilt X — Y, so gibt es eine Konstante ¢ > 0 mit ||¢|ly < cl|¢|lx fir alle ¢ € X.
2. Aus X S Y folgt X — Y.

3. Ist X <Y und (@n)peny C X eine beschrinkte Folge, so besitzt (¢n),cy €ine in'Y
konvergente Teilfolge.

Beweis. zu (1): Folgt aus der Definition der Stetigkeit fiir lineare Operatoren (Beschréinkt-
heit=Stetigkeit).

zu (2): Sei A : X — Y ein kompakter, linearer Operator. Dann ist nach Voraussetzung
A (B x (0, 1)) prikompakt und somit insbesondere beschriinkt. Also gibt es ein C' > 0 mit
|Ap|ly < C fiir alle ¢ € X mit |||l = 1. Also ist A stetig.

zu (3): (¢ (¢n))peny C Y ist in der prakompakten Menge ¢ (BII~HX (0, R)) mit R := max,en ||¢nll y

enthalten. m
Satz 2.23 (Sobolevscher Einbettungssatz)
Let €2 be a bounded domain.
1. Sei p < d. Dann gilt W*P (Q) — W*=14(Q) fiir alle q € [l,dp—i} und WP (Q) <
_ ; d
Wk=L4(Q) fiir alle q € [1, = [

2. Seip = d. Dann, gilt WE? (Q) < WH14(Q) fiir alle q € [1, 00].

3. Sei k > d/p. Dann gilt Wk? (Q) < C* (Q) fir alle ¢ e N mit 0 < ¢ <k —d/p.

’Eine Teilmenge K C M eines metrischen Raumes M heisst kompakt, falls jede offene Uberdeckung von K

eine endliche Teiliiberdeckung enthilt.
Eine Teilmenge K C M eines metrischen Raumes M heisst prikompakt, falls ihr Abschluss kompakt ist.
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Bemerkung 2.24 Seip =2 und d € {2,3}. Dann ist H* () — C° (Q) aber H' (Q) ist nicht
in C° (ﬁ) enthalten, d.h., Punktauswertungen sind im allgemeinen fiir Funktionen in H' (Q)
nicht definiert.

Satz 2.25 (Poincarésche Ungleichung) Fir die Raumdimension gelte d > 2. Dann sind
-, und ||-||; dquivalent auf V .= {o € H*(Q): [,¢ =0}.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 2.19 miissen wir nur zeigen, dass es eine Konstante C' > 0
gibt mit
el <Clely  VeeV. (2.6)

Wir nehmen indirekt an, eine solche Konstante existiere nicht. Dann gibt es eine Folge
(Yn)peny €V mit
lenlly =1 VneN (2.7)

und
lim |p,], = 0. (2.8)

Wegen Satz 2.23 und Bemerkung 2.22(3) gibt es eine Teilfolge (5, ),cy von (¢n), oy und eine
Funktion ¢ € L? (Q) mit
khj{.lo lon, — ¢llg = 0.

Wegen (2.8) konvergiert (¢y, ),y sogar in H' (). Mithin ist ¢ € H' () und |¢|; = 0. Daher
ist ¢ konstant. Aus [, ¢ = 0 folgt daher ¢ = 0 im Widerspruch zu (2.7). m

Bemerkung 2.26 Satz 2.25 kann fiir H' () nicht gelten, da die rechte Seite von (2.6) fiir
die konstante Funktion v =1 verschwindet.

3 Abstrakte Variationsprobleme

Wir werden die elliptischen Differentialgleichungen -als Ausgangspunkt fiir deren Diskretisierung-
in (fast dquivalente) Variationsprobleme umwandeln. Wir beginnen, die notwendigen funktio-
nalanalytischen Hilfsmittel zur Verfiigung zu stellen.

Satz 3.1 (Lax-Milgram) Seien (X, ||-||y) ein Banach-Raum, ¢ € L (X,R) ein stetiges li-
neares Funktional und a € £L? (X,R) eine stetige Bilinearform. Zusitzlich sei a symmetrisch,
d.h.

a(u,v) =a(v,u) Yu,v € X

und koerziv, d.h., es existiert ein o > 0 mit
a(u,u) > a|lull% Vu e X.

Dann besitzt das Funktional J € C? (X, R) mit

J(u) == %a(u,u) — 0 (u)

ein eindeutiges Minimum u* € X . Dieses ist die eindeutige Losung von

a(u*,v) =1 (v) Yo € X. (3.1)
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Beweis. 1. Schritt: Offensichtlich gilt J € C? (X, R) mit
DJ (uw)v=a(u,v)—£(v) Yu,v € X.

Also ist jeder kritische Punkt von J eine Losung von (3.1).
2. Schritt: Seien uy, us € X zwei Losungen von (3.1). Dann folgt

a,(ul—UQ,U):O V'UGX
und
aflur — us|% < al(ur — ug,us —uz) = 0.

Also besitzt (3.1) hochstens eine Losung.
3.Schritt: Fiir alle u € X gilt

« 2 Q 2 1 2 2
J (u) > b ||UHX - ||€H£(X,]R) ||UHX > 4 HUHX T ||€H£(X,R) > MHL(X,R)'

_a ’
Also ist J nach unten beschriankt. Sei

p=inf J(u) eR

ueX

und (uy),,cy eine Minimalfolge, d.h.

p=lim J(u,).

n—oo

Dann folgt fiir n,m € N

1 1 1
||ty — || % < @ (U — U, Uy — Upy) = 8 {Ej(un) + §J(um) —J (5 (up, —i—um))}

2 7,Mm—00

< 8{1J(un) + %J(um) —p} Y

Also ist (uy,),cy eine Cauchy-Folge und konvergiert gegen ein v* € X mit J (u*) = p. Also
besitzt J mindestens ein Minimum. Zusammen mit den Schritten 1 und 2 folgt hieraus die
Behauptung. m

Satz 3.2 Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie in Satz 3.1. Setze zur Abkiirzung

A= HaH[:Z(X,R) :

Sei S C X ein endlich-dimensionaler Unterraum von X. Bezeichne mit uw € X und ug € S
das eindeutige Minimum von J in X bzw. S. Dann gilt

A
—uglly < = inf [Ju—ol|y .
lu —usllx < —inf flu =]y

Sei zusdtzlich H ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-,-), und Norm ||-||,; derart, dass X —
H und bzgl. ||-||;; dicht ist in H. Fir jedes ¢ € H bezeichne u, € X die eindeutige Losung
von
a(v,u,) = (p,0) g Vv e X. (3.2)
Dann gilt
e — vl
Ju—uslly < Allu—usly sup ing 12—l

peH\{0} vES el
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Beweis. Wegen Satz 3.1 besitzt J ein eindeutiges Minimum ug € S. Dieses ist eindeutig
charakterisiert durch

a(ug,v) =1 (v) Yv € S. (3.3)

Aus (3.1) und (3.3) folgt
a(u—ug,v)=0 Yvebs. (3.4)

Hieraus ergibt sich fiir jedes v € S

allu —usl5 < a(u—us,u—us)=a(u—ug,u—1v)+a(u—ug,v—ug)

=a(u—ug,u—v) < Alu—usy[lu—vl.

Da v € S beliebig war, folgt hieraus die erste Fehlerabschéitzung.
Wegen X C H definiert jedes ¢ € H durch

v— (p,0)y YVoe X

ein stetiges lineare Funktional auf X. Wegen Satz 3.1 besitzt somit (3.2) eine eindeutige
Losung u, € X. Aus (3.2) und (3.4) folgt fiir beliebiges ¢ € H und beliebiges v € S

(u—ug, @)y =a(u—ug,uy) =a(u—us,u, —v) < Alu—ug|y|lu,—v|y -

uU—1ug,p
fu—uslly = sup [t ul
peH\{0} ||80HH
ist, folgt hieraus die zweite Fehlerabschéitzung. m

Bemerkung 3.3 Der erste Teil von Satz 3.2 ist bekannt unter dem Namen ,,Céa’s Lemma
der zweite Teil unter dem Namen ,,Dualitdtsargument von Aubin-Nitsche “.

Die Voraussetzungen der Siétze 3.1 und 3.2 lassen sich im wesentlichen nur fiir positiv
definite Bilinearformen (Skalarprodukte) anwenden und nicht fiir unsymmetrische Probleme.
Daher schwiichen wir sie in den folgenden beiden Sitzen entsprechend ab.

Satz 3.4 Seien (X, |||y) und (Y,||-|y) Banach-Riume und X <= Y und ag,a; € £ (X,R)
zwei stetige Bilinearformen. Die Bilinearform ag sei symmetrisch und koerziv. Fiir die Bili-
nearform a; gebe es eine Konstante A € Roy mit

ar (u,v) < Allull vlly Vue X Vv €Y. (3.5)
Sei a:=ag+a; € L?(X,R), d.h.
a(u,v) := ag (u,v) + a1 (u,v) Vu,v € X.
Fiir alle uw € X\ {0} gelte schliesslich
a(u,u) > 0. (3.6)

Dann besitzen die Probleme
a(u,v) =€ (v) Yvoe X (3.7)

und
a(v,u) =1 (v) Yve X

fiir jedes stetige, lineare Funktional ¢ € L (X,R) jeweils eine eindeutige Lisung.
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Beweis. Wir beweisen die Behauptung nur fiir Problem (3.7). Der Beweis fiir das andere
Problem ist vollig analog. Sei ¢ € £ (X, R) beliebig. Wegen Satz 3.1 gibt es genau ein uy € X
mit

ag (ug,v) = £ (v) Yo e X.

Dann ist (3.7) dquivalent zu
ap (u,v) + a1 (u,v) = ag (ug,v) Yo € X.
Wiederum wegen Satz 3.1 gibt es zu jedem w € X ein eindeutiges u,, € X mit
ao (U, v) = a1 (w,v) Yv e X.

Die Zuordnung w — wu,, definiert eine lineare Abbildung K € L (X, X), und (3.7) ist damit
dquivalent zu
(I + K)u = uy. (3.8)

Wegen X < Y und (3.5) ist K kompakt (vgl. Lemma 3.5). Daher erfiillt I + K die Fredholm-
sche Alternative: Entweder besitzt (3.8) fiir jede rechte Seite eine eindeutige Losung oder das
zugehorige homogene Problem besitzt eine nichttriviale Losung u # 0. Wegen (3.6) besitzt
(3.7) mit £ = 0 und damit (3.8) mit u, = 0 aber nur die triviale Losung. m

Lemma 3.5 Der Operator K : X — X in (8.8) ist kompakt.

Wir benotigen dafiir zwei Hilfsaussagen — die erste ist einfach zu beweisen, fiir die zweite
verweisen wir auf eine Resultat in der Analysis.?

Lemma 3.6 a) Seien Ty € L(X,Y) und Ty € L (Y, Z) stetige lineare Abbildungen und davon
(mindestens) eine kompakt. Dann ist Ty o T} kompakt.
b) Seien X, Y zwei Banach-Rdaume kompakt ineinander eingebettet, d.h., X — Y. Dann

qgilt fiir die Dualrdaume Y' — X'.

Beweis. @a: Sei K := By, (0,1). Ist T} kompakt, d.h., K, := T} (K1) ist prdkompakt
in Y, so ist auch T3 (K3) prikompakt in Z.

Ist dagegen T, kompakt, beweist man die Behauptung wie folgt. Da eine Skalierung die
Kompaktheit nicht &ndert, kann ohne Beschrénkung der Allgemeinheit ||T1]|,xy) < 1 ange-
nommen werden. Damit ist K5 := T; (K7) eine Teilmenge der Einheitskugel in Y und somit
T (K3) prikompakt in Z.

@ b: Siehe [4, §X, Sec. 4]. m

Beweis von Lemma 3.5.
Wir betrachten
ag (Kw,v) = a; (w,v) Yo e X, (3.9)

wobei ay die Voraussetzungen von Lax-Milgram erfiillt und

lar (u,v)| < Cully [|v]ly Vue Xund Vo € Y

3Im Folgenden sind X,Y immer Banach-Riume. £ (X,Y) bezeichnet die Menge aller stetigen, linearen
Abbildungen von X nach Y. Die Dualriume (Menge der stetigen, linearen Funktionale) von X bzw. Y werden
mit X' := L (X,R) bzw. Y’ := L (Y, R) bezeichnet.
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gelten soll. Fiir gegebenes w € X definiert a; (w, -) eine stetige Abbildung Tw € Y’, d.h., das
Funktional T'w € Y ist definiert durch

(Tw) (v) = a1 (w,v) Vv eY.

WEeil Y’ kompakt in X’ eingebettet ist, kann 7" als kompakte Abbildung von 7" : X — X’
aufgefasst werden (Hintereinanderausfithrung der stetigen Abbildung 7" € £ (X,Y”) mit der
kompakten Injektion ¢ : Y/ — X’. Damit ldsst sich (3.9) schreiben als

ap (Kw,v) = (Tw) (v) Yv e X.
Fir F € X’ ist nach Lax-Milgram der Losungsoperator S : X’ — X wohldefiniert durch
ag (SF,v) = F (v) Yo e X

und stetig, d.h. S € L (X', X). Das bedeutet K = S oT. Da S stetig und 7" kompakt ist, ist
K kompakt. m

Satz 3.7 Die Bezeichnungen und Voraussetzungen seien wie in Satz 3.4. Zusdtzlich sei S C X
ein endlichdimensionaler Unterraum. Dann besitzt das Problem

a(ug,v) =€ (v) Yo e S (3.10)

fir jedes £ € L (X,R) eine eindeutige Losung ug € S. Die Bilinearform a sei zusdtzlich koerziv,
d.h., es gibt ein 8 > 0 mit a(u,u) > B ||lul|% fir alle w € X. Dann gilt fir die eindeutigen
Losungen u und ug der Probleme (3.7) und (3.10) die Fehlerabschdtzung

A,
Ju—us|[x < E}}QEHU_UH){ (3.11)
Dabei ist A := |al|z2(xr)- Seien schliesslich H, ¢ und u, wie in Satz 3.2. Dann gilt die

Fehlerabschdtzung

Uy — U
|lu—wuslly < Allu—us|y sup inf e = vl (3.12)

eem\(oyves\ior ol 4

Beweis. Die eindeutige Losbarkeit von (3.10) folgt aus Satz 3.4. Die Fehlerabschitzung
(3.11) folgt wie im Beweis von Satz 3.2. Man beachte, dass wir dort nur die zu (3.7) und
(3.10) analogen Eigenschaften (3.1) und (3.3) ausgeniitzt haben. Wegen X — H definiert
jedes ¢ € H durch v — (p,v)y ein stetiges lineares Funktional auf X. Daher folgt die

Existenz und Eindeutigkeit von u, aus Satz 3.4. Die Fehlerabschitzung (3.12) folgt dann wie
im Beweis von Satz 3.2. m

4 Schwache Lésungen

Wir setzen im Folgenden generell voraus, dass 2 C R?, d > 2, eine offene beschriinkte Menge
mit Lipschitz-Rand I" := 0€) und dusserem Einheitsnormalenfeld n ist. Wir betrachten skalare,
elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung. IThre allgemeine Form lautet (vgl. (1.1))

S g( o )+Zb ta=f Q. (4.1)

1<i,j<d
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Dabei ist f € L*(2), ¢ € C° (2, Rxq), b = (b1, by, ..., bg)" € CT (AL RY) und A = (4;)],_, €
C (2, R¥4) mit A (x) = AT (x) fiir alle x € Q und
TA TA
0 < A:=inf inf ZT(X)Z <sup sup ZT(X)Z = A < o0. (4.2)
x€Q zeR4\ {0} VA x€Q zeR4\{0} Z'Z

Die Differentialgleichung muss mit Randbedingungen versehen werden. Wir betrachten
drei Typen von Randbedinungen

e (homogene) Dirichlet-Randbedingungen: u = 0 auf T,
e (inhomogene) Neumann-Randbedingungen: (An, gradu) = g auf T,

e gemischte Dirichlet-Neumann-Randbedingungen: u = 0 auf I'p und (An, grad u) =
g auf I'y.

Dabei ist g € L (T"), TpNI'y = 0 und ' = Tp UT'y. Wir werden bei gemischten Randbedin-
gungen stets fordern, dass I'p ein positives (d — 1)-dimensionales Mass hat. Die Beschréinkung
auf homogene Dirichlet-Randbedingungen ist nicht wesentlich, vereinfacht aber die Darstel-
lung.

Sei nun u € C? (Q) eine Losung von (4.1) mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen und
v € C§° (2). Multiplikation von (4.1) mit v, Integration iiber {2 und Anwenden des Gaussschen
Integralsatzes liefert

/fv:—/vdiv(Agradu)—i-/<b,gradu)v+/cuv
Q Q Q Q
:/((gradv,Agradu)+(b,gradu>v+cuv). (4.3)
0

Da C5° () dicht ist in H} () folgt, dass u € H} () die Gleichung
/ ({(grad v, A grad u) + (b, grad u) v + cuv) = / fo Vv € H} (Q) (4.4)
Q 0

erfiillt. Umgekehrt folgt aus (4.3), dass eine Losung von (4.4) die Differentialgleichung (4.1)
erfiillt, sofern sie glatt genug, d.h. in C? (2) ist. In diesem Sinne ist (4.4) zur Differentialglei-
chung (4.1) mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen dquivalent.

Betrachten wir in obigem Argument Funktionen v € C* (ﬁ), so treten in (4.3) zusétzliche
Randterme fr (An, grad u) v auf. Erfiillt v Neumann-Randbedingungen, so lassen sich diese

substituieren:
/(An,gradu)v:/gv.
r r

Wir werden daher in diesem Fall die Gleichung (4.4) durch den zusétzlichen Term [, gv auf
der rechten Seite modifizieren. Diese Uberlegungen fiihren auf folgende Definition.

Definition 4.1

1. w € H} (Q) heisst schwache Lésung der Differentialgleichung (4.1) mit homogenen
Dirichlet- Randbedingungen, wenn gilt

/ (A grad u, grad v) + (b, grad u) v + cuv = / fo Vv € Hy (Q).
Q Q
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2. Sei
Hp (Q) :={p e H' (Q) : ¢l =0}. (4.5)

Die Funktion u € HY () heisst schwache Ldsung der Differentialgleichungen (4.1)
mit gemischten Randbedingungen, wenn gilt

/ (A grad u, gradv) + (b, grad u) v + cuv = / fo+ / gv Y€ Hp(Q).
Q Q r

N

3. u € H'(Q) heisst schwache Ldsung der Differentialgleichung (4.1) mit Neumann-
Randbedingungen, wenn gilt

/<Agradu,gradv>+(b,gradu)v+cuv:/fv+/gv Yo € H (Q).
0 Q

r
Bemerkung 4.2

1. Jede klassische Losung von (4.1) ist auch eine schwache Losung. Jede schwache Lésung,
die zweimal stetig differenzierbar ist, ist eine klassische Lésung von (4.1).

2. Fiir schwache Losungen bendtigen wir fir die Koeffizienten nur die Regularitditsvoraus-
setzungen ¢ € L* (), b € L* (Q,R?), A € L™ (Q,R¥).

3. Bei inhomogenen Dirichlet- Randbedingungen v = up auf I' bzw. I'p muss in Definition
4.1 die Bedingung v € Hj (Q) bzw. u € HL(Q) durch w € up + H} (Q) bzw. u €
up + H () ersetzt werden.

Satz 4.3 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir schwache Lésungen)

1. Ist —% divb + ¢ > 0, so besitzt die Differentialgleichung (4.1) mit homogenen Dirichlet-
Randbedingungen eine eindeutige schwache Lésung.

2. Ist =5 divb+c¢ > 0 und (b,n) > 0 auf I'x, so besitzt die Differentialgleichung (4.1) mit
gemischten Randbedingungen eine eindeutige schwache Losung.

3. Istc > co > 0, —% divb+c¢ > 0 und (b,n) > 0 auf T, so besitzt die Differentialgleichung
(4.1) mit Neumann-Randbedingungen eine eindeutige schwache Losung.

4. Ist ¢ =0, —% divb > 0 und (b,n) =0 auf I sowie [, f+ [.g =0, so besitzt die Diffe-
rentialgleichung (4.1) mit Neumann-Randbedingungen eine eindeutige schwache Losung
u mit [ou=0.

Beweis. Wir wenden Satz 3.4 an.
zu 1: Setze X := H} (Q),Y := L?(Q) und

v) = [y fv, ao(u,v) = [, (Agradu,gradv) + cuv, = Jpv (b, gradu).
Aus der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung folgt

€] < 1z 10l 2@y < 112y 10l g
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und somit ist ¢ ein stetige lineares Funktional auf H*' (Q). Die Bilinearformen ist stetig auf
H'(Q) x H' (Q)

a0 (u, V)] < (Al [l 1) 1] (e) + lelloo ([l 20y 101l 20
< max {[| Al , llelloo} lull iy 101l 2 gy -

und die Bilinearform a, ist stetig auf H! () x L* (Q):

jax (u, )] < [bllog [l g0y V1] 2y < Bllog [l 1@y 0]l 120 -
Die Bilinearform aq ist wegen ¢ > 0 koerziv auf H} (Q):

vgl. (4.2)
ap (u,u) = /Q (A gradu, gradu) +cu® > A\ |u|§{1(9) > A\cp ||u||§{1(9)

mit der Konstante cp aus der Friedrichsschen Ungleichung.
Aus dem Gaussschen Integralsatz und (4.2) folgt schliesslich

a(u,u) = / (A grad u, grad u) + u (b, grad u) + cu?
0

>\ |u\§{1(9) + /Q % (b, grad (u®)) + cu®

1

Die Bilinearform a ist wegen —% divb + ¢ > 0 koerziv auf H} (€2).
Die Behauptung folgt daher aus Satz 3.4.

zu 2: In diesem Fall setzen wir X = H}, (Q) und £ (v) = [, fv + pr gv und definieren
die anderen Grossen wie im ersten Fall. Aus der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung und dem
Spursatz 2.14 folgt die Stetigkeit von /¢

€] < W fllzz) 101l 2@y + 19112 00l 2oy

< (HfHLz(Q) +c ||9||L2(FN)) [0l 1112y -

Die Koerzivitét von ag bleibt wegen Bemerkung 2.20 erhalten. Bei der Anwendung des Gaussschen
Integralsatzes in der Abschétzung von a (u, u) tritt der zuséitzliche Randterm fFN (n, b) u? auf.
Wegen (n,b) > 0 auf I'y ist er nicht negativ, und die Koerzivitit von a bleibt erhalten.

zu 3: In diesem Fall gilt X := H' (Q). Die anderen Grossen sind wie im Fall (2) mit T
statt I'y. Wegen ¢ > ¢ > 0 erhalten wir

2 2 . 2
ag (u, ) > Aulin gy + colullz2) = min{A, co} [[ull 7 q)

und somit die Koerzivitit von ag. Die anderen Abschiitzungen dndern sich nicht, insbesondere
gilt

1
a(u,u) > Aluff g +/Q (—5 divb+c) u2+/r<b,n> u? > Alulfi g

21



fiir alle v € X und a(u,u) = 0 impliziert v = const, d.h., u = p fiir p € R. Explizit gilt
jedoch:

a(p,p) = /QC/)Z > ¢o [|pll72¢0) = <0 192/ P°

mit dem Volumen || von 2. Daraus folgt die Implikation a (u,u) =0 = wu = 0 und die

Behauptung ergibt sich aus der unsymmetrischen Variante des Satzes von Lax-Milgram (cf.
Satz 3.4).

zu 4: Alle Grossen sind wie in Fall 3. Wegen ¢ = 0 gilt
ao (u,u) > A ‘Uﬁ{l(n) :

Hieraus und aus der Poincaréschen Ungleichung (Satz 2.25) folgt die Koerzivitét von ay auf
Vi={ue H'(Q): [,¢ =0}. Die Abschétzung a (u,u) > 0 fiir alle u € X\ {0} bleibt giiltig,
ebenso die Stetigkeit von ag und a;. Lediglich bei der Stetigkeit von ¢ ist Sorgfalt geboten.
Da V = H'(Q) /R ist, muss fiir die Stetigkeit von ¢ die Inklusion R C Kern (¢) gelten. Dies
ist aber wegen [, f 4+ [rg =0 der Fall. m

Das folgende Beispiel zeigt, dass wir eine Regularititsaussage der Form u € H? () fiir
schwache Losungen nur unter zuséitzlichen Annahmen an den Rand I' erwarten konnen.

Beispiel 4.4 Sei 0 < o < 271 und 2, das Kreissegment

Q, = {x:r(césw) ER2ZO<T<1,O<§0<O¢}.
sin ¢

Definiere die Funktion v € €, — R durch

v(x) = rosin T8 mit x=r (cos @, sin go)T )
a

Dann gilt fiir jedes x € €,

10 [ ov 1 Ov?

Sei w € Cg° (R?,R) mit Trw C B(0,2) und w =1 auf B(0,3).
Definiere
u = wu, f=Aw(I1—-w)).
Dann gilt
—Au=f inQ,,
u=0  auf 0Q,.

Offensichtlich ist (1 —w)v € C* (R% R) und somit f € C= (). Ebenso ist u € C™ ().
Wegen u =v in B (O, %) gilt aber
u¢ C™(Qa).

Wie man leicht nachrechnet gilt

ueC"(Q,) <=0<ac< k>1

T
]{:’
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und

Dku€L2(Qa)<:>0<a<%, k> 2.

Wir kénnen also bei gegebenem o i.a. keine Abschdtzung der Form

lulloesamy < e 1 floxm)
und keine Abschdtzung der Form

HUHHHZ(Qa) <dj HfHHk(Qa)

erwarten, wie sie fiir gewohnliche Differentialgleichungen gelten wiirde.

Satz 4.5 (Regularititssatz) Sei I' ein C?-Mannigfaltigkeit oder Q konvez und f € L*(Q).
Bei gemischten Neumann-Randbedingungen gebe es eine Funktion u, € H? () mit g = ug|FN.
Dann qilt fiir die schwache Lésung u der elliptischen Differentialgleichung mit homogenen
oder gemischten oder Neumann-Randbedingungen die Regularititsaussage u € H* (Q) und die
a-priori- Abschdtzung

el sy < € {1 oy + Ntg gy -

Die Konstante ¢ hingt nur von €2 und den Koeffizienten c, b, A in der Differentialgleichung
ab.

5 Eindimensionale lineare finite Elemente

Elliptische Differentialgleichungen werden am giinstigsten mit finiten Elementen diskretisiert.

Zur Einfiithrung geben wir das Verfahren zuniichst im eindimensionalen Fall an.
Sei 2 = (0,1) und

X =H0,1), (L(v)= fol fuv,  a(u,v) = fol {Au'V" + cuv}.
Wir nehmen A € C! (ﬁ), ceC’ (ﬁ) und
0<X <A(x) <A <00, ar:= [|4fx@q) < o0,
0<c<c(r)<c <o

an.
Kontinuierliches Problem:
Sei f € L?(Q) gegeben. Finde u € H} (Q) mit

a(u,v) =1 (v) Vv € H} (Q). (5.1)

Das Ziel dieses Kapitels ist es, dieses Problem mit finite Elementen zu diskretisieren. Die
Diskretisierung wird im Rahmen von Satz 3.2 und Satz 3.7 geschehen. Daher miissen wir
im ersten Schritt endlich-dimensionale Teilriume des Sobolev-Raums H} (2) definieren. Als
Teilriume verwenden wir die Spline-Réume, welche bereits in der Vorlesung Numerik I zur
Approximation von Funktionen verwendet wurden.
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Sei G :={r,:0<i<n} mit = [z;,zq] und 0 = 2o < 21 < ... < 2,51 = 1 eine
Unterteilung von [0,1] in n + 1 Teilintervalle. Setze h; := z;41 — x; fiir 0 < ¢ < n. Die
maximale Schrittweite ist durch

h := max h;
0<i<n

gegeben. Wir fithren den Spline-Raum Sé’o ein:
S:=85"={peC([0,1]) VT €G: |, eP1} N H (Q).

Eine Basis von S ist durch die Funktionen b;, 1 <1 < ng, gegeben:

$;fj;1 in Ti—1,
b; (x) := x”h—lz_x in 7, (5.2)
0 sonst.
Das diskrete Problem
a(ug,v) =¥ (v) Yve S (5.3)

ist dann #quivalent zu einem linearen Gleichungssystem im R™ mit einer symmetrischen,
positiv definiten Tridiagonalmatrix.

Aus Satz 3.2 folgt, dass der Fehler u — ug zwischen der schwachen Losung u und der
Finite-Elemente-Losung ug (bis auf einen Faktor) durch den Approximationsfehler?

| 9 |
Ju— uSHHl(Q) < Cqo }Jgg lu— UHHI(Q) < quﬂll)gg lu— U|H1(Q) (5.4)
mit
C L C100nt L . L
qo - — e ) Ceoer = mm{)\o, CO} ) Ccont C )\1 + C1
coer

kontrolliert wird. Im néichsten Schritt werden wir diesen Term abschitzen. Wir betrachten ein
Intervall 7 = [A, B] € G der Lénge h, = B — A und setzen u € H? () voraus. Analog wie fiir
die Friedrichssche Ungleichung geniigt es, die Fehlerabschéitzung fiir Funktionen aus C'*° (ﬁ)
zu bewesen.

Sei @ die lineare Interpolation von u auf 7. Dann gilt die Fehlerdarstellung

u(@) () = (o~ 4) (e - B) L

fiir # € [A, B] und einer Zwischenstelle £ = £ (z) € 7.
Die Ableitung «' wird durch die (konstante) Funktion @' approximiert, welche nach dem
Satz von Rolle mit der Ableitung u' an einer Zwischenstelle ¢ € 7 iibereinstimmt. Daraus folgt

e/(:c):u/(:c)—ﬂ/(x):/;u”(t)dt Ve

*Aus (2.5) folgt fiir ein Gebiet mit Durchmesser p die Abschiitzung

el < VI+ 0 @lq) -

Fiir das Einheitsinterval gilt p = 1.
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Quadrieren und die Holder-Ungleichung liefert:

B 2 B
ks ([ o) <@-a) [ ora =i,

A

Integration iiber 7 ergibt
2 2
lu' — U/HLZ(T) < h? ‘u|H2(T) :

Durch Summation iiber alle Intervalle erhalten wir

2 2 2
lu — u|H1(Q) < th |U|H2(T) = h? |u|H2(Q)
TEG

und haben insgesamt die Approximationseigenschaft:
inf ju — vl g) < 1 fulpag)
gezeigt. Daraus folgt mit (5.4)
) (2.5)
Ju— uSHHl(Q) < Coo }Jlgg lu — UHHl(Q) < qu\/ih ‘U‘HQ(Q) : (5.5)

Natiirlich muss hierfiir u € H? () vorausgesetzt werden. Diese Bedingung wird im Anschluss
diskutiert. Mit Satz 3.2 folgt daraus auch die Fehlerabschitzung

Hus@ _UHHl(Q)

02
|lu — ugl| < V2=t o fu) sup  inf (5.6)
@) Ceoer HA(®) peL2(Q)\{0} VES ||90||L2(Q)
Die Funktion u, € H? (Q) ist dabei die Lésung von
/ .
- (Au:@) + cu, = ¢ in Q, (5.7)
ty (0) = uy (1) =0
Nochmaliges Anwenden des vorigen Approximationsresultats liefert:
[y — o u
sup  inf Ly H@® o V2hg  sup Mﬂ (5.8)

perz @00} €S (1@l 2q) cerz@\(0y 1/l r2()
Wie in (5.5) wird auch hier die H?-Regularitéit benotigt.
Lemma 5.1 Das Problem (5.1) ist H?-reguldr.
Beweis. Wir wihlen v = u in (5.1) und erhalten mit Cauchy-Schwarz-Ungleichungen
Ceoer [l 710y < @ () < Il < NI el g

und damit 1

A1l (5.9)

Die starke Formulierung von (5.1) liefert die Differentialgleichung

HuHHl(Q) <

coer

—(Au) +cu=f inQ mit u(0)=wu(l)=0.
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Mit Hilfe der Leibniz-Produktregel erhalten wir

,,_f+A’u’—cu
Sy —

Wir wenden die L? (Q)-Norm auf beide Seiten an und erhalten

1 (5.9) , 1 Va2 4 ¢é?
[u"]| < —([IfIl +ax [[u]] +erlul) < Cregllfll mit Creg = N (H# :

Ccoer

und das ist die H2-Regularitit. m
Die Kombination von diesem Lemma und (5.5), (5.6), (5.8) ergibt

lu = us| 2y + R lu = us|giq) < h® lul gy < eh® || Fll 12 -

Um diese Vorgehensweise zu verallgemeinern, fassen wir die wesentlichen Diskretisierungs-
schritte im folgenden nochmals zusammen.

1. Konstruktion einer Unterteilung G von 2 in einfache Teilgebiete.

2. Konstruktion eines Finite-Elemente-Raumes S, der aus ,einfachen“ Funktionen auf den
Teilgebieten G besteht.

3. Konstruktion einer Basis von S, die auf Funktionen mit moglichst kleinem Tréger be-
steht.

4. Abschiitzung des Interpolationsfehlers.

6 Simpliziale finite Elemente in d Dimensionen

Sei Q C R? ein beschriinktes Lipschitz-Polytop (Intervall fiir d = 1, polygonales Gebiet fiir
d = 2, polyhedrales Gebiet fiir d = 3, ...). Wir betrachten die allgemeine, symmetrische,
elliptische Differentialgleichung mit gemischten-Randbedingungen (siehe (4.5)):

Finde u € Hp, (Q) a(u,v) =£(v) Vv € Hp (Q) (6.1)

a(u,v):/Q(AVu, Vv + cuv) und E(v):/QijL/F gu. (6.2)

N

Die Voraussetzungen an die Koeffizienten A, ¢ und die rechte Seite f sind

Ae L™ (RS Y, c€ L™ (Q,Rxg), fel*Q), gelL*(I'y) (6.3)

Symm
und A A
0<A:=inf inf Z#@C)Z <sup sup Zf(xﬂ =\ < o0 (6.4)
x€QzeRI\{0}  Z°Z x€Q zeRI\{0} 2 Z
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Abbildung 1: Triangulierung mit ,héingendem Knoten*.

Definition 6.1 Fine Unterteilung von 2 in abgeschlossene Simplizes G = {7; : 1 <i < ng}
ist ein konformes® simpliziales Finite-Elemente-Gitter, falls Q = U o’ gilt und der Schnitt

zweter Simplizes 7;, T; (i # j) entweder leer ist oder ein gemeinsamer, niederdimensionaler
Oberflichensimplex ist.

Wir bezeichnen dazu fiir 0 < k& < d— 1 mit C;, (1) die Menge aller k-dimensionalen (relativ
abgeschlossenen) Oberfliichensimplizes® von 7 und setzen C, (1) := {7}.

Beispiel 6.2 Die Schnittbedingungen in Definition 6.1 besagen, dass der Schnitt zweier Ele-
mente 7, T; €G, 1 # 7,

1. fird =1 (7; sind Intervalle) entweder leer ist oder ein gemeinsamer Endpunkt ist,

2. fir d = 2, (7; sind Dreiecke) entweder leer, ein gemeinsamer Eckpunkt oder eine ge-
meinsame Kante ist,

3. fird =3, (1; sind Simplizes) entweder leer, ein gemeinsamer Eckpunkt eine gemeinsame
Kante oder eine gemeinsame Seitenfidche ist.

Ein Mass fiir die Entartung der Simplizes ist die Formregularitéitskonstante (shape regu-

larity constant):
he
Cg 1= max {|—7_‘} (6.5)

mit dem d-dimensionalen Volumen |7| von 7 € G und
hg := maxh, mit h,:=diamr.
TEG
Die Menge aller Eckpunkte der Simplizes werden wieder mit ©g bezeichnet.

Definition 6.3 Der Referenzsimplex 7y C R? ist gegeben durch

Tq = {X € R‘éo | Hx||z1 < 1}.

5Die Bezeichnung ,konform* bezieht sich auf die Schnittbedingungen, die sicher stellen werden, dass der
endlichdimensionale Finite-Elemente Raum S in H} () enthalten (konform) ist. Ein nicht-konformes Finite-
Elemente-Gitter kann ,héngende Knoten* enthalten (siehe. Abb. 1).

Fiir d = 1 besteht Cy (1) aus den beiden Intervallenden; fiir d = 2 besteht Cy (7) aus den Dreiecksecken und
C1 (7) aus den Dreieckskanten; fiir d = 3 besteht Cp (7) aus den Tetraederecken, C; (1) aus den Tetraederkanten
und Cs (7) aus den Tetraederseitenfléichen.
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74 ist affine dquivalent zu einem beliebigen Simpler 7 C R? mit Eckpunkten x7, 0 < i < d
durch die (nicht eindeutige) affine Transformation

Xr (X) == x{ + m,X

mit der d x d Jacobi-Matriz m, deren i-te Spalte durch x] —x{, gegeben ist. Falls die Dimension
d aus dem Kontext klar ist, schreiben wir kurz 7 statt 7.

Um die Menge P, aller d-variaten Polynome zu definieren, benttigen wir zunéchst einige
Notationen. Fiir einen Vektor x = (xi)?:l € R? oder einen Multiindex p = (,ui)f:l € Nd setzen

WIr
d d d
X= e = wd o I
=1

i=1

Die Indexmenge LZ ist gegeben durch

o= {p e Ny | |u| <p}

und man beweist durch vollstéindige Induktion

539

Falls die Dimension aus dem Kontext klar ist, schreiben wir kurz ¢, statt Lg. Der Polynomraum
P, ist gegeben durch

IP’Z:: Zaaxa|VaELg:aaER
acug

Wiederum schreiben wir kurz P,, wenn die Dimension d klar ist und ]P’g (w) fiir ein Gebiet
w C R?, falls die Funktionen in Pg nur fiir x € w betrachtet werden.

Im Rahmen von abstrakten Finite-Elemente-Diskretisierungen von Bilinearformen miissen
wir zunéchst wieder einen endlichdimensionalen Teilraum S von Hj, () definieren. Wir setzen

S = Sg,(l]) ={peC’(Q)|Vreg: ¢, eP,} NH)(Q), (6.6)

wobei Hj (Q) wieder wie in Definition 4.1 vom Dirichlet-Teil I'p des Randes abhéingt.
Zunichst werden wir eine Lagrange-Basis fiir P, auf dem Referenzdreieck definieren und
dazu eine geeignete Menge von Knotenpunkten. Wir setzen

d
~ { ﬁ (1)i:1 p=0,

»d =
p {%u‘ueLg} p>1.

Fir z = % JTRS flz definieren wir die Funktionen B, durch”

R d pi=1 (s — px; P S—p |X‘
B, _ 2 A 6.7
(x) Hi:1Hs:O (s — pzi) HF\M“ (5 —-Pp ‘Z|) o7

"Diese Darstellung der Lagrange-Basis fiir Polynome auf Simplizes stammt von Prof. Charles F. Dunkl,
Univ. Virginia.
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Satz 6.4 B,, z € f]g, bildet eine Lagrange-Basis von P,.

Beweis. 1. Der Polynomgrad von B, ist gegeben durch

<221>+ 1] =lpl+-lu)=p

i=1 s=0 s=|pb|+1

so dass B, € P, gilt.
2. Wir zeigen: B, besitzt die Lagrange-Eigenschaft: B, (z) = 1 und B, (y) = 0 fiir alle
y € X0\ {z}. Fiir x = z stimmen alle Zzhler in (6.7) mit den jeweiligen Nennern iiberein, so

dass die Produkte 1 ergeben. Fiir y = % € i;\ {z} gilt

o= (I (5 T, (55

Falls ein 1 <1 < d existiert mit a;; < p; — 1 ist einer der Faktoren s — «; gleich Null und damit
auch B, (y). Sei nun «a; > p; fiir alle i. Da a # p gilt, muss ein i existieren mit «; > p; und
daher |a| > |p| 4 1. Das bedeutet, dass einer der Faktoren s — |a| in diesem Fall gleich Null
ist, und somit auch B, (y) = 0 gilt.

3. Die Lagrange-Eigenschaft impliziert, dass alle B, linear unabhingig sind und wegen

ﬂEd (*+?) = dim P? folgt, dass B, eine Lagrange-Basis von PP, ist. m

Definition 6.5 Die Menge der Knotenpunkte vom Grad p auf einem beliebigen Simplex T C

R? sind durch R
EZ (1) := {XT (z):z € ZZ}

gegeben.
Bemerkung 6.6
a. Die ,hochgehobenen “ Basisfunktionen
By i=Bsox;', zeXi(r) 2:=x(2)
bilden eine Lagrange-Basis von P, fiir die Knotenmenge %4 (7).
b. Der Polynomraum P, ist invariant unter affinen Transformationen.

c. Firl <k<d-—1, sei f ein k-dimensionaler Oberflichensimplex von T oder f = .
Dann st fiir jedes w € IP’Z, die Einschrinkung w| t durch die Werte in den Knotenpunkten

z € fNXL(7) eindeutig festgelegt.

Beweis. Aussagen (a) und (b) sind offensichtlich und wir beweisen lediglich Aussage (c).
Sei w € P, und f € Cj, (7) ein k-dimensionaler Oberflichensimplex. Wir transportieren beides
auf das Referenzelement, so dass w = w o x, € P, und f= Xt (f) gilt. Wegen (b) geniigt
es die Aussage fiir den Referenzsimplex zu beweisen. O.b.d.A. kénnen wir die affine Transfor-
mation y, so wihlen, dass f = Tp, gilt und wir setzen w; := W i€ ]P’k Die Konstruktion der
Knotenpunkte impliziert, dass f N Ed Ek gilt. Aus Satz 6.4 folgt daher, dass w; eindeutig

durch die Werte in den Knotenpunkten auf f festgelegt ist. m
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Korollar 6.7 Seien 1,7 € G zwei Simplizes eines Finite-Elemente-Gitters G, die disjunktes
Inneres und nichtleeren Schnitt f = 1 N1y haben. Seien wi,w, € P, gegeben und w : 71Uty —

R durch
(o]
wy  auf 71
w = o
wy auf T

definiert. Dann stimmen die Spuren w; | ; und wy| s Uberein, genau dann wenn sie in allen

gemeinsamen Knotenpunkten A A
EZ(ﬁ)ﬂfZE;‘f(Tz)ﬂf (6.8)

ibereinstimmen.

Beweis. Die Gleichheit in (6.8) folgt, da affine Abbildungen (hier x,, und x,) verhéltni-
streu sind. Daher folgt die Behauptung aus Bemerkung 6.6. m

Wir definieren nun die Menge X, (G) der globalen Knotenpunkte im Finite-Elemente-Gitter
G. Diese hingt von den vorgegebenen Randbedingungen ab.

Konvention 6.8 Im allgemeinen betrachten wir gemischte Randbedingungen, d.h., I' = T'p U
I'n mit disjunkten (messbaren) Teilmengen I'n und 'y, wobei I'p relativ abgeschlossen sein
soll. Wie nehmen an, dass auf I'n homogene Dirichlet-Randbedingungen gegeben sind und auf
I'n (im Allgemeinen) nicht-homogene Neumann-Randbedingungen.

Definition 6.9 Die Menge ¥, (G) der globalen Knotenpunkte im Finite-Elemente-Gitter
G fir gemischte Randwertproblem I' = I'p U 'y (wie in Konvention 6.8) ist gegeben durch

20 (9) = (U, % () \o,

wobei angenommen ist, dass I'p vom Gitter aufgelost wird, d.h.

Ip= [J (rnD).

TEG
|TNC'p|>0

Satz 6.10 Eine Basis fiir den Raum Sg:% ist durch b,, z € ¥,p(G), gegeben, wobei die
Lagrange-Basisfunktionen b, implizit durch

b, € S5D und by(z)=1 und b,(y)=0 Vye€L,p(G)\{y} (6.9)
gegeben sind. Sei w, := U {r€G|zer7}. Dann gilt explizit fir T C w,
bal, 0 Xr = Bs  fiir 2 =x;" (2) (6.10)
und b, (x) = 0 fir alle x € Q\w,. Fiir den Trager von b, gilt
supp b, = w,. (6.11)

Beweis. Wir setzen S = Sg:% und S = span {b, : z € ¥, p (G)}. Per Definition gilt b, € S,
so dass S C S folgt. Um die umgekehrte Relation S C S zu zeigen, wihlen wir w € S und
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zeigen w € S. Zuniichst definieren wir fiir stetige Funktionen ¢ € C° (ﬁ) den Knoteninterpo-
lationsoperator durch

Bopai= Y. q(@)beSs. (6.12)

z€¥, p(G)

Es geniigt daher zu zeigen, dass w := Ii’;lt’Dw = w gilt. Sei 7 € G und Zg (1) die Menge aller

Knotenpunkte auf 7. Dann gilt (w—0)|_ € ]P’g. Die Lagrange-Eigenschaft von b, in (6.9)
impliziert
(w—1w)(z) =0 firallez e Zg (1) \I'p.

Wegen w — @ € S5Y, gilt
w(z)=0=w(z) firalleze Ez(T)ﬁFD

so dass
(w—w)(z) =0 firalleze Eg (7).

Da B,, z €X{ (7), eine Basis fiir P, bildet, folgt
(w—@),= Y (w-%)(z)B; =0 und w|, =1

-
z€Xd(7)

Da 7 € G beliebig war, folgt w =@ und S = S.
Die Eigenschaften (6.10) und (6.11) folgen analog. m
Jedes u € Sg:% lasst sich eindeutig schreiben in der Form

U= Z ugzb, mit u, = u(z). (6.13)

z€%p p(9)
Daher ist das diskrete Problem: Finde ug € S mit
a(ug,v) =¥ (v) Yo e S (6.14)
dquivalent zu einem linearen Gleichungssystem mit
N :=Ng,p =1Y,p(G)=dim S

Gleichungen und Unbekannten. Wir definieren dazu die Systemmatrix A = (ay ,)
RY*N und den rechte-Seite-Vektor r = (1) ¢ € RY durch

2y€%,p(G) €

2€%, D
Ay, =a(byby) und 1, =10(b,) Vz,y € ¥,p (G).
Proposition 6.11
a. Die Systemmatriz A fiir Problem (6.2) ist symmetrisch und positiv definit.

b. Das lineare Gleichungssystem
Au=r (6.15)
mit u = (uz)zezw(g) besitzt eine eindeutige Losung. Die zugehérige Finite-Elemente-
Funktion ug = Zzezp 0(9) uzb, ist die eindeutige Losung von (6.14). Ist umgekehrt ug die

eindeutige Losung von (6.14), so erfillt der durch (6.13) definierte Koeffizientenvektor
u das Gleichungssystem (6.15).
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c. Die Matrix ist schwach besetzt, d.h. die Anzahl der Nicht-Nullelemente pro Zeile ,z “ ist
beschrinkt durch

o1+ (pj;d)ﬁ{feg mitz €T } “

Diese Anzahl ist unabhdngig von #G, hingt aber von der Formregularitdt der Simplizes
ab und vom Polynomgrad wie O (pd).

Beweis. @ a: Die Symmetrie folgt aus der Symmetrie der Bilinearform a (-,-) (wegen b =
0 und der Symmetrie des Diffusionskoeffizienten A (x) €R?*?). Fiir einen Koeffizientenvektor
u= <“2)zezp L) assoziieren wir die Finite-Elemente-Funktion u wie in (6.13). Da (bZ)zezp (0)
eine Basis von Sg:% ist, gilt die Aquivalenz u =0 <= u = 0.

Daraus folgt mit dem Beweis von Satz 4.3(Teil 1) die Abschétzung

(u, Au) = Z Uglly gy = Z Uty a (by, by)

2,y€3p n(9) 2,y€X, p(0)

I
S

Z uzbm Z uyby =a (uv u) Z C HuHiIl(Q)

z€%, p(9) y€X,p(9)
und wegen der oben erklirten Aquivalenz die positive Definitheit
(u,Au) >0 Vu=(Ug),e5 g mit uz#0.

@ b: Das lineare Gleichungssystem (6.15) ist die Basisdarstellung der Variationsaufgabe
(6.14). Daher folgt die Aussage aus elementaren Sitzen der linearen Algebra.

@ c: Sei z € ¥,p (9) ein Knotenpunkt. Der Tréger von b, (und damit auch von Vb,) ist
durch w, (cf. Satz 6.10) gegeben. Das Matrixelement ay, , ist also von Null verschieden, falls
die w, Nwy positives d—dimensionales Mass besitzt. Dies ist aber genau dann der Fall, falls z
und y in einem gemeinsamen Simplex 7 € G liegen. m

Fiir die Fehlerabschitzung — genauer die Abschitzung des Bestapproximationsfehlers

inf [lu —vf| g
verwenden wir den Knoteninterpolationsoperator aus (6.12). Man beachte, dass gilt
15y (HL(Q)NC® (Q)) — SEY.

Die Abschétzung des Interpolationsfehlers geschieht zunéchst auf dem Referenzelement. Dazu
definieren wir II, : Cj (%) — [P, durch

<ﬂpu) (z) = u(z) Vz € X, (6.16)
Man beachte, dass fiir jedes u € C° (ﬁ) und jedes 7 € G die Identitit gilt:

(Zpw)|, = (Ma) ox; mit @=ul oy,
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Satz 6.12 Seip € N mit p+ 1> d/2. Dann wird durch

[u]p+1 = ‘u|p+1 + Z u (z)]

zeSd
eine Norm auf H**' (7) definiert, die zu ||||, ., dquivalent ist.

Beweis. Der Sobolevsche Einbettungssatz impliziert H*™ (7) < C°(7) und daher ist
[u],,, wohldefiniert, und es existiert eine Konstante ¢; > 0 mit

[Wpr < et lltllgonry Yu€ HH (7).
Wir miissen also noch zeigen, dass es eine Konstante c; > 0 gibt mit
[l o sy < c2[ul,yy Vu e HPH (7).

Angenommen, eine solche Konstante existiere nicht. Dann existiert ein Folge (uy), .y C
HPL(7) mit

und
lim [u,],,, = 0. (6.18)

Wegen Bemerkung 2.22 und Satz 2.23 gibt es eine Teilfolge (uy,, ), ey und ein v € HP (7) mit
nlbi—{noo [wn,, — uHHP(f-) = 0.
Diese Folge ist eine Cauchy-Folge in HP™! (), da auch
|, — unk|Hp+1(+) < ‘unm|HP+1(7”-) + |unk|Hp+1(+) < [Unm]HpH(f-) + [unk]Hp+1(i-) —0
gilt, so dass u € HP™! (7) folgt. Wegen (6.18) ist insbesondere
ALH;O |tn,, — U‘le(f) =0.
Daher ist sogar v € HP™! (7) mit |ul i1 sy = 0, und es gilt
T, = 1) = 0.
Wegen |u\H,,+1(%) = 0 ist u € PZ. Wegen Satz 2.23 gilt
u(z) = nllinm Unp,, (Z) Vz € flz.

Hieraus und aus (6.18) folgt aber
u(z)=0 Vze i;.

Wegen Bemerkung 6.6¢ ist also u = 0 im Widerspruch zu (6.17). m
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Satz 6.13 Sei k € N. Dann gibt es eine Konstante c, die von k abhdngt, mit

. S C|U|Hk+1(7:) Yu < Hk+1 (7:) .

Beweis. Aus Satz 6.12 folgt fiir beliebiges u € H*1 (%)

Hu—Hku‘

< [u — Hw] = C2 |ulgrir sy s

HFHL(7) HFHL(7)

da ITyu € Py, und u (z) — [y (z) = 0 ist fiir alle z € 3. m
Fiir 7 € G bezeichnet (vgl. Def. 6.3)

X- (%) = x5 + m, % (6.19)

eine affine Transformation des Referenzelements 7 auf 7. Das folgende Lemma schéitzt die
Jacobi-Matrix m, dieser Transformation ab.

Lemma 6.14 Fiir jedes 7 € G gilt fiir die Matriz m, aus (6.19)

d+d V2ég
hy |

|Jm, || < he,  |mit| <

2

mit einer Konstanten ¢g, welche lediglich (linear) von der Formregularititskonstanten cg (sie-
he (6.5)) abhdngt.

Beweis. Bezeichne mit /; den Durchmesser von 7, und p; 4 den Durchmesser des grossten,
in 7, eingeschriebenen Balles. Man rechnet leicht nach, dass hs = v/2 gilt. Fiir p#,q verwenden
wir die Formel

_ d |7l B d |74l
Prd =2 =2-—
Zfecd,l(f-d) |f] d|7g-1] + | fdl

mit dem Volumen | f,| des grossten (d — 1)-dimensionalen Oberflichensimplex an 7,. Wir ver-

wenden |74| = 1/d! und | f,] := F\/El)! und erhalten
B 2
pT,d d_'_ \/E

Sei nun z € R? mit ||Z|| = p; beliebig. Dann gibt es Punkte X, y € ¥ mit X — y = Z. Da
X4+ : T — 7 bijektiv ist, folgt

[m-2[| = [Ix- (R) = x+ ()] < hr.

Also ist \/_
_ N h, d++Vd
Im.|| = pz* sup [m,z|| < — = —
zeR4 7
l|2]|=p+
Vertauschen der Rollen von 7 und 7 liefert
hs 2
-t < B2 V2
pr pr
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Wir verwenden nochmals die Formel fiir den Inkreisdurchmesser und erhalten mit der Form-
regularitét

b =2 d|7| 2d hd - 2d h S a1y
T ~ g (d+1) max = co d-1 = "G 7
o TIE W e T e g ()
mit
Co = —\/E (d + 1)0
P
m

Satz 6.15 Seip € N. Dann gelten fiir alleuw € HP™' (Q) die Interpolationsfehlerabschitzungen
1
Hu - ISUHB(Q) < cthJr ‘U|Hp+1(ﬂ)
u— Igu‘Hl(Q) < e2hg [l g (q) -

Die Konstanten c; und co hingen von ), p und der Konstanten cg in der Regularititsbedingung
an G ab.

Beweis. Sei 7 € G und x; (X) = xJ+m,X eine affine Transformation des Referenzelements
7 auf 7. Die Transformationsformel fiir Integrale liefert®

Ju— ISUHLz(T) = |det m,|"/* [ (u = I§u) o XTHL2(+) ’

o T3l < et 2 ]~ 22) 0 el 1

luo XT‘HPH(%) < Cp,q |det mT|71/2 ||InT||p+1 |U‘Hp+1(7) : (6.21)

8Fiir (6.21), setzen wir © = v o x, und verwenden die Kettenregel fiir o € Nd mit |a| = k + 1
((0%) o x;') = (mIV)*w.
Man kann sich einfach klar machen, dass sich die rechte Seite schreiben lisst als

Z g 0*v

aeNd
mit reellen Koeffizienten g . Fiir einen Matrixmultiindex p € Nng, setzen wir |u| = sz j=1 Hi,j und mH =

d
H my 5’ Dann besitzen die Koeffizienten go die Form
ij=1

doe = Z Cum“

pLengxd
el=h+1

mit Koeffizienten ¢y die nicht von m abhéingen. Um den Betrag punktweise abzuschitzen verwenden wir
Im; ;| < |l |
und erhalten mit || =k + 1

[(@%9) 0 F71) ()" = [mIV)* v ()" < C lmc [2FFD S [0k (). (6.20)

HeNg
|1 =k+1

Summation iiber alle |a] = k 4+ 1 und Integration liefert (6.21).
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Aus Lemma 6.14 folgt
I, || < hrfps, |mt| < ha/ps.

Aus diesen Abschiitzungen und Satz 6.13 ergibt sich wegen Ifu o x, = I, (uox,)
Hu - Ig“Hp(T) sc (hf//)f)pﬂ |U‘Hp+1(7) ; (6.22a)

B,
%) W ulgrrgy - (6220)

[u = Tgul sy < chifpr (he/pe)" Jul gonnzy = cheps?™ (
Hieraus folgt die Behauptung durch Quadrieren und Summieren iiber alle Elemente 7 € G. m

Theorem 6.16 Wir betrachten das Problem (6.1) mit der Bilinearform a und Linearform ¢
aus (6.2). Die Daten erfiillen die Voraussetzungen (6.3) und (6.4). Dann besitzt das Finite-
Elemente-Galerkin-Verfahren:

Finde us € S5}, a(us,v) = £ (v) Vv € Sg'n

eine eindeutige Losung, die die Fehlerabschdtzungen

u u 11 Uu v
S HL(Q) O pegh? H(Q)

Gg,D
2 Hugo - 'UHHl(Q)
lu = usl| 2ry < — inf [ju— vl sup - inf ——r———
PO =70 s O penoyveszh €l

erfillt. Hier bezeichnet u, € H) () die eindeutige Losung des Problems
a(v,up) = (¢, V)20 Vv € Hp (). (6.23)
Falls w € HP™ (Q) gilt, folgt die Fehlerabschiitzung
Ju— USHHl(Q) < Ch? |u‘HP+1(Q) :
Ist das Problem dariiber hinaus H? (Q)-regulir®, erhalten wir
lu — USHLZ(Q) < Chrtt |u‘HP+1(Q) :

Fiir die Bewertung von Verfahren spielen verschiedene Kriterien ein Rolle. Dazu zéhlen die
Konvergenzgeschwindigkeit -genauer der Rechen- und Speicheraufwand eine Niherungslosung
mit vorgeschriebener Genauigkeit zu berechnen, die Grosse der Problemklasse, fiir die das
Verfahren anwendbar ist und die Robustheit bei parameterabhéngigen Problemen.

Exemplarisch wollen wir im folgenden die Situation betrachten, dass der Koeffizienten-
vektor b im Konvektionsterm (b, Vu) ,gross® ist verglichen zur Koeffizientenmatrix A des
Diffusionsterms div (A grad ). In diesem Fall beobachtet man in der Finite-Elemente-Losung
unphysikalische Oszillationen, d.h., das Verfahren ist nicht robust beziiglich dieser Parameter-
abhéngigkeit. Wir werden im folgenden eine Modifikation erkliren, bei dem diese Schwierigkeit
eliminiert wird.

9H? (Q)-reguliir bedeutet, dass die Losung von (6.23) fiir jede rechte Seite o € L% (Q) in H? (£2) ist und
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Dieses Verfahren wird in der Literatur als Stromlinien-Diffusions-Methode (engl.
Streamline-diffusion finite element method, kurz SDFEM) bzw. streamline upwind
Petrov-Galerkin Verfahren, kurz SUPG, bezeichnet. Fiir die Darstellung des zugrundelie-
genden Prinzips beschréinken wir uns auf den einfachsten Spezialfall konstanter Koeffizienten
A =¢I, b € R?\ {0} und ¢ = 0 und homogenen Dirichlet-Randbedingungen. Dabei ist die
Skalierung so gewihlt, dass

|Ibl[=1 und 0<e<x1

gilt. Andere Randbedingungen und variable Koeffizienten werden im Prinzip genauso behan-
delt, erfordern aber grosseren technischen Aufwand.
Im Rahmen von Satz 3.1 ist jetzt

X =H)(Q), {(v) = / fv, a(u,v) = / e (Vu, Vv) + (b, Vu) v.
Q Q
Der diskrete Raum S ist wieder durch
S:=S85:={peC’(Q)|Vreg: ¢, ePi} NH; Q)

definiert. Wir definieren auf S eine gitterabhingige Bilinearform ag, eine Linearform /g und
eine Norm ||-|| 4 gemiiss

as (u,v) :==a(u,v +Z5/qu (b, Vv) (6.24a)
TEG
ls (0)+) 65 / £ (b, Vv) (6.24b)
TEG

1/2
|u|175 = {5 |U|§{1(Q) + Z - || (b, VU)Hiz(T)} . (6.24c¢)

TEG

Das neue diskrete Problem lautet dann: Finde ug € S mit
as (ug,v) =g (v) Yo € S. (6.25)

Dabei sind die ¢, nicht-negative Parameter, die wir spéter fixieren werden. Die §, werden
zur numerischen Stabilisierung verwendet. Der zusiitzliche Term in ag entspricht einer Dis-
kretisierung von —d%u/0b?, d.h. der zweiten Ableitung in Richtung von b. Daher wird eine
zusétzlich Diffusion in Stromrichtung eingefiihrt. Insbesondere kann man erhoffen, dass senk-
recht zur Stromrichtung keine kiinstliche Diffusion, d.h. kein Verschmieren auftritt.

Wir illustrieren das Losungsverhalten an Hand des Eigenwertproblems

—eAu+ du=Au in Q = (0, 1)2,

u=20 auf I' = 01). (6.26)

Ein Separationsansatz u (z,y) = v (x)w (y) fithrt auf das System gewohnlicher Differential-

gleichungen
—et"+0v' =60 =0 und —ew’ - (*+A)w=0

Die Losungen sind durch

152 ./ 2.
u(z,y) = /@) <e’”@ — e ) (C'selyv + Cre

)
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gegeben. Die Randbedingungen fiithren auf
u(z,y) = e sin (kyz) sin (kamy)

zum Eigenwert A\ = £ + ¢ (kf + k3) 7. Fiir moderates k; und k, ist die Ableitung in Stro-

mungsrichtung um die Grossenordnung (2&?)71 grosser als die Ableitung in Richtung von y.
Die Stromlinien verlaufen also in z-Richtung. Fiir die numerische Losung beobachtet man
unphysikalische Oszillationen in y-Richtung.

Formal ldsst sich die Modifikation (6.24) so interpretieren, dass die Konvektions-Diffusions-
Gleichung statt mit v mit v + ), 0 (b, Vv) getestet wird. Daher sind im allgemeinen Fall
noch zusétzliche Terme der Form

Z d, / {—div (A grad ug) + cus} (b,Vv)

TEG T

in ag aufzunehmen.
Satz 6.17 Die Bilinearform ag ist koerziv bzgl. der HLS—Norm, d.h.
ags (u,u) > \uﬁs Vu € S.

Beweis. Aus dem Beweis von Satz 4.3(1) ergibt sich fiir den aktuellen Spezialfall die
Abschiitzung
a(v,v) > ¢ |v\§{1(9) Vv € H} (Q).

Hieraus und aus der Definition von as und |-[, ¢ folgt sofort die Behauptung. m
Bemerkung 6.18

1. Aus Satz 6.17 folgt, dass das diskrete Problem (6.25) eindeutig losbar ist.

2. Satz 6.17 bendtigt ausser der Annahme 0, > 0 keine weiteren Voraussetzungen an die
Or.

3. Im allgemeinen Fall bleibt Satz 6.17 giiltig, wenn wie in Satz 4.3 —% divb+c¢ > 0 und
WA ey 0% < 1 st

Fiir die Fehlerabschétzung der Diskretisierung (6.25) benotigen wir eine Abschéitzung der
L*-Norm des Interpolationsfehlers, wie wir sie bereits in (6.22) bewiesen haben:

1. Fiir alle v € H?(7) gilt
H’U — ]f[ﬂ)

o) < Clolgzs -
2. Fiir alle 7 € G und alle v € H? (1) gilt

lv = Igvll 1oy < ChT 0] pyary -
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Satz 6.19 Sei u € H} (Q) die Losung der Konvektions-Diffusions-Gleichung mit A = eI,
b € R? mit |b|| = 1, ¢ = 0 und homogenen Dirichlet-Randbedingungen und us € S die Lisung
der SDFEM-Diskretisierung (6.25). Es sei v € H?(Q). Dann gilt die Fehlerabschitzung

1/2
lu—ugl, 4 <C {Z (%6, + ehZ + 6,.h2 + 6" h}) \u|§{2(7)} .

TEG

Dabei ist cg wie in (6.5) das Mass fiir die Formregularitit der Triangulierung. Die Fehlerab-
schdtzung ist optimal fiir die Wahl

h?
VeEr+hE

Beweis. Die Dreiecksungleichung fiihrt zur Aufspaltung

5, =

lu — uS‘l,S <|u-— IQU|1,S + [Igu — uS|1,S'

Aus (6.22) folgt

1/2
lu—Igul, g <C {Z (e+0-) k2 \“|12HZ(T)} -

TEG

Setze zur Abkiirzung wg := ug — Igu. Aus Satz 6.17 folgt
‘ws‘is S as (’LUS, wg) = as (u — Igu, ws) + as (US —Uu, wg) .
Da u € H? () ist, folgt aus der Definition von ag, £s und (6.25)

as (us — u,wg) = ls (wg) — as (u, wg)

=l (wg —1—25 /f (b, Vwg) — a (u, wg) 25 / (b, Vu) (b, Vwg)

TEG T TEG T
=>4 /{f (b, Vu)} (b, Vig) = Y "6, /{ eAu} (b, Vwg)
TEG TEG
1/2
<Y &b ful ey 11D, Vwos) [ 2y {2525 [ } wsly -
TEG TEG

Hierbei haben wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung zunéchst fiir Integrale und danach fiir
endliche Summen ausgeniitzt. Mittels partieller Integration fiir den Konvektionsterm erhalten

39



wir weiterhin

as (u — Igu, wg) = 5/ (V (u—Igu),Vws) + /Q (b, V (u— Igu)) w

+) 6, / (b, V (u— Igu)) (b, Vwg)

TEG T

—5/ (V (u—Igu),Vws) —/Q<b,VwS) (u— Igu)
+) 6. / (b,V (u — Igu)) (b, Vws)

TEG

<elu— IQU|H1(Q) |wS|H1(Q) + Z lu — ]gu||L2(T) [{b, va>||L2(T)
TEG

+> 0 1(b, V (w = Igw) || p2ry | (b Ves) | 2y

TEG

1/2
< 2fuws, 5 {Z (e +6:) u — TgulZn gy + 67 flu— zgu||§2(T)}
TEG

1/2
< 2ws], 5 {Z (e +6:) O3 Juliary + Y 6, ChY |u|§12m}

TEG TEG

1/2
< 2-10.5¢g |wl, {Z h2 (e + 0, +07'h2) |u\§,2(7)} .

TEG

Aus den letzten beiden Abschitzungen folgt

1/2
us — Igul, g = [wl; g <C {Z (eh? + h26, + 67 Ry + €75, M?{%)} :

TEG

Zusammen mit der bewiesenen Abschitzung fiir |u — Igu\L ¢ folgt hieraus die Fehlerabschiit-
zung fiir |u — usl; 4. Offensichtlich ist sie optimal, wenn die J-Terme und §~-Terme gleich
sind. Hieraus folgt die Behauptung iiber die optimale Wahl von /. m

Bemerkung 6.20 FEs gilt 6, ~ h,, wenn ¢ < h, ist. In diesem Fall liefert Satz 6.19 eine
optimale Fehlerabschditzung der Form

(b, V (u — uS)>HL2(Q) < ch |U‘H2(Q)

in Stromrichtung. Im Fall h, < ¢, in dem auch die Diskretisierung (6.14) gut funktioniert,
ist 0, ~ h2e™t, und Satz 6.19 liefert eine Fehlerabschitzung der Form

|u uS‘Hl < ch |U‘H2 )
die vergleichbar ist zu derjenigen von Satz 6.16.

Die folgenden beiden Beispiele illustrieren das verbesserte Konvergenzverhalten von SUPG
fiir konvektionsdominierte Probleme verglichen zur Standard-Finite-Elemente-Methode.!’

Dije folgenden beiden Beispiele sind der Diplomarbeit von C. Wiist entnommen, die auf
http://www.math.unizh.ch/compmath/index.php?id=dipl heruntergeladen werden kann.
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Abbildung 2: Die exakte Losung fiir die eindimensionale Konvektions-Diffusionsgleichung. Der
kritische Bereich ist die Rand-Grenzschicht der Breite O (¢) bei x = 1.
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Abbildung 3: Numerische Losung mit linearen finiten Elementen auf einem #quidistanten
Gitter.

Beispiel 6.21 Wir betrachten zundchst ein eindimensionales Modellproblem. Sei Q@ = (0,1)
und 0 < ¢ < 1 ein Parameter. Aufgabe:

1 1
Finde u € H} (Q), so dass / eu'v' +u' = / v Yv e H(Q).
0 0

Die exakte Losung

e/ —1

elle —1

ist in Abb. 2 dargestellt. Die numerische Losung mit linearen finiten FElementen auf einer
dquidistanten Zerlequng des Gebiets Q0 = (0,1) zeigt unphysikalische Oszillationen und ist
unbrauchbar (siehe Abbildung 3). Abbildung 4 zeigt den Fehlerverlauf bei kleiner werdender
Schrittweite. Man sieht, dass die asymptotische Konvergenzrate fiir kleiner werdende Diffusion
immer spater einstellt.

n(x):=x—

Beispiel 6.22 Wir betrachten nun ein zweidimensionales Modellproblem. Sei Q = (0,1)* und
0 < e < 1 wieder ein Parameter. Aufgabe:

Finde u € Hy () mit /

5<Vu,Vv)+<b,Vu)v:/fv Vv € Hy (Q).
0 Q
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H'-Fehler

Verfeinerungslevel L

Abbildung 4: H'-Fehler fiir verschiedene, moderate Parameter.

’/&

»{4

ﬂ
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Abbildung 5: Numerische Losung mit linearen finiten Elementen auf einem regelméissigen
Dreiecksgitter.

Wir setzen b = (1, 1)T und verwenden die Funktion n aus Beispiel 6.21. Die exakte Losung
fiir die rechte Seite f (x,y) =n(x) 4+ n(y) ist gegeben durch

u(z,y) :=n(r)n(y).

Diskretisiert man dieses Problem mit linearen finiten FElementen auf einem regelmdssigen
Dreiecksgitter zeigen sich wiederum unphysikalische Oszillationen (siehe Abbildung 5) Die

Oszillationen werden noch deutlicher, wenn man die Funktion entlang der Diagonalen (8), ((1))
zeichnet (siche Abbildung 6). Qualitativ zeigt der Fehler das gleiche Verhalten wie im eindi-
mensionalen Fall. Fiir kleiner werdende Diffusion stellt sich die asymptotische Konvergenzrate

mmmer spater ein.
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Abbildung 6: Vergleich der exakten und der numerischen Losung mit linearen finiten Elemen-
ten auf einem regelmiissigen Dreiecksgitter.

Die folgende Abbildung zeigt die SUPG-Lésung links und den zugehorigen Fehler rechits.
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Man sieht, dass die SUPG-Léosung das Verhalten der exakten Losung wesentlich besser wider-
spiegelt und keine unphysikalischen Oszillationen auftreten. Der Fehler ist in der Randschicht
konzentriert, wie die Graphik tiber der Diagonalen (8), ((1)) deutlich zeigt (siehe Abb. 7)

7 Implementierung

In diesem Kapitel gehen wir auf die Implementierung der Methoden der letzten Kapitel und
die dafiir benotigten Datenstrukturen ein. Wir beschrinken uns auf den Fall, dass G eine
Triangulierung des polygonalen Gebietes 2 C R? ist. Bezeichne mit NT die Anzahl aller
Dreiecke und mit NV die Anzahl aller Dreieckseckpunkte. Die Dreieckseckpunkte werden
beliebig numeriert. Zweidimensionale real-Zahlen bzw. integer-Zahlen definieren die Typen

real2d : array [1..2] of real wund int3D : array[1..3] of integer

und die Koordinaten der Ecken werden im Feld

x : array [1..NV] of real2d
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Abbildung 7: SUPG-Lésung und exakte Losung iiber der Diagonalen. Es treten keine unphy-
sikalischen Oszillationen auf und das qualitative Verhalten wird korrekt wiedergegeben.

abgespeichert. In jedem Dreieck 7 € G werden die Eckpunkte nummeriert. Wir definieren den
Typ Dreieck durch

A = record
loc2glob : array [1..3] of integer
neighbor : array [1..3] of integer
mark : array [1..2] of int3D (7.1)
p: integer;
loc2globdof : array [1..%] of integer
end,

so dass die Dreiecke im Feld
7 :array [1.NT] of A

abgespeichert werden. Die einzelnen Grossen sind wie folgt definiert:

1. 7 (i) .loc2glob (j) = k: Die j-te Ecke des Dreiecks i hat die globale Nummer & und die
Koordinaten x (k)

2. 7 (i) .neighbor (j) = k: Das Nachbardreieck von 7 (i), welches die j-te Kante'! mit
7 (i) gemeinsam hat, ist 7 (k). Falls die j-te Kante von 7 (i) eine Randkante ist wird
7 (7). neighbor (j) = 0 gesetzt'?.

Moderne numerische Verfahren zur Losung partieller Differentialgleichungen sind adaptiv;
das heisst — ausgehend von einer sehr groben Triangulierung des Gebiets — wird das Git-
ter sukzessive verfeinert (oder auch der lokale Polynomgrad variiert). Das hat zwei positive
Implikationen: 1) Das Gitter kann problemangepasst verfeinert werden, falls ein ,Fehlerschiit-
zer“ lokale Informationen iiber den Fehler der numerischen Losung liefert und 2) zur Losung
des Problems auf der feinsten Stufe steht die ganze Diskretisierungshierarchie zur Verfiigung,
und es lassen sich Mehrgitterverfahren zur numerischen Losung einsetzen. Dazu miissen aber

Die j-te Kante eines Dreiecks ist diejenige, welche der j-ten Ecke gegeniiber liegt.
2Fiir Kanten auf dem Rand von I' kann neighbor (j) noch verfeinert genutzt werden, um den Typ des
Randes, (Dirichlet/Neumann-Kante oder/und die gegebenen Randdaten) zu beschreiben.
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Abbildung 8: Verschiedene Verfeinerungsmuster fiir Dreiecke: (4,4,4): Zerlegung in vier kon-
gruente Dreiecke, (1, j, k): Verbindung des i-ten Eckpunkts mit der gegeniiberliegenden Kan-
tenmitte m; und (fiir j # 0) Verbindung m;, m; und (fiir £ # 0) Verbindung m;, m;. Fiir
(0,0,0) : keine Verfeinerung.

mehrere Gitter (gg)jzo und geometrische Abhingigkeiten zwischen diesen Gittern verwaltet
werden. Fiir Dreiecke existieren verschiedene Verfeinerungsmuster, die in Abbildung 8 darge-
stellt sind.

Wir definieren die Grosse mark in (7.1) wie folgt

1. 7(k).mark (1) = (j,¢). Das Dreieck 7 (k) ist durch Unterteilung des Dreiecks 7; der
vorigen Stufe entstanden und das Dreieck 7 (¢) ist ein ,,Kind“ von 7 (k) auf der feineren
Stufe.

2. 7 (k). mark (2) = (¢, m,n). Wir unterscheiden die Fille'?

(a) (¢,m,n)=(0,0,0). Das Dreieck 7 (k) wird nicht unterteilt.

(b) (¢,0,0), 1 < ¢ < 3. Wir setzen lgop := 7 (k) .loc2glob (¢). Das Dreieck 7 (k) wird
durch die Strecke x ({gon) My unterteilt.

(c) ((,m,0),1 < €,m < 3, # m. Wir setzen lgo, := 7 (k) .loc2glob (¢). Das Drei-
eck 7 (k) wird unterteilt, indem die Strecken x ({gob) my, , und my_my, eingefiigt
werden.

(d) (¢,m,n), 1 < ¢ m,n <3, mit paarweise verschiedenen ¢, m,n. Wir setzen g, :=
7 (k) .loc2glob (¢) und zerteilen 7 (k) durch Einfiigen der Strecken x ({gop) my, ¢ und
my, ,my, ,, und my, my,.

(e) (¢,m,n)=(4,4,4). Wir zerteilen 7 (k) in vier kongruente Dreiecke durch Verbinden
der Seitenmitten, durch Einfiigen der Strecken my jmy 5, My sy 3, My 3My, ;.

Die grobste Triangulierung kann auf zwei Weisen erzeugt werden. Bei der ersten Moglich-
keit gibt man die Daten fiir die Dreiecke und Eckpunkte des grobsten Gitters von Hand ein.

3Konvention: Die Kante, welchem dem j-ten Eckpunkt des Dreiecks 7 (k) gegeniiberliegt, wird mit Ej, ;
bezeichnet und dessen Mittelpunkt mit my, ;.
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Nach Eingabe der grobsten Triangulierung werden weitere Triangulierungen durch gleichmés-
sige oder adaptive Verfeinerung erzeugt.

Bei der zweiten Variante erzeugt man die grobste Triangulierung automatisch aus einer
orientierten Liste von Eckpunkten des Randpolygons I' = 0f). Weitere Gitterpunkte und die
Triangulierung werden aufgrund einer der folgenden beiden Strategien, die auch kombiniert
werden konnen, erzeugt:

a. Schlage eine Ecke ab d.h. wihle ein i, verbinde die Punkte ¢ — 1 und 7 4+ 1 der Liste und
erzeuge so ein Dreieck, dessen Eckpunkte die Punkte ¢ — 1,72 und ¢ + 1 der Liste sind.
Streiche aus der Liste der Punkte auf dem Randpolygon den Punkt s.

b. Verbinde alle Punkte der aktuellen Liste mit ihrem Schwerpunkt.

Beide Varianten sind natiirlich nur zuléssig, wenn die so erzeugten Dreiecke in €2 liegen.
Zusitzlich sollte man die Qualitit der erzeugten Dreiecke kontrollieren, um zu spitze oder zu
stumpfe Dreiecke zu vermeiden (um die Konstante cg zu kontrollieren, welche in den Fehlerab-
schitzungen eine wesentliche Rolle spielt). In einer Implementierung ist die Bestimmung des
Inkreisdurchmessers etwas unhandlich, und man sollte das (iquivalente) Mass fiir die Giite
eines Dreiecks verwenden: ‘ '

Dot Il — 2ttt

area (T)

Cr =

Man beachte, dass zur Berechnung von ¢, lediglich elementare arithmetische Operationen
(4, —, x, +) erforderlich sind. Der Verfeinerungsalgorithmus kann dann wie folgt durchgefiihrt

werden. Wir nehmen an, dass eine Teilmenge von G zum Verfeinern (gemiiss Strategie 2d
oder 2e) markiert ist. Das folgende Unterprogramm berechnet eine globale Markierung ohne
hiéngende Knoten, d.h. einen ,griinen Abschluss“.

procedure mark;
begin
1: for all 7 (k) € G do
for j :=1 to 3 do (*Schleife iiber alle Nachbarn von 7 (k)*)
if “r (k) .mark (2) ist derart, dass my ; beim Verfeinern nicht
generiert werden wiirde” then begin
¢ := 7 (k) .neighbor (j); (*7 (¢) ist der Nachbar von 7 (k) iiber Ej ;*)
berechne m € {1,2,3} mit k = 7 (¢) . neighbor (m) ;
if “r (¢).mark (2) ist derart, dass my,, beim Verfeinern
generiert werden wiirde” then
dndere 7 (k) . mark (2) in eine “néichsthchere” Strategie,
die my ; als Verfeinerungspunkt enthélt;
end
if “Markierung von G enthilt noch hingende Knoten” then goto 1
end
Fiir das Aufstellen des linearen Gleichungssytems muss man die Eintréige der Rechte-Seite-

Vektors r € RY und der Systemmatrix A = (ai7j)£vj:1 berechnen.

T, = { (bz) und ;5 = a (bj, bz) .
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Dabei bezeichnet b; wieder die Basisfunktion zum i-ten Knoten. Bezeichne dazu fiir 7 € G mit
¢, und a, die Einschrinkung des Funktionals ¢ bzw. der Bilinearform a auf das Element 7 :

(. (v) = /fvd:c und  a, (u,v) := /(VU,AVU> + (b, Vu) v + cuv.

Hier sind wir von Dirichlet-Randbedingungen ausgegangen; im Fall inhomogener Neumann-
Randbedingungen muss das Funktional ¢ durch ein Randintegral ergéinzt werden. Es muss
nun zwischen Geometrie und Algebra unterschieden werden: Die Geometrie eines Dreiecks ist
durch die drei Eckpunkte definiert und durch das Feld loc2glob realisiert. Die algebraischen
Freiheitsgrade sind die Knotenpunkte auf dem Dreieck fiir die Polynominterpolation. Diese
werden lokal auf dem Dreieck durch das Feld loc2globdof verwaltet, welches wiederum auf
den globalen Eintrag im Koeffizientenvektor fiir Finite-Elemente-Funktionen verweist. Wir
definieren den Datentyp

dof _ type = record
r:real
u : real
Sys : matrix_type
end

und das Feld
dof : array [1..NDOF| of dof _type;

Der Datentyp matrix_type dient zur Abspeicherung der Matrix in einem schwachbesetzten
Format. dof (7) . sys speichert die i-te Zeile der Systemmatrix. Sei Z,.x die maximale Anzahl
der Nicht-Null-Elemente in einer Matrixzeile der Systemmatrix. Dann definieren wir

element_type = record
pos : integer
value : real
end

und
matrix_type = record

count : integer
el : array [1..Zax] of element_type
end

Wir nehmen an, dass die algebraischen Strukturen zu Beginn auf Null initialisiert sind.
Die Berechnung der rechten Seite erfolgt dann nach folgendem Schema:

for all 7 (k) € G do begin
Ploc == T (k) .p;
for i = 1 to ("°;*%) do begin (*Schleife iiber alle Freiheitsgrade von 7 (k)*)
j =7 (k) .loc2globdof (1) ;
dof (j) .r :== dof (j) .r+4;, (bx;) ; (*bx; ist die i-te lokale Basisfunktion auf 7 (k)*)
end end.

Dabei wird ¢,, (by;) mit einer Quadraturformel auf dem Dreieck 75, berechnet. Eine Mog-
lichkeit ist beispielsweise die Schwerpunktsregel

/g (x) ~ area (1) X g (M), M. : Schwerpunkt von 7

T
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oder die Kantenmittelpunktsregel

3
/ g(x) = arez;) (7) Z g (my;), m; : Mittelpunkt der Kante F;.
T i=1

Ubungsaufgabe 7.1 Berechnen Sie den Exaktheitsgrad der Schwerpunktsregel und der Kan-
tenmittelpunktsregel.

Die numerische Quadratur lisst sich als Storung der Gesamtdiskretisierung interpretieren,
genauso wie der Fehler durch die Approximation eines gekriimmten Gebiets durch einen Po-
lyeder /ein Polygongebiet oder auch durch iteratives, niherungsweises Losen des entstehenden
linearen Gleichungssystems. Die Genauigkeit dieses Stérungen sollte so gewiihlt werden, dass
die Konvergenzrate des ungestorten Verfahrens nicht verschlechtert wird (sondern héchstens
die Konstante C'in der Fehlerabschiitzung). Das bedeutet, dass fiir Finite-Elemente-Verfahren
hoher Ordnung (Polynomgrad p) die Genauigkeitsanforderungen an die Storungen steigen.
Wir geben im Folgenden eine Familie von Quadraturverfahren fiir Dreiecke an, die von der
eindimensionalen Gauss-Quadratur abgeleitet sind und daher stabil ist (positive Quadratur-
gewichte) und exponentiell in der Ordnung konvergieren. Sei dazu Q" die Gauss-Quadratur
(mit Gewichtsfunktion 1) fiir das Intervall (0, 1)

1 n
/0 9~ Q" (9) = 3 wnig (€ns).
=1

Diese sollten fiir n = 1,2, ..., 10 abgespeichert vorliegen (Gewichte und Stiitzstellen). Sei nun
7 ein Dreieck mit Eckpunkten z7, 7 = 0,1, 2, und Elementabbildung

XriT =T, X (%) =25+m7

mit der Matrix m., deren Spaltenvektoren durch 2] — zf und 27 — x] gegeben sind. Wegen

/g:2|ﬂ[g mit §=goxs

geniigt es, eine Quadraturformel fiir das Referenzdreieck zu definieren. Dazu verwendet man,
dass die Abbildung

0 (0,1 -7, Q(&n)Z(ngl_n))

surjektiv ist und die Determinante der Jacobimatrix gleich ¢ ist. Also gilt

A§:/01/015§OQ(€,n)d€dn.

Approximiert man die Integrale fol ... jeweils durch die Gauss-Quadratur Q" erhélt man

/g ~ Q% (9) = Z Z W, iWn kEn,id (Cnﬁ',jv )‘n,i,j)

=1 j—1
mit
Cnij = q1 (§nis&nyg) =&ni (L —&y) und Ay = &nibnj-

Die Gewichte w,, ;wy; sind positiv, so dass die Quadraturformel fiir % stabil ist und fiir
n — oo fiir hinreichend glatte Funktionen exponentiell konvergiert.
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Bemerkung 7.2 Das Ersetzen der exakten Integrale durch Quadraturverfahren lisst sich als
Storung der Finite-Elemente-Methode interpretieren. Die Genauigkeit der Quadraturverfah-
ren muss daher so gewdhit werden, dass die Konvergenzordnung der Gesamtdiskretisierung
erhalten bleibt. Fiir lineare Elemente ist dies durch die Kantenmittelpunktsregel gesichert,
vorausgesetzt, die rechte Seite f, eingeschrinkt auf ein beliebiges Dreieck T € G, ist in C? (T).

Ganz analog berechnet man die Systemmatrix geméss folgendem Schema:

for all 7 (k) € G do begin
Dioc := T (k) .p;
for i =1 to (p1°c2+2) do begin
n := 7 (k) .loc2globdof (i) ;
¢ :=dof (n).sys. count;
for j =1 to (p1°§+2) do begin
m := 7 (k) .loc2globdof (j) ;
if “es gibt 1 < ¢ < ¢ mit m = dof (n).sys.el (¢).pos” then
dof (n).sys.el (¢).value := dof (n) .sys.el (¢) . value +a,, (b, bx,;)
else begin
c:=c+1;
dof (n) .sys.el(c).value := a, (bgj, bri);
dof (n).sys.el(c).pos := m;
dof (n).sys. count := ¢;
end
end
end
end

Dabei werden die Grossen a,, (b j, br,;) wieder mittels numerischer Integration berechnet.

Mit Hilfe dieser Datenstrukturen lisst sich eine Matrix-Vektor-Multiplikation y = Au,
die man beispielsweise fiir die iterative Losung linearer Gleichungssysteme benétigt, wie folgt
berechnen (Der Typ dof _ type wird noch um die Komponente y ergéinzt.).

procedure mat vec mult;

begin
for i := 1 to NDOF do begin
dof (i) .y = 0;

for j :=1 to dof (4) . sys. count do

dof (i) .y := dof (i) .y + dof (i) .sys.el (j) . value x dof (dof (7) . sys.el (j).pos) .u
end;

end;

8 A posteriori Fehlerschitzung und adaptive Gitterver-
feinerung

Bisher haben wir in den beiden Finite-Elemente-Vorlesungen immer a-priori-Fehlerabschiitzungen

hergeleitet, ohne dass Kenntnis der berechneten Losung verwendet wurde. Die Fehlerabschéit-
zungen sind alle aymptotisch, d.h., sie sagen etwas iiber die Konvergenzgeschwindigkeit des
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Fehlers aus, wenn die Elementgrossen gegen Null streben. Fiir ein gegebenes Problem und eine
gegebene Unterteilung sind sie aber unbrauchbar, da sie u.a. von Normen der unbekannten
Losung der Differentialgleichung abhéingen. Fiir die Praxis stellt sich aber natiirlich die Fra-
ge nach dem tatséchlichen Fehler der berechneten Finite-Elemente-Losung. Zudem will man
i.a. eine bestimmt Genauigkeit mit minimalem Aufwand, d.h. moglichst wenigen Elementen
erreichen. Diese Fragen werden durch a posteriori Fehlerabschitzungen und adaptive
Gitterverfeinerungstechniken gelost. Hiermit wollen wir uns in diesem Abschnitt beschéif-
tigen.

Um die wesentlichen Prinzipien herauszuarbeiten und um technische Schwierigkeiten zu
vermeiden, beschrinken wir uns auf die Reaktions-Diffusions-Gleichung in  C R? mit homo-
genen Dirichlet-Randbedingungen und Dreieckselemente der Ordnung k£ > 1, d.h. G besteht
aus Dreiecken und S = Sko Zudem nehmen wir im ganzen Kapitel an, dass die Diffusions-
matrix A und der Reaktlonskoefﬁment konstant sind.

Zunichst miissen wir einige zusétzliche Notationen einfithren. Die Menge aller Dreiecks-
kanten, die im Innern von 2 liegen, bezeichnen wir mit &. Jedes E ist dann die gemeinsame
Kante von genau zwei Dreiecken, die wir mit 75 ; und 75 2 bezeichnen. Jedem E € £, ordnen
wir einen Einheitsvektor ng, der senkrecht auf E steht, zu und bezeichnen fiir stiickweise
stetige Funktionen ¢ mit [p], den Sprung von ¢ tiber £ in Richtung ng, d.h.

(o] p (2) = tl_i}%}’_(p (x +tng) — tl_i}g}r@(:c —tng) Vo e E.

Der Sprung [¢|, héngt von der Orientierung von ng ab. Grossen der Form [(ng, V)| sind
aber von der Orientierung von ng unabhiingig. Fiir £ € &, bezeichnet hp die Linge von
E. Wegen der Regularititsbedingungen (Formregularitéit) an das Gitter, konnen Grossen der
Form h,/h, und h,/hgy mit 7N 7 # () und E N7 # @ nach oben und unten durch die
Konstanten cg abgeschétzt werden. Schliesslich benétigen wir verschiedene Umgebungen von
Punkten z € ©q, Kanten E € £ und Dreiecken 7 € G :

wz::TrbZ:UT’, W, = U T QO = U T/,

T'eg TN e€q TOT'#£0

e (8.1)
U= ae= [
Ecor B0

Dabei ist b, € Sé:g die Basisfunktion zu z, und 7N7' € &, bedeutet, dass 7 und 7’ eine Kante
gemeinsam haben.

Im folgenden bezeichnen u € H} () und ug € S die schwache Losung der Reaktions-
Diffusions-Gleichung und ihre Finite-Elemente-Approximation. Die Koerzivitéit von a (-, -) im-
pliziert die Existenz von a > 0, so dass

allu— uSH?{l(Q) < a(u—us,u—us)

gilt. o héngt von €2 und den Koeffizienten A und ¢ des Differentialoperators ab. Aus dieser
Abschitzung folgt insbesondere die Stabilitét, d.h.

1
||u—us||H1(Q)§a sup  a(u—ug,v). (8.2)
vEH(Q)

HUHHl(Q)Zl
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Da S C H} () ist, haben wir Galerkin-Orthogonalitit des Fehlers, d.h.
a(u—ug,v)=0 Yo € S. (8.3)

Die Abbildung H} (Q) 2 v — a (u — ug,v) = £ (v) —a (ug,v) € R definiert ein stetiges lineares
Funktional auf H} (Q2). Dies ist das Residuum. Als n#chstes wollen wir eine Darstellung des
Residuums angeben, die praktisch handhabbar ist. Sei dazu v € Hj (Q) mit ||v]| @ = 1
beliebig, aber fest. Anwenden des Gaussschen Integralsatzes auf jedem Element 7 € G liefert

a(u—ug,v)="0()—a(ug,v /fv—/{Vvs,AVus>+cusv}

{ / fo— / (Vus, AVv) - / cusv}
{/va+/Tdiv(AvuS)v—/aT <nT,AVu5)v—/Tcugv}

/{f—l—dlv (AVug) — cus} v + Z / (ng, AVug)| v (8.4)

Ee&q

NN

Q

TE

QM

Dabei bezeichnet n, die dussere Normale zu 7. Wegen der Galerkin-Orthogonalitét (8.3) kon-
nen wir auf der rechten Seite von (8.4) ein beliebiges Element vg € S von v subtrahieren. Aus
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir Integrale folgt dann

a(u—ug,v) < Z 1f + div (AVus) = cusl| 2y [[v = vl 12 (8.5)
TEG
+ I[(ne, AVus) gl 2 gy v = vsllr2 (s
Ee€&q

Als néchstes miissen wir vg € S geschickt wihlen, so dass die Normen [[v — vg| 12, und
|0 — vsl|2() moglichst klein werden. Eine erste Idee wére fiir vs die Interpolierende Isv zu
wihlen. Wegen v € H] (Q) ¢ C° (ﬁ) ist dies jedoch im allgemeinen nicht moglich. Statt

dessen verwenden wir den Quasi-Interpolationsoperator Rg : Hj (Q) — Ség wie folgt.
Fiir jedes 2z € Oq bezeichnen wir mit , : L? (wz — R die orthogonale Projektion, d.h.

TP = ‘wz‘

Dabei ist |w,| die Fliche von w,. Dann ist
Rgyp = Z (7.0) b,. (8.6)
z€OQq

Man beachte, dass Rgyp fiir alle ¢ € L' (Q) definiert ist und dass nur iiber alle Dreieckseck-
punkte im Innern von ) summiert wird.

Satz 8.1 Es gibt zwei Konstanten ¢y, co, die nur von der Konstanten cg in der Formrequ-
larititsbedingung von G abhingen, so dass fiir alle v € H} (Q), alle Dreiecke 7 € G und alle
Kanten E € Eq gilt

[v = Rsvll 2y < c1he [v] 1 q,)

lo = Rsvllazy < c2hif® ol o -
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Beweis. 1. Schritt: Wir beweisen: fiir jedes z € Oq und jedes ¢ € H! (w,) gilt

le = el oo,y < © diam (w2) el .y

Sei dazu

nr = Maxny (2) mit np(z):=t{r€G |7 Cw.}.
ze T

Diese Zahl hingt lediglich von der Formregularitdt des Gitters G ab. Wir definieren dann
fir 3 < ¢ < np Referenzsterne w, die aus ¢ Dreiecken bestehen mit paarweise disjunktem
Innern, mit 0 als einem Eckpunkt, die beiden Schenkel an 0 die Lénge 1 haben und dort den
Offnungswinkel 27 /¢ besitzen. Sei nun w, wie in (8.1) und ¢ die Anzahl der Dreiecke in w,.
Wir definieren eine Lipschitz—stetige, stiickweise affine Abbildung y, : @, — w, implizit fiir
7 C w, und 7 := x; ' (7) durch “Xr = Xz| : 7 — 7 ist affin”. Wir setzen ¢ = ¢ o y, und
7 = ¢|_o x,. Dann gilt mit 7z : = I R

It] il
i = mapliFageny = D e = mablliagy = D o1 160 = mplliagey = - 1 [0

- v

tCwyz tCwz tCw, TCW»
(8.7)
1 |\ 2 1
T o
= Z T Z o — T:03) > Z Z |¢r — 7T7-<PTHL2( £) -
tCwy |t} TCWwsz Lz(A tCwz TCWwyz
(8.8)

Wie definieren 7y := fw &/ |@e|. Um die letzte Norm in (8.8) abzuschétzen, verwenden wir
190 = 7202l 23y < P = T2l p2ey = I = 72) (I = 70) Pl 2 c)
da (I — ;) mop = 0 gilt. Daraus folgt
“ “ Hﬁ-f'd}HL? @ AN oA
60— morllagy < (14 sup  STEEEO Ny ggle, . (89)
verz@\oy 1¥llz2ee,

Die Abschitzung |[(I — #0) @l 2(5,) < C VP2, folgt aus der Poincaré-Ungleichung. Das
Supremum (8.9) lisst sich abschétzen durch

\wd

da 7+ die L? (7)-Orthogonalprojektion ist. Die Kombination dieser Ungleichungen liefert

1720 L2y = V@il 17200 = 72 2y < VN p2ga) -

|

[0 = mrrllagey < (14 VE) V8l < Oy 120

IVl 2w,

Zusammen mit (8.7) ergibt sich die erste Zwischenbehauptung.
Wegen der Regularitéitsannahme an G gibt es eine Konstante ¢ mit diamw, < ch, fiir
jedes Dreieck 7, das z als Eckpunkt hat.
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2. Schritt: Bezeichne mit £ die horizontale Kante des Referenzdreiecks 7. Wegen des
Spursatzes gibt es eine Konstante ¢, so dass fiir alle o € H' (7) gilt

ol 2y < ellellme -

Seien nun 7 € G ein beliebiges Dreieck, E eine Kante von 7 und ¢ € H 1(7). Wihle die affine
Transformation x, : 7 — 7 so, dass £ auf E abgebildet wird. Setze ¢ := p o x, € H' (7).
Wegen der Regularititsannahme an G gilt

hil® |det Dx,| 2 < ch; 2 hif? |det Dx, |2 || Dxx || < chi2,

Damit folgt durch Transformation auf 7 :

1/2
1/2 ) » ~1.1/2 ) A ~71/2 ~112 ~12
10023y = P N8l oy < 03 180y = b {1603 ar) + 1Bl }
1 1/2 - - 1/2
S%E{M%DM\WM@@+MﬁDMIWDMWM@W&
< e {h2 el gy + B2 ol }-

3. Schritt: Sei 7 € G ein Dreieck, das keinen Eckpunkt auf dem Rand I' hat. Bezeichne
die Menge der Eckpunkte von 7 mit ©,. Dann ist

szzl auf 7.

Zee‘r

Dann folgt aus Schritt 1

Z b (U - 772“) < Z Hb — TV HL2(T

lv — RSUHLz(T) -

2€0., L2(7) 2€0,
< Z lv— 7TzUHL2(T) < Z v — ﬂ-ZUHLz(wZ) < Z chr |U|H1(wz)
2€0, 2€0, 2€EOQ,

S C’hT |,U‘H1(®7—)

4. Schritt: Betrachte nun ein Dreieck 7, das mindestens einen Eckpunkt auf dem Rand
I' hat. Dann gilt auf 7

U—Rgv:szv— Z bzﬂ'Z’U:sz(U—TFZU)—l— Z b, v

2€0, z€0,:NBOq 2€0, 2€0,:\0q

und somit

H'U — RSUHL2(T) S Z Hbz ('U - 7TZU)H[,2(T) + Z ||bz7TZ,UHL2(T)
2€0, 2€0-\0q

Der erste Summand wurde bereits in Schritt 3 abgeschétzt. Sei also z € ©.\Og ein Eckpunkt
von 7, der auf I' liegt. Dann ist

16270 2y < chor |mev] .
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Da z € T ist, gibt es ein Dreieck 7" € G und eine Kante E’ von 7/, so dass z ein Endpunkt
von F' und E’ C T ist. Da v auf E’ verschwindet, folgt mit Schritt 2

m.0] = b | mavll oy = b 0 = 720 o

<cc{h 1/2h 1z [v = 70| 2y + D 2, Uz\v—mv\Hl )}

<eéed {h;l v = 70| 20y + ‘U|H1(’T’)} :

Dabei haben wir ausgenutzt, dass [v — 70| g1,y = [v[ g1 (. ist, da 7,0 konstant ist. Aus diesen
Abschitzungen folgt die Behauptung fiir 7.

5 Schritt: Sei F € &, eine Kante die keinen Eckpunkt auf dem Rand I'" hat. Bezeichne
mit O die Menge der Eckpunkte von E. Dann ist

szzl auf F.

2€EOR

Hieraus und aus Schritt 2 folgt

Z b, (v—m,w)

2€EOQR

< Z [b. (v — 7.0 HL2(E

LZ(E) 2€0E

< Z v — 7TzU||L2(E < Z CC{ e HU_WZUHLZ(TE) ‘I'hig‘“_ﬂz“‘ﬂl(m)}

v — RSUHL2(E) =

z€EOR 2€0p
A1 1/2 ~17.1/2
< E eehz |Vl g,y < hp” [0l -
2€EOR

Dabei bezeichnet 7 ein Dreieck, das F als Kante hat.
6. Schritt: Betrachte nun eine Kante E, die einen Eckpunkt auf dem Rand I' hat. Dann

ist auf £
v— Rgv = Z b, (v —muv)+ Z b, 0.

2€0E ZE@E\GQ

Der erste Summand wird wie in Schritt 5 abgeschétzt. Der zweite Summand wird mit den
gleichen Methoden wie in Schritt 4 behandelt. Hieraus folgt dann die Behauptung fiir £. m

Wir greifen nun die Abschétzung (8.5) wieder auf. Wir setzen vg = Rgv, benutzen Satz
8.1 und wenden die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir endliche Summen an:

a(u—us,v) < Z he || f 4+ div (AVug) — CUSHLz(T) \U\Hl(@)

TEG

1/2
te2 Y bl [[ne, AVus) gl 2y [0l o)

Ee&q

1/2 1/2
c1 {Z h2 || f + div (AVug) — CuSHiz(T)} {Z |U‘§11(@7)}

TEG TEG

1/2 1/2
+ { Z he HK”EaAVUS)]EH;(E)} { Z |U‘§{1(@E)}

Ec&q Ecé&q

1/2
< ¢ ol g ey {Z B2 \1f + div (AVug) — cus|2ay + 3 e ||[<nE,Aws>]EHiz(E)} .

TEG Ec&q
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Dabei haben wir im letzten Schritt die Formregularitéit von G ausgenutzt. Hieraus und aus
(8.2) folgt insgesamt

[ = usll gy < en (8.10)
mit
1/2
- {xe)
TEG
1/2
. 1
e = B2 f + div (AVus) — cusl|7,) + 3 > he|[ne, AVus)lglliam ¢ - (811)
EcCor\T'

Der Faktor % vor der zweiten Summe in 7, beriicksichtigt, dass bei der Summation iiber alle
Dreiecke jede innere Kante doppelt gezihlt wird.

Ungleichung (8.10) ist eine a-posteriori Fehlerabschiitzung. Die Grosse 7 kann aus den
gegebenen Daten f, A, ¢ und der berechneten numerische Losung ug a posteriori berechnet
werden. Sie heisst daher auch a-posteriori Fehlerschitzer. Ungleichung (8.10) zeigt, dass
der Fehlerschitzer zuverléssig ist, d.h. ist n < ¢, so ist der Fehler ebenfalls (bis auf einen
Faktor) nicht grosser als €. Die Kontrolle von 7 erlaubt also, eine vorgegebene Toleranz zu
erreichen. Um dies mit einem minimalen Aufwand zu erreichen, reicht die obere Schranke
(8.10) nicht aus. Wir miissen zusétzlich garantieren, dass 77 den Fehler nicht iiberschéitzt und
die rdumliche Verteilung des Fehlers richtig widerspiegelt. Dies nennt man Effizienz. Sie ist
gegeben, wenn es gelingt, den Fehler auch nach unten durch n abzuschitzen.

Um dies zu erreichen, benotigen wir einige zusétzliche Notationen. Bezeichne mit fg ir-
gendeine, im folgenden feste Finite-Elemente-Approximation an f, z.B. die L?>-Projektion auf
die stiickweise konstanten Funktionen S%~!. Fiir ein gegebenes Dreieck 7 bezeichne mit 2,
Zo, 23 seine Eckpunkte und setze

Yy = 27b,,b,,b, auf 7.
Wie man leicht nachpriift, hat 1, folgende Eigenschaften
Y, €P3, p. > 0auf 7, ¢, =0 auf Jr, meawa (x) =1.

Insbesondere kann also 1, durch Null zu einer Funktion aus H} (Q2) forstgesetzt werden.
Fiir eine Kante Ef € £, numerieren wir die Eckpunkte der angrenzenden Dreiecke 75, und
Tr, S0, dass die Endpunkte von E zuerst numeriert werden. Bezeichnen v, ;, v, i, v, die
Basisfunktionen zu 7g,, ¢ = 1,2, so definieren wir

Vg =40, Vs auf g, 1 =1,2.
Offensichtlich hat ¢g die folgenden Eigenschaften

Y € C(wr), vl €Pyi=12 ¢r>0aufwp Pr=0aufdwg, maémﬂE (r) = 1.
i xe

Fiir eine Dreieckskante F € g bezeichnen wir mit Py, (E) die Polynome von Grad < k in einer
Variablen auf E. Jedes ¢ € P (F) kann in kanonischer Weise konstant zu einem Polynom
vom Grad < k in zwei Variablen auf R? fortgesetzt werden. Diese Fortsetzung bezeichnen wir
mit wieder mit .
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Satz 8.2 Flir jedes Dreieck T € G, jede Kante E € Eq, jedes v € P, und jedes o € Py (E) gilt

1/2
qwmms{/ww} < Nollgar

cah 9rvll oy < [Wrvlg ) < esht 19l gy -

1/2
cMﬂm@s{éww} < Mo llpagey

csh' VB0 || 2oy < [V0E0 g0y < c6hE' VB0l 1200, -
1/2
1080 20y < €hid” 0] gy -
Die Konstanten cy,ca, . ..c7 hingen nur von k und der Grosse cg in der Regularititsannahme

an G ab.

Beweis. Die obere Schranke in der ersten Abschitzung folgt aus der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung. Wie man leicht nachrechnet, definiert f% ¥, o x,w? eine (genauer das Quadrat
einer) Norm auf Py. Da auf endlichdimensionalen Réumen alle Normen #quivalent sind, gibt
es eine Konstante ¢ mit

1/2
il < { [ rorurh e

Anwenden des Transformationssatzes liefert

1/2
émwp@>=éhmthA”ﬂwoxAu%ﬂS|&meA”2{/RwToxa<voxa}

{[o}

und beweist die untere Schranke der ersten Abschétzung.
Da 1); o X; in den Eckpunkten von 7 verschwindet, definiert |(¢- o x7) w|z ;) eine Norm
auf P,.. Daher existieren zwei Konstanten ¢; und ¢y mit

¢ |- o XTwHL2(+) < (%7 o xr) w‘Hl(f-) < & |(¥r o x7) w‘LZ(%) Vw € Py.

Hieraus uns aus dem Transformationssatz folgt wieder die Behauptung.
Die Abschitzungen fiir o folgen mit den gleichen Argumenten. m
Sei nun 7 € G beliebig. Setze w, := 1, (fs + div (AVug) — cug). Wegen Satz 8.2 ist

| fs + div (AVug) — cuSHiz(T) < /wT (fs + div (AVug) — cug) .

T

Setzen wir w, als Testfunktion v in (8.4) ein und berticksichtigen, dass w, auf 07 und ausser-
halb von 7 verschwindet, so erhalten wir

/wT (fs +div (AVug) — cug) = /wT (f +div (AVug) — cug) + /wT (fs—1)

T T T

—afu—usow)+ [ welfs= 1)

T

< llall gz lu — USHHl(T) HwTHHl(’T) +|fs — fHLz(T) ||w7||L2(T) :
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Offensichtlich ist
[wrllp2ry < Ifs + div (AVus) — cus|| 2, -

Aus Satz 8.2 folgt weiter

1/2
w1y = {||wfr|p ol ) < {1+

HwT H 12 (7‘)
"Ml fs + div (AVaug) — cus|| 2y -
Aus diesen Abschitzungen und der Dreiecksungleichung ergibt sich
e lf + div (AVus) — cusllagy < e {lu—usllpn + Ao IF = Follan ) (812

Sei nun E € &g eine Kante. Setze

WE = wE [<7”LE, AVUS>]E
Wegen Satz 8.2 ist

6421 ||[<TLE,AVU5>]EH22(E) < /EwE [(nE>AVUS>]E

Setzen wir wg als Testfunktion v in (8.4) ein und beriicksichtigen, dass wg auf dwg und
ausserhalb wg verschwindet, so folgt

[ wrlne, AVusl, = [ (f +div (AVus) ~ cus) we — o u— us,w)
E wWE
< |[|If +div(AVug) — CUS||L2(wE) ||wEHL2(wE) + llall g2 [lu — uSHHl(wE) HwEHHl(wE) :

Wegen Satz 8.2 ist
1/2
lwsll 2, < erhi? [[ne, AVUS) gl o s

und
_ —1/2
[wEll 1) < C6hE 1wal 2, < cscrhy / [[(ne, AVus) gl 12 (g

Aus diesen Abschitzungen und (8.12) ergibt sich insgesamt
n (4ne, AVl oy < ¢ {0 = sl + 1o lf = follimy - (813)

Aus den Abschitzungen (8.12), (8.13) und der Definition (8.11) erhalten wir folgende lokale
untere Fehlerschranke

e < e{ = usllgsy + hr 1 = sl 2o } - (8.14)

Summation iiber alle Dreiecke liefert zudem die globale untere Fehlerschranke

1/2
n<edllu— uSHHl(Q) + {th 1f = fSHi?(T)} : (8.15)

TEG

In beiden Abschiitzungen sind die f— fg-Terme Storterme hoherer Ordnung, die zudem a priori
allein aus der Kenntnis der Daten kontrolliert werden kénnen, ohne eine Differentialgleichung
bzw. Diskretisierung zu losen.
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Bemerkung 8.3

1. Die Abschdtzungen (8.10), (8.14) und (8.15) zeigen, dass der Fehlerschditzer zuverlds-
sig und effizient ist. Es ist nicht verwunderlich, dass wir nur in einer Richtung lokale
Schranken erhalten. Denn die Abschdtzung (8.10) bendtigt den inversen Differentialope-
rator, der ein globaler Operator ist. Die Abschdatzung (8.14) dagegen benutzt nur den
Differentialoperator, der ein lokaler Operator ist.

2. Die Grosse f+div (AVug) — cug ist das Residuum der Finite-Elemente- Approximation
ug bzgl. der starken Form der Differentialgleichung. Die Grisse [(ng, VAug)|y ist der
Sprung des Spuroperators, der auf kanonische Weise die starke und schwache Form der
Differentialgleichung verkniipft.

3. Ahnliche Ergebnisse gelten fiir die Konvektions-Diffusions-Gleichung. A priori hingen
die Konstanten in den Fehlerabschdtzungen von der Peclet-Zahl ab und wachsen fiir
abnehmende Diffusion an. Dieser Effekt kann durch ein verbesserte Analyse weitgehend
vermieden werden.

4. FEs gibt auch andere Fehlerschdtzer, die z.B. auf der Losung lokaler, diskreter Dirichlet-
oder Neumann-Probleme beruhen.

Wir wenden uns nun dem Problem der adaptiven Gitterverfeinerung zu. Zunichst konnte
man versuchen, den geschiitzten Fehler n iiber alle Unterteilungen ¢ mit einer gegebenen
Elementzahl zu minimieren. Dies ist jedoch ein hochgradig nichtlineares, extrem aufwendiges
Optimierungsproblem. Einfache heuristische Argumente zeigen andererseits, dass bei einer
optimalen Triangulierung alle Elemente etwa den gleichen Beitrag zu n liefern. Dies legt es
nahe, Elemente, die einen zu grossen Beitrag 7, liefern, zu unterteilen, und fiihrt auf folgenden
Algorithmus.

Algorithmus 8.4 (Adaptive Gitterverfeinerung)
1. Bestimme eine grobe Triangulierung Gy von §2. Setze k := 0.
2. Lése das diskrete Problem zur Triangulierung Gy.
3. Berechne 0, fir alle T € Gy, und ny, := max,cg, -
4. Falls n < e gilt, STOP. Sonst gehe zu 5.
5

. Verfeinere alle Dreiecke T € G, mit n, > . Verfeinere evtl. weitere Dreiecke, um eine
zuldssige Triangulierung Gri1 zu erhalten. Erhohe k um 1 und gehe nach 2 zuriick.

In Algorithmus 8.4 ist v ein zu wihlender Parameter mit 0 < v < 1. Ist v ~ 0, werden
viele Elemente verfeinert; ist 7 ~ 1, werden nur sehr wenige Elemente unterteilt. In der Praxis
wihlt man hiufig v = 0.5. Algorithmus 8.4 kann auch ggf. durch eine Vergroberungsstrategie
ergéinzt werden.

Fiir die praktische Realisierung von Algorithmus 8.4 miissen wir noch beschreiben, wie
Dreiecke verfeinert werden und wie die Zuléssigkeit der verfeinerten Triangulierung gesichert
werden kann. Dabei miissen wir beachten, dass alle Triangulierungen die Regularitétsbedin-
gung erfiillen sollen, d.h. die Dreieckswinkel sollen nicht zu klein oder zu gross werden. Dazu
fithren wir folgende Bezeichnungen ein:
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e Ein Dreieck wird rot unterteilt, wenn sein Kantenmittelpunkte miteinander verbunden
werden.

e Fin Dreieck wir blau unterteilt, wenn der Mittelpunkt der lingsten Kante mit dem
gegeniiberliegenden Eckpunkt und dem Mittelpunkt einer weiteren Kante verbunden
wird.

e FEin Dreieck wird griin unterteilt, wenn der Mittelpunkt der lingsten Kante mit dem
gegeniiberliegenden Eckpunkt verbunden wird.

e Ein Dreieck hat einen (oder mehrere) hingende Knoten, wenn 7 nicht unterteilt wurde,
aber eines (oder mehrere) der angrenzenden Dreiecke unterteilt wurde. (Dabei bedeutet
yangrenzend “, dass die betreffenden Dreiecke eine Kante gemeinsam haben.

Eine rote Unterteilung erzeugt offensichtlich #hnliche Dreiecke und verédndert somit die
Winkel nicht. Die Vorgabe, primir die lingste Kante zu unterteilen, sichert bei der griinen
und blauen Unterteilung, dass der kleinste Winkel nicht verkleinert wird. Offensichtlich ist
eine Triangulierung genau dann zuléssig, wenn kein Dreieck hingende Knoten hat.

Schritt 5 von Algorithmus 8.4 wird nun gemiiss der folgenden Regeln durchgefiihrt:

1. Ist . > yn, unterteile 7 rot.
2. Hat 7 drei hiingende Knoten, unterteile 7 rot.

3. Hat 7 zwei hiingende Knoten, von denen keiner auf der lingsten Kante liegt, unterteile
T rot.

4. Hat 7 zwei hiingende Knoten, von denen einer auf der léingsten Kante liegt, unterteile 7
blau.

5. Hat 7 einen hiingenden Knoten, unterteile 7 blau, wenn der héingende Knoten nicht auf
der léingsten Kante liegt, sonst unterteile 7 griin.

Man kann zeigen, dass dieser Algorithmus in endlich vielen Schritten eine verfeinerte Tri-
angulierung erzeugt, die den oben diskutierten Kriterien geniigt.

9 Numerische Losung der diskreten Probleme

Um die wesentlichen Punkte besser herausarbeiten zu kénnen und um technische Schwierig-
keiten zu vermeiden, betrachten wir im folgenden die Reaktions-Diffusions-Gleichung, d.h.,
zum Differentialoperator — div (A grad u) 4+ cu, mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen
und Dreieckselemente der Ordnung £ > 1, d.h. G besteht aus Dreiecken und S := Sg 0,

Da die Triger der Knoten-Basisfunktionen nur aus wenigen Dreiecken bestehen, ist die
Systemmatrix der Finite-Elemente-Diskretisierung diinn besetzt. Wegen des Speicherplatzbe-
darfes und des Rechenaufwandes sind direkte Gleichungsloser wie die Cholesky-Zerlegung nur
fiir grobe Gitter, d.h. wenige Dreiecke effizient. Fiir feinere Diskretisierungen sind iterative
Losungsverfahren vorzuziehen. Da die Effizienz dieser Verfahren wesentlich von der Kondition
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der Steifigkeitsmatrix abhéingt, wollen wir diese zunéichst abschéitzen. Dazu definieren wir ein
gitterabhéngiges Skalarprodukt (-,-)s und eine zugehérige Norm ||-|| 4 durch

(st—zzh (z),

TEG zeZk (T)

1/2
lells == (@, )5

ok
|| ¢ ist eine skalierte euklidische Norm auf RY, N = K. Die Matrix, die zu (-, )¢ und der
Knoten-Basis gehort, ist diagonal. Insbesondere konnen Gleichungssystem der Form

(u,v)g = £ (v) YveS
leicht gelost werden.

Satz 9.1

1. |lls und ||| ;2qy sind dquivalente Normen auf S. Die entsprechenden Konstanten hin-
gen nur von k und der Konstanten cg in der Regularititsbedingung an G ab.

2. Fir alle v € S gilt die inverse Abschdtzung

\U|H1 < chiiy HU||L2(Q)

Die Konstante ¢ hingt von k und cg ab.

Beweis. Zu (1): Wegen Satz 77 ist {Zzezk lo (z)|2}1/2 eine Norm auf P,. Da [Py endlich
dimensional ist, gibt es zwei Konstanten ¢, ¢5, die nur von k& abhéingen, mit

1/2

~ 2 ~
& el < 4 D 1o (2) < G lpllpzp) Ve € Py

zeik
Sei nun 7 € G beliebig und x, : 7 — 7 eine affine Transformation. Wegen
cih? < |det Dy,| < coh?

folgt aus obiger Abschitzung mit dem Transformationssatz

1/2
~ ~ 1 2
&1 1@l 2y = &1 ldet D2 0 0 Xell oy < & *he 4 Y 00 xr (2
ZEE}C
1/2 ~ — 1/2~ —1/2
< &y *heta |l o Xrll ory = & eahr [det Dy ™2 ([0l oy < 0 0 0l ooy

Hieraus folgt die Behauptung (1) durch Quadrieren und Summieren iiber alle Dreiecke. Man
beachte, dass die Konstanten ¢, ¢y von c¢g abhéngen.

zu (2): Da |4, eine Norm auf P,/R und P;/R endlichdimensional ist, gibt es eine
Konstante ¢ mit

‘()0|H1(7”-) <¢ ||<P||L2(+) Vo € Py /R.
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Da die linke Seite dieser Ungleichung fiir konstante Funktionen verschwindet, gilt die Unglei-
chung sogar auf ganz Py. Seien nun 7 und y, wie in Teil (1). Dann folgt durch Transformation
auf das Referenzelement

[Pl g1y < [det Dy, |'? | Dx;| 0 Xl a)
< éldet D" |Dx | llp © el sy
= ||Dx | lpll oy < 2he/pr 19l p2ry < Rt ol 2y -

Dabei héingt ¢ von c¢g ab. Quadrieren und Summieren dieser Ungleichung beweist Teil (2). m
Aus Satz 9.1(1), dem Beweis des Existenzsatzes 4.3 und der Friedrichsschen Ungleichung
folgt fiir alle v € S

2 2 2
a(v,v) > B |vlg) = B 1vl2) = 8" v]ls-

Ebenso folgt aus dem Beweis von Satz 4.3 und Satz 9.1 fiir alle v,w € S
—2
a(v,w) < B | g [0 g < B <ITH€151 hr) [0l 22 () Wl 22y

-2
< (mgh) lolls ol

Also hat die Steifigkeitsmatrix die Kondition O (min,cg h,) >. Daher scheiden das Jacobi-
und das Gauss-Seidel-Verfahren als Loser aus. Da die Bilinearform a symmetrisch ist, ist
die Steifigkeitsmatrix symmetrisch, und ein CG-Verfahren oder besser ein vorkonditioniertes
CG-Verfahren konnen als Loser benutzt werden.

Die effizientesten Methoden zur Losung elliptischer Differentialgleichung sind Mehrgitter-
verfahren. Wir werden im folgenden ein Mehrgitterverfahren fiir Finite-Elemente-Diskretisierungen
von elliptischen partiellen Differentialgleichungen analysieren. Wir der Name Mehrgitterver-
fahren besagt, wird nicht nur ein Gitter benotigt, sondern eine Gitterhierarchie (gm)ﬂfzo,
bestehend aus zulédssigen Finite-Elemente-Gittern G,, fiir das Gebiet 2. Wir nehmen an, dass
die Gitter geschachtelt sind, d.h., fiir alle 0 < m < M — 1 und alle 7 € G, existiert eine
Teilmenge (Séhne) sons (1) C G,41 mit der Eigenschaft, dass

7= J 1
tEsons(T)

gilt. Wir machen die folgenden Annahmen (die mit aufwendigeren Mittel der Funktionalana-
lysis abgeschwiicht werden kénnen).

1. Q ist konvex.
2. Jede Triangulierung G,, ist quasi-uniform, d.h.

hy, ;= max h, < cmin h,
T7€Gm T7€Gm

mit einer von m unabhéingigen Konstanten c.

3. hp_1 < ch,, fir alle m mit einer von m unabhiingigen Konstanten c.

Algorithmus 9.2 (MG-Verfahren mit V-Zyklus und Jacobi-Glittung)
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0. Gegeben sei eine Niherung u®, € S, fiir die Losung des diskreten Problems.

1. (Vorglittung) Fiiri=1,... v, berechne ui aus u’,' als Losung von'*

m m m )

(ul, — ui_l,v)m =w, {ln (v) —a (u,',v)} Yv € Sp,.
2. (Grobgitterkorrektur)Berechne
b1 (V) = Ly (V) — a (uyt, v) Yv € Sp—1.
Falls m > 1, wende das MG-Verfahren mit Startwerten v, | = 0 auf das Problem
a(uhy_1,v) =l (v) Yv e Syt

an. Das Ergebnis sei t,,—1. Falls m =1 ist, berechne t,,—1 :=u}, ;.

Setze
vi+l . v ~
U™ = Uy A+ U1

3. (Nachglittung) Fiiri =uv; +2,...,v; + vy + 1 berechnet v, aus u'’' als Lisung von

(ul, —ui! v)m =w " {ln (v) —a(u,'v)} Yv € Sp,.

Bemerkung 9.3

1. Es ist {y (v) = £(v) = [ fv. Die rechten Seiten (., zu den gréberen Triangulierungen
werden rekursiv berechnet.

2. Die Dimpfungsparameter w,, werden spdter bestimmt.

3. Die Gleichungssysteme in den Gldattungsschritten haben eine diagonale Koeffizientenma-
triz.

4. Die Grobgitterkorrektur nutzt aus, dass die Finite-FElemente-Rdume geschachtelt sind,
d.h., Syn—1 C Sy, In der Prazis stellt man u,, und u,,_1 als Vektoren dar, deren Kom-
ponenten die Werte in den entsprechenden Gitterpunkten sind. Insbesondere muss w, 1
vom Gitter G,,_1 auf das Gitter G,, interpoliert werden.

Da die Bilinearform a symmetrisch ist, besitzt sie auf jedem S, einen vollstindigen Satz
Amds -y AmNs N := dim S,,,, von Eigenwerten und zugehorigen, bzgl (-, -), orthonormier-
ten Eigenfunktionen ¢, 1,...,Ymn,,

a (Wmpas V) = Aoy (Vs V), Yo e S,
(,lvbm,/m ¢m,l/)m = 6;w-

0O.B.d.A. konnen wir die Eigenwerte der Grosse nach ordnen

0< Am1 <. < Ay, = Ao

" Abkiirzung: (-,-),,, == (- )g
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Da die Triangulierungen quasi-uniform sind, folgt aus Satz 9.1 A,, ~ h_ 2. Wir nehmen im
folgenden an, dass
Wm = Ay

ist. Es reicht jedoch, wenn w,, > A, und w,, ~ h_? ist.
Jedes v € 5, ldsst sich eindeutig darstellen als

Nm,
v = E CuVm -
p=1

Fiir s € R konnen wir daher durch

No 1/2
ol — {D}
n=1

eine Norm auf S,, definieren. Aus den Voraussetzungen folgt fiir alle v € S,

Wolllo,m = 10l 2= V]l 20y »

1/2
ol = @ (v, 0)2 2 0]l gy

Dabei bedeutet ,,~“ die Aquivalenz von Normen mit von m unabhingigen Konstanten. Sind
v,w € Sy, mit v =) Wy, W= dythm,, so folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Unglei-
chung fiir Summen und der Orthogonalitit der Eigenfunktionen

N Nom 1/2 Non 1/2
a(v,w) =) Anucudy < {Z Ci} {Z Afn,udi} = 10l m M0l - (9-1)
pn=1 pn=1 pn=1

Satz 9.4 Bezeichne mit Q,, : Sy, — Spm_1 die Ritz-Projektion, d.h. Qv € S,,_1 und
a(Qmv,w) = a(v,w) Vw € Sp1.

Dann gilt fir alle v € S,,
o = Quvllly < chm 0]l -

Die Konstante ¢ hdngt nicht von m ab.
Beweis. Aus der Definition der Ritz-Projektion und (9.1) folgt

v = Quvll}, = @ (v = Qunv,v = Quv) = a (v = Quu, v)
< v = Q@mlllm, 1l

< cllv = Qmully, vl -

Da 2 konvex ist, folgt aus Satz 3.2

lv = @mvll 2y < hmi [0 = Quvll gy < Chmer [l = Quvlly,

Wegen h,, 1 < ch,, folgt hieraus die Behauptung. m
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Als néchstes definieren wir einen Operator J : S,, — S,, durch
(Jv,w), = (v,w),, — A 'a(v,w) Yw € Sp,.

J beschreibt die Fehlerfortpflanzung in den Gléttungsschritten von Algorithmus 9.2. Ist v =
> ¢y m p, so folgt
Npn \
Ju = ZC“ (1 — %) Y-
p=1 m

Insbesondere ist J symmetrisch positiv semi-definit bzgl. des Skalarproduktes a (-,-), d.h.
a (-, J-) ist symmetrisch, positiv semi-definit. Definiere fiir v € Sy

v| := a (v, Jv)'/?
% falls v # 0,
p(v) =4 i,
0 falls v = 0.
Dann gilt offensichtlich fiir v € S,
ol = [[|l720]l],,,
0<p(v) <L

Satz 9.5 Seiv € S, und p = p(J"v). Dann gilt

H“]val,m S pl/ H|'UH|1,m :

Beweis. Schreibe v = ) ¢4, ,, und setze zur Abkiirzung o, :=1— A\, ,/A,,. Dann folgt
mit der Holderschen Ungleichung

N7 n

17701 o = D Aoy el
pn=1

Nom 2v/(2v+1) N 1/(2v+1)
2v+1 2 2
p=1 p=1

= |72 || o

Bilden wir die (1/ + %)—te Potenz dieser Ungleichung, so erhalten wir

w41 2v
7ol < 7720l ol

1m
2
= [0 [[vlll 1, -

Hieraus folgt

2v
| J"v]
[{PARC [P {W ol
,m

= P ol -
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Satz 9.6 Seiv € S, und p = p(v). Dann gilt

17 = Qu) vl < min {L.ev/T=p} el
Beweis. Da [ — @),, eine Orthogonalprojektion ist, ist

(T = @) vl < M0l -
Weiter ist mit v = > ¢, ¥m

N’NL N”L A
2 2 )
|||U|||1,m - ‘U| = Zci)‘m“u - Z Ci)\m“u 1 —
p=1 p=1 Am
N’NL

=Y AN = A,
pn=1

Hieraus und aus Satz 9.4 folgt
(L= Q) vy, < b ol = ER A (1= p) 05, -

Da A, ~ h_? ist, folgt hieraus die Behauptung. m
Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun die Konvergenz von Algorithmus 9.2 beweisen.

Satz 9.7 Bezeichne mit o, die Konvergenzrate von Algorithmus 9.2 mit v; = vo = v auf dem
m-ten Gitter gemessen in der |||-[|, ,,,-Norm. Dann gilt mit der Konstanten c¢ aus Satz 9.6

5o< —C
T c+2v

Beweis. Bezeichne mit «, die Losung der Finite-Elemente-Probleme auf dem m-ten Gitter

und mit €/, = u¥, —u’, ,Niherung nach dem iten Mehrgitterschritt“ den Fehler im i-ten Schritt
von Algorithmus 9.2. Dann gilt

1
v+l _ v * * ~ v * * ~
€m = T Uy T Uy = Um—1 = € — Uy g + 5m71 (umfl - umfl)

Om—1
= (I = Qm) €y + dm_1Wm—1
mit wy,—1 = 0,," 1 (W) — Gm—1) € Sm—1 und (per Induktion)
\me—lmlvm_l < H}u:(nflml’m_l'
Wegen der Galerkin-Orthogonalitiit
a((I—Qm)v,w)=0 Vv € Sy, w € Syt
folgt
(T = Q) €, + Wl o = T = Q) €Iy, + Newmall3,
= Qm) enlll3 o+ w17 s
= Qu) el + lsuca I,y
— )6

I = Q) el + et sl
2

2
(I = Qm)en +up ol = el

el/
Qm m||11,m
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Sei nun w € Sy, mit [[wl]|,,, =1 beliebig. Dann gilt

a(e™w)=a (Sl w) =a(et, J'w) = a((I — Q) el + Omo1Wm—1, J w)

=1 =0m-1)a((I —Qun)el, J'w) + 6p_1a((I — Q) €, + W1, J W) .
Da I —@,, ein Projektor bzgl. des Skalarproduktes a (-, -) ist, folgt fiir den ersten Summanden
@ (I = Qu) €y W) = (I = Q) s (I = Q) Jw) < (1T = Qo) el 11T = @un) T,
Fiir den zweiten Summanden gilt

a((I = Q) en, + w1, J'w) < |[(I — Q) er, + wm—1|||1,m |||Jyw|||1,m

< lllemllly m 17720l 1, -
Aus diesen beiden Abschitzungen folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

a (e w) < (1= 0m-1) 11 = Qm) exll . 1T = Qua) J“wllly 1

+ G-t el 1177200
P~ U2 1/2
< {0 =) = Qu) el + S Nl
y 9 y 9 1/2
x {1 = G ) 1T = Qu) T Wl + G 177017}
Wegen der Sitze 9.5 und 9.6 ist

(1= Gm1) 11 = Q) €I} 0 + St el
= (1= 0m) |7 = Qu) T [+ + s [[[7€0 [0

< {(1 ~ by min {1 ey/T= (e} + 6m-1} p (776" el

und
(1= 6m-1) 11 — Q) J”w\llf,m + Om—1 |||J”w|||f,m
< 5 ) ” 2 LN 2
< (=G )min {1,ey/T=p(Fw)} +8s 0 p (7)ol
Da
e, = sup a (et w)
R

ist, folgt hieraus

e, < Dl mas {2 B+ (1 = 8, min {1 (1 - )1}

Also ist
2v .
Om < Dax {p* [6m-1+ (1 = 8pp—1) min{1,c(1 — p)}]} .

Da auf dem grobsten Gitter exakt gelost wird, gilt

c
0o =0< .
0 T c+2v
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Wir nehmen nun an, die Behauptung sei fiir m — 1 gezeigt. Man iiberlegt sich leicht, dass die
Funktion

5—qgg{ﬁﬂﬁ+a—®nquq1_mﬂ}

auf [0, 1] monoton wachsend ist. Daher folgt aus der Induktionsanname

5m§mw{ﬁ{ c_ % mmﬂwﬂ—mﬂ}

0<p<1 c+2v c+2v

< max { p* S 2 (1—p)
— 0<p<1 P c+2v  c+2v P
c

_ 2v o —
= oo e vt 2l

c
c+2v

Denn die Funktion p — p* [2v + 1 — 2vp] ist monoton wachsend auf [0, 1] und nimmt den
Wert 1 im Punkt 1 an. m

Der Beweis von Satz 9.7 beruht im wesentlichen auf den Annahmen, dass €2 konvex ist
und die Gitter quasiuniform sind. Die Konvexitéit von 2 wird in Satz 9.4 benétigt, da dort
das Dualititsargument von Aubin-Nitsche benutzt wird, das die H2 Regularitiit der Differen-
tialgleichung voraussetzt. Die Uniformitédt der Gitter wird fiir die inverse Abschitzung zur
Kontrolle des grossten Eigenwertes der Systemmatrix benétigt. Diese Einschriankungen sind
fiir die Praxis zu restriktiv. Ebenso hat sich gezeigt, dass man mit anderen Gléittern als der
simplen Jacobi-Iteration in Algorithmus 9.2 wesentlich bessere Konvergenzresultate erzielen
kann.

10 Parabolische partielle Differentialgleichung

Sei Q) wieder ein Gebiet im R%. Wir betrachten das Problem der Wirmeleitung und die fol-
gende physikalische Fragestellung: Die anfiingliche Temperaturverteilung im Gebiet wird be-
einflusst durch angebrachte Wiarmequellen und die Aussentemperatur (z.B. Sonneneinstrah-
lung). Physikalisch nehmen wir an, dass die Warmeénderung durch Diffusion erfolgt, d.h.,
der Wiarmestrom entsteht durch Konzentrationsausgleich der Partikel, die die Wéarme tragen
und nicht durch Konvektion, d.h., der Warmestrom wird aktiv in einem Behélter eingesogen
(z.B. Warmwasser wird in ein Kaltwasserbecken gepumpt.)

Die Temperatur v ist eine Funktion, die von jedem Ortspunkt abhiingt und von der Zeit:
u: 2 x [0,7] — R. Die Gleichung, zur Charakterisierung von u ist die parabolische partielle
Differentialgleichung

t—Au=f inQ firallete[0,T],
u=0 auf 0Q fiir alle ¢ € [0, 7] (zeitabhéingige Randbedingung), (10.1)
u(-,0)=v inQ Anfangsbedingung.

Hier bezeichnet @ die Ableitung von u nach der Zeit und A den d-dimensionalen Laplace-
Operator:
4. 0% (z,t)

Au(x,t) = 92

i=1

Indem wir fiir die Gleichung (10.1) die Ortsabhiéingigkeit mit finiten Elementen diskreti-
sieren, entsteht ein System gewohnlicher Differentialgleichung beziiglich der Zeit mit vorgege-
benen Anfangsbedingungen.
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10.1 Ortsdiskretisierung des parabolischen Problems

Sei G wieder ein Finite-Elemente-Gitter fiir das Gebiet (2. Die Menge der Gitterpunkte wird
wieder mit © bezeichnet und die Menge der inneren Gitterpunkte mit ©°. Die Basis fiir den
Raum aller stetigen, stiickweise affinen Finite-Elemente-Funktionen zu den inneren Knoten-
punkten wird wieder mit (bi)ij\il, N = #6° bezeichnet. Mit S bezeichnen wir den Raum aller
stetigen, stiickweise affinen Funktionen mit Null-Randbedingungen.

S =span{b; : 1 <i< N}.

Fiir die semidiskrete Losung von (10.1) verwenden wir den Ansatz

N

ug (x,t) ==Y g (£)b; (x)

1=1

wobei wir zunéichst voraussetzen, dass die Koeffizienten ug; () hinreichend glatt sind, so dass
die folgenden Umformungen erlaubt sind. Das zu (10.1) gehérende semidiskrete Problem ist
gegeben durch die Aufgabe: Finde Funktionen ug € C* ([0, 7], R"), so dass fiir alle ¢ € [0, 7]

gilt

N
>, / s, jbibi + us,; (Vby, Vbi) = / fbi V1<i< N (10.2)
=1 /9 Q

U (>0) = Ug

ist. Da ug (+,0) eine Finite-Elemente-Funktion ist, muss daher auch vg € S gelten. Falls v aus
(10.1) nicht aus S ist, muss daher noch eine geeignete Projektion oder allgemeinere Abbildung
zwischengeschaltet werden.. Mit den (zeitunabhéngigen) N x N-Matrizen M und A und dem
rechte-Seite-Vektor r ¢ RY

(o)) A () o (o)’

lasst sich (10.2) als gewohnliche Differentialgleichung fiir den zeitabhiingigen Koeffizienten-
vektor ug auffassen

Mg (t) + Aug (t) =r (t) vVt € [0, T]

Ug (0) = Vg.

10.2 Einschrittverfahren fiir die homogene Wirmeleitungsgleichung

Wir betrachten das homogene parabolische Problem

uy = Au  in Q fiir alle ¢t > 0,
u=0 auf 0N) fiir alle t > 0 (zeitabhéingige Randbedingung), (10.3)
u(-,0)=v inQ Anfangsbedingung.

Der Einfachheit halber nehmen wir fiir das Folgende an, dass v € S gilt.
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10.2.1 Exkurs in die Funktionalanalysis

Um die Diskretisierung beziiglich der Zeit mehr in den Vordergrund zu stellen, betrachten wir
eine allgemeine Evolutionsgleichung in einem Hilbert-Raum.

Zur Erinnerung: Ein Banach-Raum B ist ein normierter Vektorraum, der vollstéindig
ist, d.h., jede Cauchy-Folge in B konvergiert gegen ein Element in B. Ein Hilbert-Raum
H ist ein Banach-Raum, wenn ein Skalarprodukt (-,-), auf H erklirt ist, und die Norm in
H durch ||| = (-, )% definiert ist. Ein Hilbert-Raum heisst separabel, falls eine dichte
Teilmenge A C H existiert mit abzéhlbarer Basis A = span {a,, : n € N}.

Konvention 10.1 Wir nehmen generell an, dass H ein separabler Hilbert-Raum ist. Fir
unsere Anwendungen wird immer H = L*(Q) oder H = S gelten.

Im folgenden betrachten wir immer die abstrakte Situation, eines abstrakten, linearen Ope-
rators A, der auf einem Teilraum W C H definiert ist. Die folgenden Annahmen sichern, dass
viele Eigenschaften, die wie aus der linearen Algebra fiir endlichdimensionale Vektorrdume
kennengelernt haben, sich auch auf unendlichdimensionale Vektorrdume iibertragen lassen.

Der Operator A ist positiv definit, falls

(Av,v); >0 Vv e W\ {0}
gilt. Der Operator A ist selbstadjungiert!s, falls
(Av,w) gy = (v, Aw) 4 Yo, we W.

Konvention 10.2 Generell nehmen wir an, dass A ein linearer, selbstadjungierter, positiv
definiter, nicht-notwendigerweise beschrinkter Operator auf einem Teilraum W C H 1ist, des-
sen Inverse A™' : H — H kompakt ist. Das Spektrum von A, d.h., die Menge aller Zahlen
\ € C, fiir die A— I entweder nicht invertierbar ist oder die Inverse (A — XI) ™" unbeschrinkt
ist, wird mit o (A) bezeichnet.

Satz 10.3 Der Operator A besitzt Eigenwerte ()\j);vzl und eine zugehorige Basis orthonorma-

ler Eigenfunktionen ((pj);.v:l fir ein N € NU{oo}.
Definition 10.4 Fiir eine beliebige Funktion g, die auf dem Spektrum o (A) von A definiert

18t, setzen wir
N

g(A)v=2 g(N) (v, e)ye; YoeH. (10.4)

j=1

Bemerkung 10.5 Satz 10.3 und Definition 10.4 sind aus der linearen Algebra endlichdi-
mensionaler Vektorrdume bekannt. Die Voraussetzung an den Raum H und den Operator A
sichern, dass sich diese Figenschaften und Begriffe auch auf unendlichdimensionale Vektor-
rdume tbertragen lassen.

15Tm endlichdimensionalen Vektorriumen iiber R entspricht der Begriff ,selbstadjungiert“ dem Begriff ,,sym-
metrisch“ und fiir die darstellende Matrix A beziiglich einer Basis gilt dann A = AT.
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10.2.2 Zeitdiskretisierung abstrakter Evolutionsprobleme

Wir formulieren das Ausgangsproblem (10.1) zunéchst als abstraktes Problem.
Sei H ein separabler Hilbert-Raum, und wir nehmen an, die Konventionen 10.1 und 10.2
sind erfiillt. Wir betrachten das Anfangswertproblem

W+ Au=0  firt>0 mit u(0)=w. (10.5)

Satz 10.6 Die Liosung des Problems (10.5) besitzt die Darstellung

u(t)=FE{t)v= Z e M (v, 05) y ©)- (10.6)

=1

Im Sinn von Definition 10.4 ist der Losungsoperator E (t) durch die Wahl g ()\) := e~
charakterisiert. Diese Uberlegung verwenden wir zur Konstruktion von Einschrittverfahren.
Sei dazu k eine Zeitschrittweite und fiir n = 0,1, 2, ... die Zeitpunkte t,, := nk definiert.

Die Losung (10.5) besitzt die folgende Halbgruppeneigenschaft:

w(tnsr) = E () u(ty).

Es ist daher naheliegend, ein Einschrittverfahren zu konstruieren, indem die Funktion e=*

durch eine rationale Funktion 7 (\) approximiert wird.

Bemerkung 10.7 Da im allgemeinen das Eigensystem der Operators A nicht explizit bekannt
ist, ist die Darstellung (10.6) ungeeignet zur Berechnung der Lésung. Alternativ kénnte man

die Darstellung
ety = Z S Aty
i=0

verwenden. Zwar bendtigt man nun zur Auswertung micht mehr das Figensystem von A, da
aber die Summe unendlich ist, lisst sich diese natiirlich genausowenig in endlicher Zeit aus-
werten.

Ist die Funktion g allerdings eine rationale Funktion

_r

mit Polynomen p (x) = >_1" joux’ und g (z) = 1", Bix’, so ldsst sich die Anwendunge g (A) v
durch Berechnung von

N|H—
: =,

B = zn:aiAi, C .= iﬁiAi und C~'Bv
i=0

=0

in endlicher Zeit auswerten.

Sei also 7 (\) eine rationale Approximation von e~*. Dann ist die Approximation U"*! des
Anfangswertproblems zum Zeitpunkt ¢, rekursiv durch

Uttt .= B,U" firn=0,1,2,... (10.7)
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definiert, wobei Ej, := r (kA) gesetzt wird, und die Startnidherung gemiss U° := v definiert
ist.

Um die Genauigkeit dieser Methode zu analysieren, betrachten wir zunéchst das skalare
Problem
Vi>0: u+au=0 mit u(0)=1. (10.8)

Die zugehorige diskrete Losung ist dann durch
Ut =7 (ka) U™ (10.9)

gegeben. Die Methode besitzt die Konsistenzordnung ¢, falls die exakte Losung von (10.8),
eingesetzt in (10.9), eine Genauigkeit von O (k971) besitzt. Da die exakte Losung von (10.8)
durch e~ gegeben ist, kann diese Aussage auch gemiiss

r(ka) =e ™ +0 (/{:qH)
beschrieben werden, bzw. durch
r(A)=e*+0 (A1) fir A — 0. (10.10)

Neben der Konsistenz des Verfahrens spielt dessen Stabilitéit eine wesentliche Rolle. Mit
der Spektraldarstellung (10.4) folgert man

N
=FEv= Zr i) (v, 05) 5 @5 (10.11)
7j=1

Der Losungsoperator £, wird stabil im Hilbert-Raum H genannt, falls ||E} ||, < C firn > 1
gilt. Diese Bedingung lisst sich auch alternativ beschreiben. Da (¢;) ein Orthonormalsystem
ist, gilt die Parsevalsche Gleichung

N N
HUH?{ = (va)H = Z (Uv(pj)H ('U,QOZ) Sozvgoj Z v ()02
ij=1 i=1
Daraus folgt
2
: 1E, HZ; 1 (kX)) (v 05) 5 05|
1E: N g = o= 5 (10.12)
vemfor [vllg veH\{0} >im (v, 801)
N 2n 2
= (kA v, Q; "
= sup 21 J(V /) <2%)H = (max 7 (kA )|) .
veH\{0} > iz (U, 0i)y I=I=N
Die Bedienung ||E}||;; < C fiir alle n ist daher dquivalent zur Bedingung
max |r(\)] < 1. (10.13)

A€o (kA)

Daraus folgt mit der Darstellung (10.11)
lo 7 < Z v, i) = vl -
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Die Stabilitdtsbedingung (10.13) wird fiir alle folgenden Methoden erfiillt sein.
Wir illustrieren dieses abstrakte Vorgehen fiir zwei weitverbreitete Zeitdiskretisierungsme-

thoden fiir die Warmeleitungsgleichung. Fiir das ortsdiskretisierte Problem gilt H = S und
A = —Ag und lautet: Finde u € S x R+, so dass fiir alle t > 0 gilt:

/u(:c,t)x(:ﬂ)dx:—/<Vu(x,t),VX(:U))dx ‘V’Xeg
Q Q

mit den Anfangswerten u (-,0) = v.
Das implizite Euler-Verfahren ist gegeben durch

(O™X) oy T (VUL VX) o) = U X2y X ES, n=0 (10.14)

und das Crank-Nicolson-Verfahren durch
(U +1’X)L2(Q) + §k (VU -, vX)LZ(Q) =U ’X)LZ(Q) - §k (VU ’VX)LZ(Q)

fiir alle x € g’ , n > 0. In kompakter Operatorschreibweise gilt fiir (10.14)
(I —kAg) U™ =U" baw. U™ = (I —kAg) U

und fiir das Crank-Nicolson-Verfahren

—1
ygntt = (I — §A5> (I + gAs) un.

Mit A = —Ag sind beide Schemata von der Form (10.11) mit

A
3

1 1-—
’I“()\):m und T()\):1+

N =

NI=

In beiden Fillen gilt |r (A)| < 1 fiir alle A > 0 und da —Ag positiv definit ist (ohne Beweis)
gilt 0 (kA) = 0 (—kAg) C [0, 00[. Daher ist die Stabilitdtsbedingung (10.13) erfiillt.

Wir beginnen die Fehleranalyse der Zeitdiskretisierung mit einer Abschétzung in der
Hilbert-Raumnorm fiir den Fall glatter Anfangsdaten. Um die Glattheit zu beschreiben, ver-
wenden wir den Operator —A und setzen fiir s > 1

H* = {7) € L2 (Q) A |y =0 A (—A)?v € L2 (Q)} .

Je grosser s ist, desto grosser ist die Differenzierbarkeitsanforderung an die Funktionen v € H*.
Die Norm auf H?® ist durch

N 1/2
s 1/2 s s 2
o]y == (A U7U)L/2(Q) = ||A /2UHL2(Q) = {Z)‘j (UWOJ')LQ(Q)}
j=1

definiert.

Hilfssatz 10.8 Das Verfahren sei von Konsistenzordnung q, so dass (10.10) gilt. Dann gilt
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1. 30, C >0
Ir(A) —e M <OXNFTT VO <A< A

2. 3\ >0, 3c€]0,1]:
r)<e™ YOS A< AL (10.15)

8. Falls |r (\)| < 1 fiir alle 0 < X\ < X gilt, kann in (10.15) \; > X gewdhlt werden.
Beweis. Ubungsaufgabe. m

Satz 10.9 Das Verfahren sei von Konsistenzordnung q und stabil, so dass (10.10) und (10.13)
gelten. Dann erfiillen die Losungen von (10.5) und (10.7) die Abschdtzung

10"~ (ta) g2y < CK [0llng. Vit 20,

Beweis. Wir fithren die Funktion F;, (A\) = 7 (\)" — ¢ ™ und erinnern an die Definition
(10.4). Daher gilt
U™ —u(t,) =r(kA)" v —e ™y = F, (kA)v. (10.16)

Die Behauptung lisst sich in der Form schreiben
|By (kA) ol oy < CH lolly, ¥t > 0.

Falls F,, (kA) als Operator von H?? nach L? () aufgefasst wird, ist diese Abschitzung &qui-
valent zur Operatornormabschitzung

150 (A olgpey I (k) vl

10 (kA L2y = sUP -
PO gy ol vera(oy 1A% )

E, (EA) A %
veL2\{0} HUHLz Q)

- HLZ(Q)HL2(Q)

= [|[ A7 F, (RA)| 20y 1200 SCOK i, >0,

Analog wie (10.12) ergibt sich

= sup })\ F, ( k:)\)| k7 sup })\_an ()\)}é(]k‘q.

ATIF, (EA)
H HL2 Aeo(A) Ao (kA)

)—L2(Q)

Daher zeigen wir im folgenden
|F, (N <CX YA eo(kA).
Die Abschétzung (10.10) ergibt fiir hinreichend kleines A\g > 0
r(A) —e | < OXNTT V0 < A< .
Die Dreiecksungleichung liefert

r < Je = r )] 4[] < Oxrt e
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Eine Taylorentwicklung um A = 0 und festes ¢ € ]0, 1] liefert
CAXH e — e =CNT 4+ (1-X) = (1—c)) + 0 (V)
=(c=1)A+0 (V).
Aus ¢ — 1 < 0 folgt die Existenz eines A\; > 0, so dass
CANT e =<0 VO<A< AL

Das impliziert
Ir(\)] <e ™ Vo< A< AL (10.17)

Setzen wir A := min {\g, A}, erhalten wir

i
L

1B, (V)] = [(r (V) —e™)Y r(\)" e < Cpattlee=UA < 0N (10.18)
—_——

Sefc)\(nflfj)

Il
=)

J
fiir alle 0 < A < . Aus der Stabilitit von r folgt fiir A > XA und A € o (kA) :
1B, (V)| < fr(W)"+e ™ <2< 0N

mit C'=2\"". m

Satz 10.9 erfordert glatte Anfangsdaten, d.h., v € H?? und macht keine Aussage fiir weniger
glatte Funktionen v. Um fiir diese Fille Fehlerabschétzungen herzuleiten, klassifizieren wir die
erzeugenden Funktionen 7 in vier Klassen:

L jr(\) <1 VO <\ <« fiir ein o > 0,

IL r(A)] <1 V0< A< oo,
I |r(\)] <1 V0 < A und |r (o0)| < 1.
IV. |[r(N)] <1 V0 < A und |r (c0)| = 0.

In unserem Fall ist A = —Ag ein beschriinkter linearer Operator, der vom Ortsdiskretisie-
rungsparameter i abhéngt. Sei A\.x der grosste Eigenwert von A und k die Zeitschrittweite.
Dann ist das grosste in (10.13) auftretende A durch k. gegeben. Das fithrt zur Definition
der Unterklassen:

I’ r(A)ist von Typ I und kApax < oy fiir ein «p € 0, af,
IT" 7 () ist von Typ II und kApax < oy fiir ein oy € ]0, 0o].

Diese Bedingungen sind als Einschrinkungen der Zeitschrittweite in Abhéingigkeit der
Ortsschrittweite zu interpretieren.

Bemerkung 10.10 Fir Verfahren vom Typ 1’ bzw. 117, welche die Konsistenzbedingung (10.10)
fiir ein ¢ > 1 erfiillen, gilt mit Ay = ag bzw. \; =

Ir(N)] <1 VO < A< )\

und daher auch (10.17).
Insbesondere gilt wegen kX < A\ die Abschitzung |r ()| < e~ fiir A € o (kA) mit einem
cel0,1].
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Bevor wir zur Fehleranalyse dieser Verfahren kommen, geben wir Hinweise zur Konstruk-
tion von Verfahren zu den eingefiihrten Klassen.

In der Vorlesung Numerik I haben wir die Approximation von Funktionen durch (stiick-
weise) Polynome behandelt. Effizienter ist die rationale Approximation, deren Konstruktion
jedoch komplizierter ist. (Das liegt daran, dass die Menge

{S pEPy, g€ ]Pm\{o}}

kein Vektorraum ist.) Eine optimale Approximation der Funktion e~ ist durch die Padé-
Approximation gegeben:

T'm,n (A)

mit Pman € Pp und d,y, ,, € Pp,.

Genauer gilt explizit

3
—~

|
- >
N

<.

P (V) 1= 3 G/ (557
bV
e

A (V) = 3 (7)/("57)

j=0

Die Wahl der Koeffizienten ist dadurch bestimmt, dass in der Taylorentwicklung von e=* um

0 moglichst viele Terme iibereinstimmen. Es gilt
P (A) = €7 4+ O (A1) fir A — 0,

d.h. r,, ,, approximiert e~* mit Ordnung ¢ = m + n.
Offensichtlich ist 7, , vom Typ II fir m =n > 1, vom Typ IV fiir m > n und vom Typ I
fiir m < n. Insbesondere ergibt sich fiir 791 (A\) = 1 — X\ das explizite Euler-Verfahren:

Ut = (I —kA) U™
Diese rationale Funktion ist vom Typ I mit @ = 2. Fiir A = —Ag kann man
|—As|| L) 12(@) < Ch™? zeigen. Daher ist das explizite Euler-Verfahren vom Typ I’ unter
der Voraussetzung k/h* < ap/C mit o < 2.
Die subdiagonale bzw. diagonale Padé- Approximation mit linearem Nenner sind
_1-)/2
C1+2/2

10 = 1—|——)\ bzw. 11 ()\)

d.h. das implizite Euler-Verfahren bzw. das Crank-Nicolson-Schema. Diese Verfahren sind vom
Typ IV bzw. vom Typ IIL.
Wir kommen nun zur Fehlerabschitzungen fiir nichtglatte Daten.

Satz 10.11 Das Zeitschrittverfahren besitze die Konsistenzordnung q und sei vom Typ I’, 1T’
oder III. Dann erfillt die Losungen von (10.5) und (10.7) die Fehlerabschdtzung

U7 = (b)) < ORI 0]y iy b > 0.

Fiir Verfahren vom Typ III ist die Konstante C' ist unabhdingig von A und in den Fdillen I’
und II’ hdingt die Konstante lediglich von den Parametern oy und oy ab.
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Beweis. Wir verwenden die Notationen des Beweises von Satz 10.9 und miissen daher
zeigen, dass
1F (RA)| 220y < CRIE,T e £, > 0.

Mit Hilfe der Spektraldarstellung folgert man, dass dies dquivalent ist zur folgenden Abschiéit-
zung

|F, (V)| < Ck%7=Cn9 VA€o (kA), n>1. (10.19)

Wir erinnern daran (vgl. Bemerkung 10.10), dass (10.17) gilt mit Ay = ag bzw. A\ = a4 fiir
Verfahren vom Typ I’ bzw. IT’ und fiir Verfahren vom Typ III fiir jedes A; > 0. Daraus folgt
mit (10.18)

IE, (V)] < Cn~?(nA\) e ™ < On™® YO < A< A\

Fiir Verfahren vom Typ I’ und II’ ist damit der Beweis von (10.19) abgeschlossen, da in
diesem Fall kA < A1 gilt. Fiir Verfahren vom Typ III miissen wir auch grosse Werte von A
betrachten. Fiir A > A\; = 1 (man beachte, dass (10.17) gilt fiir beliebig grosses, aber festes
A1) gilt e < em < Cn~? fiir jedes 0 < ¢ < 1. Des weiteren gilt wegen |r (00)| < 1 die
Gleichheit supy~; |7 (A)| = €7 mit einem 0 < ¢ < 1, so dass supy~ |1 (A)"] < e ™ < Cn™4
und daher - B
sup |F, (V)] < Cn™1.
A>1
Damit ist auch fiir Verfahren vom Typ III die Behauptung bewiesen. m
Die Fehlerschranke in Satz 10.11 wird gross fiir kleine Zeiten t. Daher ist es naheliegend, zu
Beginn der Berechnungen kleinere Zeitschritte zu verwenden, um dadurch uniformere Abschiit-
zungen zu erhalten. Wir analysieren dieses Vorgehen an Hand des impliziten Euler-Verfahrens.
Wir betrachten eine Zerlegung der positiven Zeitachse gemiiss

O=to<ti <...<t, < ...

Die Intervalle bezeichnen wir mit J,, = |t,,_1, t,,[ und die Intervalllinge mit k,, = ¢,, —t,,_1. Die
Approximation U™ der exakten Losung (10.5) ist definiert durch

0,U" + AU =0 VYn>1 mit U’ =v. (10.20)
Hier bezeichnet 9,U" die Riickwiirtsdifferenz (U™ — U™1) /k,,.

Satz 10.12 Fir die Losungen (10.20) und (10.5) gilt
107 = wlta) ey < ok [ Nl it Vo 20
j=1 i

Beweis. Die Losung lisst sich in der Form schreiben
U'=E, U™, firn>1mit E, = ([ +kA)", U=
bzw. in der prignanteren Form

U" = En,l'U mit Emj = EknEk s Ekj fiir j S n.

n—1 "

Der Fehler n" = U™ — u" erfiillt

O™ + An" = wW" = —0,u" — Au™ = u" — 0,u™.
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Daraus folgt
n" = Epn" ' 4 ko By, W™

Iteration dieser Rekursion ergibt mit 7° = 0
7’]n = Z k?jEanj, fiir n Z 1.
j=1

Wie zuvor gilt || B[ 20y _r2() < 1, so dass auch || Ey | 12 (q)._ 2y < 1 gilt. Daraus folgt

17" 20y < z;k‘j HW]HLz(Q)'
]:
Die Behauptung folgt schliesslich aus

o ey = 1 6) =Byt () oy < [ il .
J

]

Bislang bezogen sich die Fehlerabschéitzungen lediglich auf die reine Zeitdiskretisierung.
Im folgenden wollen wir Fehlerabschiitzungen herleiten, die sich auf das volldiskrete Galerkin-
Zeitschrittverfahren beziehen und explizit ist in der Zeitschrittweite & und Ortsschrittweite
h. Wir beginnen wieder mit dem Fall von glatten Daten. Die Glattheit wird mit Hilfe des
Raumes H* () ausgedriickt:

H*(Q) := {veH*(Q)|Vj<s/2: Av=0im Sinne der Spurbildung} .
Fiir unsere Anwendungen wird der Fall s = 1,2 eine wesentliche Rolle spielen, fiir den gilt
H*(Q) := H (N H*(Q).

Fiir das Folgende miissen wir erst eine Reihe von Bezeichnungen einfithren. Der Finite-
Elemente-Raum zum Poisson-Modellproblem wird wieder mit S C H} (€2) bezeichnet und
Ts : L*(Q) — S bezeichnet den Losungsoperator, der jeder rechten Seite f € L? () die
eindeutige Galerkin-Losung mittels

a(Tsf,v)=(fv)12@ YVES
zuordnet. Analog ist der kontinuierliche Losungsoperator T : L? () — Hj () durch
a(Tf,v)=(f,v)peq YvE Hy ()

definiert. Man beachte, dass die Annahme f € L? () und die Voraussetzung, dass ) glatt
berandet ist, implizieren, dass T'f € H? (Q) gilt. Wir setzen T' ¥ := I und bezeichnen die j-fache
Hintereinanderausfithrung mit 77. Man beachte auch, dass T (—A) = I und Ts(—Ag) = [
gilt. Die folgende Annahme ist im folgenden Kapitel immer vorausgesetzt.

Annahme 10.13

1. Der Operators Ts ist selbstadjungert und positiv semidefinit auf L* (Q) und positiv definit
auf S.
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2. Es existiert eine positive natirliche Zahl r > 2, so dass

I(Ts = T) fll 20y < CP7|S]

He-2(Q) V2<s<r VfeH ?(Q).

Wir verwenden die Notationen:

U™: volldiskrete Losung,

ug (t): semidiskrete Losung von (10.2),

u (t): exakte Losung der parabolischen Differentialgleichung.

Satz 10.14 Es gelte Annahme 10.13. Sei die Zeitdiskretisierung ein Finschrittverfahren vom
Typ 1" oder 11 und wir nehmen an, dass

1. die Anfangswerte v € H™>{r24} erfiillen,

2. |lvs = vl p2iq) < CR" |v], gilt. Dann erfillt die volldiskrete Galerkin-Losung die Fehler-
abschdtzung

1U" = u(tn)ll 2y < C (hr 0] e + K ‘U‘Zq) Vi, 2 0.

Fiir den Beweis benotigen wir die folgenden beiden Lemmata.

Lemma 10.15 FEs gilt
q—1 ‘
v="> T4(T —Ts) (~AY v+ Te(-A)"v Yve H*(Q). (10.21)
7=0

Beweis. Wegen 7' (—A) = [ folgt die Gleichheit durch einfaches Ausmultiplizieren. m

Lemma 10.16 Sei die Zeitdiskretisierung ein Einschrittverfahren vom Typ I' oder 11. Dann
qgilt
| F (—kAs) PsT? < ||En (—kAg) PsTY <Ck V0<j<gq, VYn>0
(10.22)
mit F,, wie in (10.16) und der (beziglich (-, ) 2q)) orthogonalen Projektion P : L?(Q) — S,

l2@) 1200 lss <

Beweis. Da Ps eine Projektion ist, gilt Ts = TsPs und auch PsT? = Té = (—Ag)fj fiir all
j > 0. Daraus folgt mit Hilfe einer Entwicklung in ein orthonormales Eigensystem (J;, gpi)i]\il
von —Ag fiir beliebiges v € §

N

1 (—kAs) PSTéUHLz(Q) Z(U i) 120y Fn (—kAS) A7 04

=1 L2(Q)
N -
= {[F Y (0,00 120y Fu (BA) (kX) 7 0 <k sup  [ANTE, (V)] 0]l 20
=1 L2(Q) A€o (—kAg)

Sei )¢ eine positive Zahl, so dass |r (A)| < 1 gilt fiir alle 0 < A < Ag. Dann implizieren die
Annahmen des Satzes, dass fiir derartige A\ gilt

Ir(A) — e < OoN*! 0<j<q und |r(\)]<e fiir ein geeignetes c € |0,1].
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Daraus folgt fiir alle 0 < A < Ag

IXTE, (W)= A7 (r(A) — e < Cnie” ™ < C.

n—1
Z r ()\)n—l—f eff)\
£=0

Fiir Einschrittverfahren vom Typ I ist damit der Beweis gegeben. Fiir Verfahren vom Typ II,
ist die gewiinschte Ungleichung trivial fiir A > Ag.

Damit ist in beiden Fillen die rechte Ungleichung in (10.22) gezeigt. Die linke Ungleichung
folgt wegen

[ Fo (—kAs) PSTL0]| a0 | F (—kAs) PSTEPs|| Laq

sup L@ _ sup L)
veL2(2)\{0} 0[] 22 veL2(Q)\ {0} [0l 120
HFn (—kAs) PSTéwHL%Q)HLz(Q) ||PSUHL2(Q)
B <w§5\%} s ) <UEL§Z§§\{O} Toll ooy )

Da Ps die L? (2)-orthogonal-Projektion ist, ist der letzte Faktor nach oben durch 1 beschréinkt.
|
Beweis von Satz 10.14:
Die Dreiecksungleichung liefert:

1U" —u(ta)ll o) S NU™ = us (ta)ll 12y + lus (tn) — w (o)l 120

und wir schéitzen beide Terme separat ab.

Abschitzung von ||[U" — ug (tn)HLZ(Q)

Unsere Stabilititsannahmen an das Einschrittverfahren implizieren mit Ejqv := e *2sy

| Eks (vs = Psv)l 2y < llvs = vll g2y + 1 = Psvll 29y < Ch" vl e

und daher geniigt es im folgenden den Fall vg = Pgv zu untersuchen. Sei U" die volldiskrete
Losung und ug (t,,) die Losung des semidiskreten Problems (10.2) zum Zeitpunkt ¢,,. Dann
gilt

Un —us (tn) = Fn (—k‘As) PS’U.

Sei nur (A, w)é\f:l ein orthonormales Eigensystem fiir —A mit Nullrandwerten. Wir setzen
Vg = Z (v, W)p(g) Pe-
L:kAp<1

Beachte, dass wegen —Ay, = Ay die Nullrandwerte bei Anwendung von —A erhalten bleiben
und somit v, € H*® () fiir alle s > 0 gilt. Dariiber hinaus folgt

1.

Z (v, W)p(g) A (=A) ¢

L:kXg>1

lv — Uk||L2(Q) = Z (%W)L%Q) e
L:kXe>1

L2(Q) L2(Q)

(10.23a)

=11 Y. @)ool = (Sup )‘eq) [v]ly < K9 {Jv]lg, - (10.23b)
EAe>1

L:kXg>1

2q
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(10.23¢)

(10.23d)

Vel < |v da v und v — v, orthogonal sind,
2q 2q
3.
r/2+j 7/2+4]
‘Uk‘rJer - H<_A) /249 Uk’ L2(9) = Z (%W)LZ(Q) )‘z/ 70
O:kAp<1 Lz(Q)
r/2 j —q
< sup X Z (U,wg)p(ﬂ) )\/ ©e < ( sup )\%) o], <& ||, ,
Lk <1 el Lk <1

L2(Q)

fur alle j =0,1,...,q — 1.

(10.23¢)

Wir wenden nun die Identitdt (10.21) auf v, an und verwenden die Abkiirzung F, =

F, (—kAg) Ps. Damit ergibt sich
Fyop =Y FT5(T = Ts) (=AY v + F,TE (~A) vy

Jj=0

Aus Lemma 10.16 und (10.23c) folgt

(10.23¢)
[F3 TS (—=A) 0p| o) < CRU[AME | 120y = CR ukly, < Ok Joly, -

Indem wir die Eigenschaft aus Annahme 10.13(2) ausniitzen und mit (10.23e) verbinden, ergibt

sich
| P (1 - 7o) (-a) K o (1 = ) (—a) |
ndg s g S s £ L2
Ann. 10.13(2) ) .
<ok ||(—ay vk’
H™=2(Q)
4 (10.23¢)
SijhT |Uk“r+2j < ChT‘Uk‘T
fiir alle 0 < j < ¢ — 1. Zusammen ergeben diese Abschitzungen
|Futll oy < © (W10, + K9 Joly,)
Die Stabilitéit des Einschrittverfahrens und (10.23b) ergeben
(10.23b)
[ (v — Uk)HLz(Q) <2|v— Uk”L?(Q) < Ckf ‘U|2q'
Abschitzung von [us (t,) — u ()| 20
Diese Abschitzung ergibt sich als Folge von
Hilfsaussage 1: Es gelte
Tsé+e=p firt>0mitTse(0) =0.
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Dann gilt
1
e ey < € IOy [ (10l 191E0) .

Beweis der Hilfsaussage 1:
Wir multiplizieren (10.24) skalar mit 2¢ und erhalten

.. d 2 )
2 (Tseue)Lz(Q) + At ||€HL2(Q) =2(p, €)L2(Q) :
Da T's nach Annahme positiv semidefinit ist, folgt

d . d .
dt H€||i2(n) <2(p, e)Lz(Q) - 2@ (P>€)L2(Q) —2(p.e).

Wir multiplizieren mit ¢ und erhalten

d d )
= (tlelam) <25 (00 sz ) =2t (5, 0) + lelFaay = 20, ) 2gey

Integration nach ¢ liefert

t
tllelza@) < 2tllPll 2 ||€||L2(g>+/0 (2S||/'?||L2(Q)H€||Lz +llelza@y + 2 116ll 2o ||€HL2(Q)>dSv

d.h.

1/ . 2 2
el < € (1o @l + 7 [ 1B + Iell + ol )

Multipliziert man (10.24) mit e, ergibt sich

2 2 2
pn (Tse, €) 20y + 21lellz2) = [IPl72() + llelz2(q) -

Integration liefert

t
(Tse,€) oy /WHH ds < (Tse (0) ¢ »p@+4nmamw

Da T positiv semidefinit ist und Tse (0) wegen (10.24) verschwindet folgt

t t
2 2
Anﬂwmwsﬂuwwmw

Zusammen mit (10.25) ergibt sich die Hilfsbehauptung 1

1 t

2 2 12 2
el < € (I @+ 1 [ 5 10l + Il )
Aus Hilfsbehauptung 1 folgt direkt

e ®llzzey < Cswp (116 (5)lzaqay + 10 ()ls) ¥ >0.
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Der Fehler e (t) = ug (t) — u (t) erfiillt die Gleichung (10.24) mit
p(t)=—Ts—T)Au=—(Ts —T)u
Weiter gilt fiir die Anfangsbedingung in (10.24) mit Annahme 10.13(1) (genauer: Tg : S — S
ist bijektiv)
(Tse(0) ,w)12iq) = (Psv — v, Tgw)2(q) =0 Yw €5,

da Pg die L? (2)-Orthogonalprojektion auf S ist und damit Tse (0) = 0 gilt. Daher lisst sich
(10.26) anwenden, und es bleibt die beiden p-Terme auf der rechten Seite anzuschétzen. Fiir
die L? (2)-Norm von p erhalten wir

. Ann. 10.13(2) .
o (M 2y < N(Ts =Tl oy < Ch" il gozggy

< Ch lu ()l e

und analog
slp ()l 2y < Ch"s [l ()]l vy -

Schliesslich miissen die Normen von « (s) und st (s) noch auf die Anfangswerte zuriicktrans-
portiert werden. Dies folgt aus der Spektraldarstellung der Anfangswerte: Fiir

N
E v (,01 Lz
=1

ist die Losung u durch

u(s) = B(s)v =3 (0.0 ey € 1 (10.27)

i=1
gegeben. Die Orthonormalitéit der Eigenvektorbasis und }e_)‘is
u(s)], <ol -

Man beachte, dass @ = Au gilt und daraus folgt

< 1 implizieren direkt

N
7’/2+1 —>\-5
E U, i) 20 A se” "y,

S Hu Hr+2

L2(Q)

N
< Z U, i) 2 AT (sA;)? e=2Nis,
=1

2 —2:1:

Man beachte, dass x fiir z > 0 uniform durch eine Konstante C' beschriinkt ist so, dass

die Stabilitit
s (s)ll, < Cvl,

schliesslich folgt. m
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11 Das unstetige Galerkin-Zeitschrittverfahren

Im vorigen Abschnitt haben wir die Galerkin-Finite-Elemente-Methode zur Ortsdiskretisie-
rung verwendet und Einschrittverfahren fiir das ortsdiskretisierte Problem betrachtet. In die-
sem Abschnitt werden wir auch fiir die Zeitdiskretisierung ein Galerkin-Verfahren verwenden.
Die Ansatzfunktionen werden in der Regel unstetig sein, und man spricht daher vom unstetigen
Galerkin-Verfahren. Die Abkiirzung ,,DG“ oder ,DGM* ist vom Englischen: ,Discontinuous
Galerkin Method“ abgeleitet.

Die Idee hierbei ist, fiir die Losung einen stiickweisen (moglicherweise unstetigen) Polyno-
mansatz (in Raum und Zeit) zu verwenden und die darin vorkommenden Koeffizienten mittels
der parabolischen Differentialgleichung zu bestimmen.

Wie im vorigen Unterkapitel 10.2.2 konzentrieren wir uns hier auf die Zeitdiskretisierung
und verwenden wieder den folgenden abstrakten Rahmen:

Sei H ein Hilbert-Raum und A ein selbstadjungierter, positiv definiter, nicht notwendiger-
weise beschrinkter Operator mit kompakter Inversen, dessen Definitionsbereich D (A) € H
erfiillt.

Bemerkung 11.1 In unserer Anwendung gilt H = L*>(Q) oder H = S C H} (). Fiir hin-
reichend glatte'® Funktionen u,v : [0,T] x L* () — R erhalten wir mit ty :=T

i u(t,z)v(t, :U)dx—/ (t,x)v(t,z) +u(t,x) 0w (t,x) dz,

/ / (t,x)u(t,x) dedt = // (t,x)u(t,x)dtdz
bzw. kompakter geschrieben:

_/Q/O u(t’x)q‘)(t,:c)dtdx—l—/ﬂ(v( z)u(t,2)[,Yy) de.
d

at (u, )y = (4, 0) g + (u,0) gy (11.1a)
tN 13
/ (it,0) dt = _/ (w0, )+ ((,0)],) - (11.1b)
0 0
Im folgenden nehmen wir generell an, dass die Relationen (11.1) erfillt sind.
Wir betrachten das Anfangswertproblem:
U+ Au=f fiirt >0 mit u(0) =w. (11.2)
Um in der Zeit zu diskretisieren, zerlegen wir die Zeitachse geméss
O=to<ty1 < ... <t, < ...

und setzen J,, = |t,,_1,t,] fiir n € N. Die Schrittweite k,, = ¢, — t,_; muss nicht notwendig
uniform sein. Die maximale Schrittweite wird mit & := maxk; bezeichnet. Sei ¢ ein gege-
bener maximaler Polynomgrad fiir den Losungsansatz auf den einzelnen Zeitintervallen. Die

16Hinreichend glatt in dem Sinne, dass die Vertauschung von Differentiation und Integration zulissig ist
und auch partielle Integration angewendet werden kann.
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Koeffizienten dieses Ansatzes sind in H, d.h., der Ansatz liegt im Raum

q
S = {u: 0,00 — H :VJ, : El(wj)g:o c Hi (i) zzwjtj, Vt € Jn}.

J=0

Man beachte, dass diese Funktionen (im Gegensatz zu den Finite-Elemente-Funktionen fiir
die Ortsdiskretisierung) unstetig in den Zeitgitterpunkten ¢; sein konnen. Da die Zeitintervalle
links offen sind, muss u (0) separat definiert werden. Fiir eine Funktion u € S bezeichnen wir
mit u" bzw. v/} den Wert der Funktion v im Gitterpunkt ¢,, bzw. den rechtsseitigen Grenzwert
in t,.

Um das unstetige Galerkin-Zeitschrittverfahren zu definieren, betrachten wir ein festes
Intervall [0,¢y] und bemerken, dass die exakte Losung von (11.2) fiir glatte Testfunktionen
w : [0,tx] — H die folgende Gleichung erfiillt:

/m (i, )y + (Au, w),, dt /m (f,w), dt.
0 0

Nach partieller Integration beziiglich der Zeit erhalten wir fiir alle Funktionen w mit w (ty) = 0

/0 T () g+ (Auyw) g+ (u (8) w0 () 1%, = / o)y dt
d.h. . .
/0 — (u, )y + (Au,w), dt = (u(O),w(O))H+/O (f,w)ydt. (11.3)

Wir ersetzen nun v in der schwachen Formulierung (11.3) durch eine Funktion U € S und
integrieren partiell auf jedem Zeitintervall J,, :

N tn N—-1
Z/ —(U,w)Hdt:/ (O U, w) gy dt + > (U], wt) , + (UL, 0l) (11.4)
n=1 n 0 n=1

wobei der Sprung der Funktion U im Gitterpunkt ¢, durch U" = U} — U™ definiert ist. In
(11.4) bezeichnet w’ den rechtsseitigen Grenzwert von w in t,. Da w als hinreichend glatt
(mindestens stetig) angenommen wurde, gilt w" = w’. Fiir die Diskretisierung mit unstetigen
Funktionen muss jedoch angegeben werden, welcher einseitige Grenzwert zu wihlen ist. Die

stiickweise Ableitung Oy, ist fiir ¢ € J,, durch

OstwU (t) = U (t)

und auf (der Nullmenge) der Gitterpunkte beliebig definiert. Beispielsweise gilt fiir ¢ = 0 und
jedes V' € S die Gleichung 04,V = 0.

Die unstetige Galerkin-Diskretisierung des Problems (11.2) lautet: Finde U € S, so dass
fiir alle W € S gilt

N-1

tN tn
/ (DU, W)y + (AUW) gt + Y (U], , W)y + (UL WD), = (0, WD), + / (f, W), dt,
0 n=1 0

(11.5)
U° = .
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Da die Funktion W aus S in den Gitterpunkten im allgemeinen nicht stetig ist, diirfen wir
ihre Werte auf den unterschiedlichen Zeitintervallen unabhéngig voneinander wihlen. Das
bedeutet, wir konnen fiir S eine Basis angeben, so dass der Triger jeder Basisfunktion immer
nur in einem Intervall J,, enthalten ist. Mit der Bezeichnung S™ := S| ergibt sich also: Finde
U € S, sodass fiir alle W € S und alle 1 <n < N gilt!”

/ (atU,W)H+(AU,W)Hdt+(Ui—l,Wf—l)H:(U"—l,Wﬁ—l)H+/ (f, W) dt, (11.6)

n n

U =w.
Im néchsten Schritt zeigen wir, dass das lokale Problem (11.6) eine eindeutige Losung in S
auf J,, besitzt fiir gegebenes U™ und f| I
Eindeutigkeit:
Es geniigt zu zeigen, dass die homogene Gleichung nur die triviale Losung U = 0 besitzt:

/ (U, W)H + (AU W)y dt + (UL Wi, =0 VIV e S

n

Sei U eine homogene Losung und wihle W = U auf .J,,. Dann gilt wegen 2 (U LU ) Yy % \|\U Hi{
(vel. (11.1))
n n—1(|2 n—1]|2
oI = N +2 [ (Av ) de 2 U3 = o

n

das heisst (Erinnerung: |ul|, = (Au, u)}f)

IIU”H§+HU$1HZ+2/J |U)2dt = 0.

Daraus folgt ||U]|; = 0 auf .J,, und daher U = 0 auf J,. Dies ergibt die Eindeutigkeit.

Existenz:
Da das Problem endlichdimensional ist, folgt die Existenz aus der Eindeutigkeit.

Die einfachste Situation liegt fiir den Fall ¢ = 0 vor, d.h. stiickweise konstanten Ansiitzen.
Dann gilt sy U = 0 und U (t) = U™ = U™ auf J,. Damit ergibt sich

(U W)y + kn (AU, W)y = (U"*I,W)H+ ( fdt,W) YW e S,
U= " ’
bzw in Kurzschreibweise
(I +k,A)U" =U"""! +/ fdt. (11.7)
Gleichung (11.7) kann auch in der Form geschrieben Wergen
0,U™ + AU™ = k:in . f)dt mit 9,U" = Un_k—:]nl

"Hinweis: Wir betrachten Gleichung (11.5) mit Testfunktionen W € S, die W = 0 auf [0, ¢y] \J,, erfiillen.
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Daran erkennt man, dass es sich bei diesem Verfahren um das modifizierte implizite Euler-
Verfahren handelt, wobei die Punktauswertung f (¢,) durch einen Integralmittelwert ersetzt
wurde. Fasst man die Punktauswertung als Ein-Punkt-Quadraturapproximation des Integral-
mittelwertes auf, so stimmt das implizite Euler-Verfahren mit der stiickweise konstanten DGM
mit Quadratur iiberein.

Wir betrachten noch den Fall der stiickweise linearen Approximation, d.h., ¢ = 1. Es gilt

Ut)=U84+ U (t —tn_y) [k, auf J,,.

Fiir die Bestimmung von Ug = Up und U{l = U erhalten wir das gekoppelte System:
F; ; F; 1 F; _ (71
(Oov) +kad (Oo) +(00,0) +5kad (Orw) = (U 05) , + (/J /) dt,w)H

%knA (UO,W)H +% (Ulﬂ])H + %kn (AUh?Y)H = (knl /Jn (t—tn) f (8)dt, 77>H

fir alle v, n, € H. In Operatorschreibweise erhalten wir die kompaktere Form eines gekoppelten
Systems

_( Urt+ [, f(t)dt )
S\ kS =) f()dt )

Satz 11.2 Die Lisungen von (11.6) (mit ¢ > 0) und (11.2) erfiillen die Fehlerabschitzung

SknA A1+ 3k, A Uy

N 1/2
|UN = (ty)||, <C (Z k:fﬁ“/ Hu@“)\ﬁdt) fiir alle ty > 0. (11.8)
n=1 JIn

Beweis. Wir definieren den Interpolanten % der exakten Losung u von (11.2) durch die
Bedingungen
U (tn) = u(ty) Vn >0,

[, @) —u()tdt=0 Y0<t<qg—1, n>1 (11.9)

Damit interpoliert @ in den Knotenpunkten und der Interpolationsfehler ist orthogonal auf
P,—1 (Jn). Um einzusehen, dass diese Gleichungen ein eindeutiges @ € PP, (.J,,) definieren, ge-
niigt es, eine Entwicklung in H bzgl. eines Orthonormalsystems zu verwenden. Da die Anzahl
der Gleichungen und die Anzahl der Freiheitsgrade gleich ¢ + 1 ist, folgt die Behauptung,
wenn wir die Implikation zeigen: u| 5, =0 = | 7, = 0. Indem wir J,, auf das Einheitsin-
tervall (0,1) transformieren, so dass t,, auf Null abgebildet wird, geniigt es einzusehen, dass
aus der Bedingung: e = u — 1 = tZ?;é a;t? ist orthogonal zu P,_; (0,1)* folgt: e = 0. Diese
Folgerung ergibt sich jedoch aus

1 q—1 1 q—1 2 q—1
0:/ e(t)Zajtjdt:/ t(Zajtfdt) dt = > atldt =0.

=0

Ausserdem folgt hieraus, dass @ mit v auf J,, tibereinstimmt, falls © € P;, m.a.W.: die Inter-
polation besitzt den Exaktheitsgrad q.
Standardabschiitzungen fiir den Interpolationsfehler ergeben

Ha(t)—u(t)y@gcrkiq“/ }|u<q+l>}|jdt Vte J,, j=0,1 (11.10)

n
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Wir zerlegen den Fehler gemiiss
U-—u=U-a)+(a—u)=0+p

und beachten p" := p(t,) = 0 fiir alle n > 0. Es geniigt daher, die Grosse 0" durch die rechte
Seite von (11.8) zu beschrénken. Aus (11.6) und (11.2) erhalten wir'®

/J (9,X>H + (A0, X)dt+ (6], X77Y) (11.11)

:_/ (0, X) g + (Ap, X) y dt — ([pl,,_, . X3~ 1) VX €5

Wir verwenden die Eigenschaften der Interpolierenden @, um die folgende Gleichheit herzu-
leiten

/ §22 X)H dt + ([p]n—l >XZ_1)H

= (0. X 0~ /J (p. %) dt+ (ol X5
=— (XY, + (LX), =0 VX eS.
Wiihlen wir X = 26 in (11.11) ergibt sich zunéichst
2/ (9’,9) dt+2(10), 1,07,
JIn
= 16" = [l 1 + 2l -2 (0 e,
> 16" = 62 [+ 10 1y H9” Iz
= e = 11" I
und schliesslich daraus

n n—1112
WH2+2LHW?ﬁ§W WH+2L|Mm®mﬁ

n—1][2 2 2
<Nl [ oz [ o
JIn JIn
Insgesamt haben wir gezeigt:

wwz+/nmmﬁsw%wz+Luw?w

Summation liefert unter Verwendung §° = U° — @° = v — v = 0 die Abschiitzung

N N
ol + [ toa < [ e (1112)

Abschétzung (11.10) kombiniert mit (11.12) ergibt schliesslich

N N
HONHZ < Z/J ||P||?dt < Czk2q+2/J Hu(qH)Hidt
n=1 n n=1 n

8Diese Beziehung wird Galerkin-Orthogonalitit genannt.
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und damit ist der Beweis gegeben. m
Fiir konstante Schrittweite k,, = k vereinfacht sich die Abschéitzung aus Satz 11.2 zu

t 1/2
U™ = (ta)llr < CRT ( / N Hu“*”\ﬁdt) -

Wir betonen, dass im Falle des modifizierten, impliziten Euler-Verfahrens (11.7) die Feh-
lerschranke nur erste Ableitungen beziiglich der Zeit beinhaltet, im Gegensatz zum (standard)
impliziten Euler-Verfahren, fiir das zweite Ableitungen auftreten. Das liegt daran, dass mehr
Regularitiit verlangt werden muss, wenn das Integral noch durch eine Ein-Punkt-Gauss-Formel
approximiert wird.

Wir wenden nun die unstetige Galerkin-Methode auf die Losung der partiellen Differenti-
algleichung an
t—Au=f inQ Vt>0,
u=0 auf 09, (11.13)
u(-,0)=v in Q.
Um technische Schwierigkeiten zu vermeiden, nehmen wir an, dass 2 ein konvexes Polygon-
gebiet ist.
Mit S bezeichnen wir den Finite-Elemente-Raum, der iiber einer Triangulierung von {2
definiert ist und die Nullrandbedingung erfiillt.
Das halbdiskrete Problem (diskret im Ort und kontinuierlich beziiglich der Zeit) lautet:
Finde ug (t) € S fiir t > 0, so dass

('[LS, X)L2(Q) + (VuSa VX)LQ(Q) = (
us (0) = v

wobei vg eine Approximation von v ist.

Fiir dieses Problem wenden wir nun die unstetige Galerkin-Zeitdiskretisierung an. Der
abstrakte Hilbert-Raum H ist der Finite-Elemente-Raum S und das Skalarprodukt auf S
durch das L? (Q2)-Skalarprodukt gegeben. Der abstrakte Operator A ist in diesem Fall der
diskrete Laplace-Operator —Ag. Der endlichdimensionale Raum S wird fiir die Ansitze in
Ort und Zeit verwendet:

,X)LQ(Q) Vxes, t>0

S

q
S:{X:[O,oo[HS\Vn:X\Jn:Zthj, XjES}.

J=0

Die Raum-Zeit-Diskretisierung lésst sich nun in der Form schreiben
tn
By (U, X) = (US,XR)LQ(Q) +/ (fs X) 2y dt VX €8, N >0, (11.14)
0

wobei diesmal gilt

N-1

tn
By (V,W) = /0 (Ot Vi W) ey + (VV. VW) o dt + D (V] W) ooy T (V) 2
n=1

(11.15)

N-1

ty
_ /0 (= (V0 ) gy + (TV. VW) gy ) e = 37 (V™ W], gy (V5 TV) g

n=1
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Die Gleichung, welche der Fehler e = U — u erfiillt, lautet

By (e, X) = (US—’U,X_?_)Lz(Q) VX eS.

Wir bemerken, dass die rechte Seite fiir vg = Pgv verschwindet. (Hier bezeichnet Ps die

L?—Orthogonalprojektion der Anfangsdaten auf S.)

Der folgende Satz gibt eine Fehlerabschéitzung fiir das volldiskrete Problem an, das heisst,
ist explizit beziiglich der Orts- und Zeitdiskretisierungsparameter.

Wir erinnern an ein Konvergenzresultat, welches wir im folgenden verwenden werden. Dazu
definieren wir die Ritz-Projektion Rg : H* — S durch

(VRSU, VX)L2(Q) — (VU, VX)LQ(Q) \V/X 6 S

Satz 11.3 Die Ortsdiskretisierung basiere auf finite Elementen, die stiickweise Polynome vom
Grad r mit r > 1 sind. Die Lésung u des Problems (11.13) erfiille u (t;) € H™"'. Dann gelten
die Fehlerabschdtzungen
IV (u = Rsu) (t:)l] 20y < CR" [l (t3)l],11 5
I1(u = Rsu) (t) [ 20y < CR™ lu (t) 4 -

Im der folgenden Fehlerabschitzung tritt die Grosse

Ly := 1+\/logZ—N
N

auf. Die Abhéingigkeit von Ly von der Schrittweite ky ist fiir praktische Anwendungen ver-
nachlédssigbar klein. Um den Fehler e = U — u der Orts-Zeit-Diskretisierung abzuschiitzen,
werden wir die Aufspaltung

€:U—u:(U—Rgﬂ)-i-(Rsﬂ—U)::e—'—p

verwenden, wobei @ wieder die Interpolierende von u bezeichnet (vgl. (11.9)). Die Fehleranteile
zum Zeitpunkt ¢y werden mit 8" und p"V bezeichnet.
Wir benotigen ein Stabilitéitsresultat, welches wir hier lediglich zitieren.

Lemma 11.4 Sei k,,1/k, > ¢ >0 und p € L? (). Dann gilt fiir die Lésung Zs € S von

By (X, ZS) = (XNa(p)[g(Q) VX €S
die Abschdtzung
tN N-1
| 185 Zsllx e+ S 128l ey < O el (11.16)
n=1

Satz 11.5 Fir aufeinanderfolgende Zeitschrittweiten gelte ki1 /kn, > ¢ >0, ¥n > 0. Sei ¢ =
0. Dann gilt fiir die Losungen von (11.14) und (11.18) mit vg = Psv die Fehlerabschitzung"

HUN —u (tN)HL2(Q) <CLy I%a]ff (hrﬂ ||uHr+1,Jn + kn ||1:LHO,J7L) :

"“Hier und im folgenden verwenden wir die Bezeichnung ||u|,., 7, = Supey llu @), -
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Beweis. Mit @ bezeichnen wir die (bzgl. ¢) stiickweise konstante Funktion, welche durch
die Bedingung @ (t) = u (t,) fiir alle ¢ € J,, charakterisiert ist. Damit erhalten wir die Fehler-
darstellung

e=U—u=(U—-Rgt)+ (Rst —u) =6+ p.

Da @ (tny) = u (ty) gilt, ergibt sich
10" gy = 105t = ) (E0)ll 2y < Ot ()1 -

Im folgenden beschiftigen wir uns daher mit der Abschiitzung von 6. Sei ¢ € L?(Q)
beliebig und Zg die Losung von

By (X, Zs) = (X", Psp) o) = (XV,9) 12 VX ES.

Da Zg (t) = 0 auf J,, gilt, erhalten wir

(HNa(p)Lz(Q) = By (67 ZS) = —By (p> ZS)

N N—-1
= - Z/J (Vpa VZS)LZ(Q) dt + Z (pn7 [Zs]n)L2(Q) - (pN7 PSSO)L2(Q) .
n=1 n n=1

Wir erinnern an die Definition (—=AgV, W) 2y := (VV, VW), ), VV, W € S, woraus

— (Rsp, ASZS)L2(Q (VRsp, VZS)L2(Q (Vp, VZS)Lz(Q)

folgt. Damit ergibt sich weiter

(0™ 0) ey | < masx (ol + I Rsll, )

N-1
X </0 1A Zsll 2y dt+ D N1Zslull 2oy +H90HL2(9>

n=1

Das Stabilitétsresultat (11.16) ldsst sich anwenden und wir erhalten
1612y < CLvmax (Ilpll g, + I Bsplos, ) -
Des weiteren erhalten wir die folgende Abschitzung

1ollo,s, = Rst —ully 5, < [[(Rs = 1) allg 5, + [l — ully 4,
< OB ully 41, + Chillitl, g, -

Da Rsp = Rstt — Rsu = p — (Rsu — u) gilt, erfiillt diese Funktion die gleiche Fehlerabschit-
zung. m

Diese Fehlerabschitzungen enthalten Grossen, die von der exakten Losung abhéngen und
die durch die gegebenen Daten (f, £2,u (0)) abschéitzbar sind, vorausgesetzt die Losung ist hin-
reichend glatt. Derartige Fehlerabschitzungen werden a priori-Fehlerabschitzungen genannt.
Da jedoch die exakte Losung unbekannt ist, liefern diese Fehlerabschiitzungen keine scharfen
oberen Schranken fiir den Fehler.
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Im folgenden werden wir daher eine a posteriori-Fehlerabschitzung herleiten, bei der der
Fehler durch die Daten des Problems und durch die bereits berechnete diskrete Losung abge-
schéitzt wird. Derartige Fehlerabschéitzungen konnen verwendet werden, um problemangepas-
ste (adaptive) Diskretisierungen zu erzeugen. Genauer soll fiir eine vorgegebene Fehlertoleranz
der jeweilig neue Zeitschritt so bestimmt werden, dass die neue Losung dieser vorgegebenen
Fehlertoleranz genitigt.

Wir werden uns hier auf den Fall des unstetigen Galerkin-Zeitschrittverfahrens beschréanken
mit stiickweise konstanter Approximation der Zeitabhingigkeit, d.h., ¢ = 0.

Wir betrachten daher zunéichst das Anfangswertproblem (11.2) und eine Niherungslosung
in

S:={X:[0,00] > H|Vn:X|, =¢eH},
die durch

tN
By (U, X) = (U,Xg)Lmﬁ/ (f, Xyt VX €S (11.17)
0

gegeben ist, wobei wir an die Definition von By (-, ) erinnern:

N-1

By (V,W):/tN (O Vi W)y + (AV, W) ydt + > (V] W), + (V2 WD), (11.18)

Wir wir bereits in (11.7) gesehen haben, kann diese Gleichung in der folgenden Form geschrie-
ben werden:

U" + kAU = U™ +/ fdt  firn>1,0U°=w. (11.19)

Satz 11.6 Fir die Losungen von (11.2) und (11.19) gilt die Fehlerabschditzung
N ) n
[0 = ) < CLovmas (a1 F o, + b [0 )

Der Beweis erfordert etwas Vorbereitung. Er verwendet die Losung des Riickwiirtsproblems

—3+Az=0 firt<ty (11.20)

Mit Hilfe des Riickwirtsproblems erhalten wir die folgende Fehlerdarstellung.

Lemma 11.7 Seien U und u die Losungen von (11.19) und (11.2). Sei z die Lésung des
Riickwdrtsproblems (11.20). Dann gilt fiir den Fehler e = U — u die Darstellung

(o= [ AUz = Xt (U, = XD),— [ (fe-X)a vx e

Beweis. Wir erinnern, dass der Fehler wegen der Galerkin-Orthogonalitit die Gleichung

By(e,X)=0 VXe&§
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erfiillt. Die Definition der Riickwirtslosung z und die Darstellung der Bilinearform By (-, -)
liefern:

(eN,w)H:BN(e,z):BN(e,z—X):BN(U,Z—X)—BN(u,z—X)

_ /0 AU = X)dt+ 3 (U], (2 — X)), + (U2, (2 — X)),

(=X, [ =X

Dies ist die gewiinschte Fehlerdarstellung. m
Zur weiteren Vorbereitung benétigen wir ein Stabilitéitsresultat fiir die exakte Losung.

Lemma 11.8 Die Liosung des Riickwdrtsproblems (11.20) erfiillt

tN—1 )
/ 1201 dt + 112 5, < CLy ]l
0

Beweis. Zum Beweis dieser Aussage verwenden wir die Stabilitéit des Vorwirtsproblems
(11.2) mit f =0

tn _ B t
| Wil g < CLxlolly,  mit Ly =1+ o .
k1

Um diese Ungleichung einzusehen, beachten wir zunéchst ||u ()|, < ||v||y fiir ¢ > 0 (Dies
folgt aus der Spekraldarstellung der Loésung des homogenen Problems.) Speziell gilt

lello,, < Mol
Die Spektraldarstellung der Losung von (11.2) liefert mit dem orthonormalen FEigensystem
(¢n),, von A :
() = Aae (0, 80) g U

neN

Daraus folgt
il = D Xoe™* (v, )y

neN

und weiter
00 ' e B 1 1
[T v = o ([ o) oy = 3 0 = ol
0 neEN 0 4 neEN 4

Daraus schliessen wir

tn 2 N gt [ty 1 ¢
(/ Huuzdt) <72 tuuuzdts—(mg—N) ol
k1 k1 t k1 4 kl

und daraus folgt die Behauptung. m
Damit haben wir alle Hilfsmittel zusammengestellt um Satz 11.6 zu beweisen.

Beweis von Satz 11.6:

92



Wir bezeichnen die drei Terme aus der Fehlerdarstellung von Lemma 11.7 mit I, 11, I11.
Wir wihlen

X(t)::z”::k:,f/ z(t)ydt Vted, n>1

Da U (t) konstant auf .J, ist, gilt

/ (AU, z —zZ")dt =0 Vn >1,

n

und daher ist der Term I = 0.
Fiir 171 gilt wegen X' = 21

1] < max [[U HHZHZ 2

Die rechte Seite ldsst sich abschiitzen geméiss

HZ" - z"’lHH = ’ an/J (z - z"’l) dt

127 ==y = 21z, -

g/ 120, dt ¥n < N
H ‘]n

Mit Lemma 11.8 ergibt sich

N tN—1
Sty 5 [ e+ 20l S Ol
n=1

Da [U], = k,0,U" gilt, folgt die gewiinschte Abschiitzung fiir den Term I1.
In dhnlicher Weise erhalten wir fiir den Term 11 die Abschiitzung

101] < ma ([ 71,) S ( el
Srnnga]sfc (k:n Hf“(),Jn> (/0 ’|Z||Hdt+2“ZHan)

< CLymax (ka1 £llo.,) Il

Damit ist der Beweis gegeben. m

Zum Schluss dieses Abschnitts werden wir eine a posteriori-Fehlerabschitzung fiir das un-
stetige Galerkin-Verfahren angeben im Fall der Wirmeleitungsgleichung in einem beschrink-
ten, konvexen, polygonalen Gebiet 2 C R? und Dirichlet-Randbedingungen.

Das kontinuierliche Problem ist durch (11.13) gegeben und die volldiskrete Diskretisierung
durch: Finde U € S mit

tN
By (U, X) = (U,XQ)LQ(Q) +/ (f,X)dt VX €8S, N>1. (11.21)
0
Die Bilinearform By (-, ) ist wiederum durch (11.15) gegeben.
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Das Gebiet € sei zerlegt in eine Finite-Elemente-Triangulierung ¢ mit maximalem Drei-
ecksdurchmesser h. Der Finite-Elemente-Raum fiir die Ortsdiskretisierung ist durch

S:={uelC(Q):ulyo=0Aul €Py, Vreg}

gegeben. Die Formulierung (11.21) impliziert bereits, dass wir annehmen, die Anfangsdaten
erfiillen v € S oder sind durch vg := Psv mit der L?-Orthogonalprojektion Pg definiert.

Wir beschriinken uns hier auf den Fall, dass das Ortsgitter nicht mit der Zeit probleman-
gepasst (adaptiv) verdndert wird. Fiir die Zeitdiskretisierung verwenden wir einen stiickweise
konstanten Ansatz auf den Zeitintervallen .J,,.

Die volldiskrete Formulierung lautet damit: Finde U € S, so dass gilt

/ (VUVX) gy + (U], X7 iy = / (f, X)py e ¥X €8,0> 1

n n

bzw.

(U”,Xﬁ_l)m(m + k (VU, VX) 2() = (U”_l,x)Lz(Q) + (/J f(t) dt,X> . Vx €S, n>1

mit der Anfangsbedingung U° = Pgv.
Wir erinnern an Satz 11.5: Unter der Voraussetzung, dass aufeinanderfolgende Schrittwei-
ten k,1/k, > ¢ > 0 erfiillen, gilt die Fehlerabschétzung

U~ ullgy, < CLymax (ku ill, + 1 ull,, )
n<N

Fiir eine a posteriori Fehlerabschitzung sollte die rechte Seite der Fehlerabschitzung durch
berechenbare Grossen ersetzt werden. Zu diesem Zweck erscheint es natiirlich, zu versuchen
@ auf den Zeitintervallen .J,, durch die Differenzenapproximation 0,U™ zu ersetzen. Dariiber
hinaus benotigen wir einen Ersatz fiir die zweiten Ortsableitungen, die in der Norm |[jul|, ;
enthalten sind. Aus diesem Grund fiihren wir die Menge der inneren Kanten £ von G ein. Fiir
jede Kante v € £ wihlen wir einen Vektor n,, der senkrecht zu v ist und fixieren eine der
beiden moglichen Richtungen.

Das erlaubt uns, den Sprung des Gradienten Vy in Richtung der Kantennormalen n., zu
definieren:

[Ox/0n, ], = €1iIJIr10 (ny, Vx (x + eny) — Vx (v —eny)) .

Man beachte, dass der Normalenvektor n, auf der Kante v konstant ist. Da Vx auf jedem
Dreieck konstant ist, ist der Normalensprung eine konstante Funktion auf jeder Kante. Man
iiberlegt sich leicht, dass die Grosse [0x/ am]7 unabhéingig ist von der gewihlten Richtung
der Normalen n,,.

Das diskrete Analogon zur H?2-Norm definieren wir gemsiss

2
b
on],

Damit haben wir alle Vorbereitungen zur Formulierung des a posteriori-Fehlerschdtzers
getroffen.

1/2

Xl = | >

veE
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Satz 11.9 Die Losungen von (11.21) und (11.13) erfillen die a posteriori-Fehlerabschdtzung
U™ = u ()] oy < CLw {m;é (% 4 k) £ llo 5, + B2 U 1y 5+ K HEnU”HLz(m} -
Der Beweis benotigt einen vorbereitenden Hilfssatz.
Hilfssatz 11.10 Fiir alle W € S und v € H? gilt
(VWY (Ps = 1)) gy | < CRIW |y ol
Beweis. (Skizze) Ohne Beweis verwenden wir die folgenden beiden Aussagen:

1. Spurabschitzung: Sei 7 € G ein beliebiges Dreieck mit Durchmesser h,. Dann gilt fiir
alle w € H'
2 2 - 2
loll3a) < C (e 90030y + B Nolagr)) (11.22)

2. Fehlerabschitzung fiir L2-Projektion: Fiir alle v € H? gilt

| Psv — UHLz(Q) + h ||V (Psv — U)HL?(Q) < Ch? o]l - (11.23)

Zunichst zeigen wir, dass fiir W € S und v € H! gilt
(YW, V0) | < CIW s (10 20y + A IV0 ] 2y (11.24)

Wir betrachten ein beliebiges Dreieck 7 € G mit Kanten v, ;, j = 1,2,3, und wenden die
Greenschen Formel an:
/ vds.
Yr,5 Y

7.3

3
/(VW, Vo)dr =) oW
T j=1

anT, j

Beim Summieren iiber alle Dreiecke 7 treten alle Kanten zweimal auf, wobei die Kantennor-
malenrichtungen entgegengesetzt orientiert sind. Fixiert man eine dieser Normalenrichtungen
n., erhélt man

2
(VW.T0) oy < C W lhys |3 ( / vds) |
Y

o

Die Holdersche Ungleichung und die Spurabschitzung (11.22) ergeben

2
>( / vs) <€ (Jollay + 1 190l

v

Damit haben wir (11.24) gezeigt. Zusammen mit der Approximationseigenschaft (11.23) der
L2-Projektion ergibt sich die Behauptung. m

Beweis von Satz 11.9:
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Die Fehlerdarstellung e = U — u aus Lemma 11.7 gilt auch in diesem Fall und daraus folgt

N-1

(€™ 90) 2 :_/ON(VUaV(X—Z))Hdt—Z([U]naXi—Z")Lz(Q)Jr/ON(f,X—z)dt

n=0
(11.25)

=[1+I11+1I]

fir alle X € S. (Hier haben wir U° = Psv ausgeniitzt. Wir wihlen X € S als Orthogonalpro-
jektion von z auf L? (Q x J,,) fiir alle n > 1, i.e., X = PsZz mit der L2-Orthogonalprojektion
Ps im Ort und z|; =k, [, zdt. Dies fiihrt auf die Aufspaltung

X—z:(PgZ—Psz)+(Psz—z).

Nun gilt fiir den ersten Term

/ (VU,V (Psz — Ps2)) (g dt = —/ (AU, z — 2)dt =0

n n

und fiir den zweiten (wegen Hilfssatz 11.10)

/ (VU,V (Psz — Psz)) o) dt' — ‘ (VU”, V (Ps—1I) / zdt) ‘

n n

/ zdt
Jn

Da [, Az= [, 2=z(ty)— z(tn-1) zeigt Lemma 11.8
2 n
< on (ma ol S| [ A
- n=1 n L2(Q)

tnv—1
<ot (matorla) ([ 10 a0+ el )
n= 0

2 n
< CLyh Iglga]%( HU HQ,S H(PHLZ(Q) :

< Ch* [[U|y,s < Ch* U y,s

2

A/ zdt

L2(Q)

N

Wir betrachten nun den zweiten Term in (11.25) und verwenden [U],_, = U" — U =l =
k,0,U". Daraus folgt

N N
== (U], X" == =2 (U)ot X" = Psz") g
n=1 n=1

N
<D Fall0aU] oy 17" = 2" ey -
n=1

Verwenden wir nochmals Lemma 11.8; folgt die gewiinschte Abschitzung fiir 17 :

In—1 _
111 < Conse (5 10,07 ) ([ 120t el ) < Lm0 0,071 el

96



Es bleibt, den dritten Term in (11.25) zu analysieren. Wir beginnen mit

/ (X = 2) o dt' <Nl / |Psz — || dt.

n

Indem wir den Term Psz einschieben, ergibt sich auf J,
1Psz = 2|l paq) < 1Psz = zllpaq) + 12 = 2l 12y < CR* |I2ll, + /J 121l 2 g dt-
Daraus folgt

|z — Pzl oy dt < O(h2+kn)/ IZ|dt  ¥n < N.
Jn Jn

Des weiteren folgt unter Verwendung von |z — Psz||2(q) < 2|2l 5, die Abschétzung

J Hz — PSZHLZ(Q) dt < 2kN ||Z||0,JN ’

Zusammen ergibt sich die Abschitzung von Term I71 unter Verwendung von Lemma 11.8:

tN—1
1111 < O (02 ) o, ([ Vel + Dol )
< Ly (e 07+ ) 1, ) Il

Diese drei Abschiitzungen zusammen mit (11.25) ergeben die Behauptung. m
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