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Nur die Aufgaben mit einem * werden korrigiert.

4.1. MC Fragen.

(a) Wir nehmen an, dass Y, a; absolut konvergiert und dass Y, by konvergiert.
Geben Sie die korrekte Antwort auf folgende zwei Fragen an.

(1) Die Reihe 33, aj

[0 konvergiert nicht notwendigerweise.
Ll konvergiert immer, aber konvergiert nicht notwendigerweise absolut.
M konvergiert immer absolut.

[0 keine der obigen Aussagen trifft zu.

(2) Die Reihe Y451 arby

L0 konvergiert nicht notwendigerweise.
[J konvergiert immer, aber konvergiert nicht notwendigerweise absolut.

M konvergiert immer absolut.

Losung: Da die Reihen ;5 a und Y45, by, konvergieren, sind (ax)r>1 und
(b)r>1 Nullfolgen. Insbesondere sind sie beschrénkt. Daher existiert C' > 0, so
dass |ag| + |bx| < C fiir alle & > 1. Dann gilt fir alle £ > 1, dass

lar]? < Clag|, |arbi| < Clay].

Da die Reihe ;- ax absolut konvergiert, folgt aus dem Vergleichssatz somit,
dass sowohl 3y~ a; als auch > k>1 aiby absolut konvergieren.

(b) Sei >-0°, a, eine Reihe. Welche Aussagen sind richtig?

O

o 1 @, konvergiert, falls Jim a, = 0.
Falsch. Ein Gegenbeispiel ist > 07, %

>0 | ay, konvergiert, falls die Folge (S,,,) der Partialsummen S, = > | a,
konvergiert.

Falls >>° , b, eine konvergente Reihe ist, wobei 0 < b, < a, fir jedes
n € N, dann konvergiert >, a,,.

Falsch. Zum Beispiel, sei b, = 2% und a, = 1. Dann gilt 0 < b, < ay,

Yool 1 by =2, aber Y207 a, ist divergent.

Zuletzt gedndert: 28. Méarz 2025 1/6



ETH Ziirich Analysis | D-INFK
FS 2025 Lésung von Serie 4  Prof. Dr. Ozlem Imamoglu

(c) Sei ¢ : N* — N* eine Abbildung, >>°°, a,, eine Reihe und b,, = ay(,). Welche der
folgenden Aussagen stimmt?

O >0, a, ist konvergent und ¢ surjektiv = >_>° , b, ist konvergent.

Falsch. Gegenbeispiel:
ia :1+(_1>+1+<_1>+1+<_1>+1+<_1)_|_
=" 2 2) 3 3) 4 4)
konvergiert aber

ib = 1+1+( 1)+1+1+( 1>+1+1+< 1)+1+1+< 1>+
" ) 2) 33 3) 4 4 4) "

n=1
konvergiert nicht.
a  >,2;a, ist konvergent und ¢ injektiv = >_77, b, ist konvergent.

Falsch. Gegenbeispiel:
Za 1+ ( 1)+1+<—1>+1+<—1)+1+<—1)+
"o 2 2/ 3 3/ 4 4)

konvergiert aber

ib—1+1+1+1+1+
—" 23 4 5 7

konvergiert nicht.
O Y%, a, ist absolut konvergent und ¢ surjektiv = >-°° | b, ist konvergent.
Falsch. Gegenbeispiel:

ia—l—f—l—i-}%—}—i-
— 2 4 8 7

ist absolut konvergent aber

> 111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

by = 1
> totstititititstsTsta st ts et

n=1
ist nicht konvergent.
M >, a, ist absolut konvergent und ¢ injektiv = >>°° , b, ist konvergent.

Richtig. Eine Teilfolge oder eine Umordnung der absolut konvergenten
Reihe ist auch absolut konvergent.
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*4.2.

Limit-Vergleichssatz Sei (a,) und (b,) zwei Folgen, wobei a,,b, > 0 fir

jedes n € N. Angenommen, es existiert eine reelle Zahl [ > 0, so dass Jgrlgo an /by, = 1.

(a)

(b)

(c)

*4.3.

Zeigen Sie, dass es ein N > 0, wobei %bn <a, < %’bn fiir jedes n > N, gibt.
Losung. nh_)ngo a,/b, = I bedeutet, dass es fir jedes ¢ > 0 ein N > 0 gibt, so
dass |a, /b, — | < ¢, falls n > N. Entsprechend haben wir

a
n>N <— —e<b—"—l<5

n

an
< l—g<b—<l+g
> (l—¢e)b, < an < (I +¢€)by.

Dies gilt fiir jedes €. Wir kénnen deshalb auch ein N finden, so dass es fiir ¢ = é

gilt. Das zeigt, dass die vorausgesetzte Ungleichung gilt.
Zeigen Sie, dass > .7 a, genau dann konvergiert, wenn » >, b, konvergiert.
Losung. Sei N € N die kleineste nattirliche Zahl, so dass die Ungleichung

l 3l
=b —b

fir jedes n > N gilt.

Falls >°02 . a, konvergiert, konvergiert gemass der oben genannten Unglei-
chung und dem Vergleichssatz auch >°72 \_; by,. Ahnlich, falls > N1 bn kon-
vergiert, konvergiert gemass der oben genannten Ungleichung und dem Ver-
gleichssatz auch >2)° ;| ay.

Da die Konvergenz einer Reihe nicht von ihren ersten N Termen abhangt, ist
damit der Beweis abgeschlossen.

Das Obenstehende gilt nicht, wenn a, /b, — 0. Finden Sie ein Beispiel, bei dem
ap, by >0, a,/b, — 0 und >0 | a, konvergiert, aber > °° | b, divergiert.

Losung. Ein Beispiel ware

1 1

Dann gilt a,, b, > 0, a, /b, — 0, >°°; a, konvergiert und >°° ; b, divergiert.

Reihe I. Untersuche das Konvergenzverhalten folgender Reihen. Wenn die

Reihe konvergiert, berechnen Sie den Wert der Reihe.
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(@) Tps (=) (VE+1 - V)

Losung: Es gilt

m_@:(karl—\/E)(\/kJrH\/E) k+1—k 1

VE+1+Vk Tk 1+vE VErl+vE

In letzterer Darstellung sieht man direkt, dass die Folge definiert durch

ak:vk’—i—l—\/E:

1
VE+1+Vk

nichtnegativ und monoton fallend ist und gegen 0 konvergiert. Somit konvergiert
die vorliegende Reihe nach dem Leibniz-Kriterium. Um zu zeigen, dass sie nicht
absolut konvergiert, stellen wir fest, dass

i%+—@ﬁWHML

was nach oben unbeschrankt ist.

k)2
(b) >ix1 (1 + %) 3%
Losung: Wir wenden das Wurzelkriterium an:
" 1\ 1 N1 oo, €
1+4-) —==(14++) = — =
(+z) 7= 0+5) 2723

gemaf Beispiel 2.2.6. Da e > 2 ist, folgt aus dem Wurzelkriterium, dass die
vorliegende Reihe divergiert.

3
(€) Xiz135p3
Losung: Wir stellen fest, dass

3. 3 1
2%k +2 2 k+1°

Da die harmonische Reihe divergiert, divergiert auch die vorliegende Reihe.

4.4. Reihe II. Sei > ;2 a, konvergent, mit a; > 0,Vk > 1. Beweisen Sie, dass

oo
Z VAL RS
k=1

konvergiert.
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Losung.

Da samtliche a; positiv sind, konnen wir die Wurzel nehmen. Wir beobachten
0 < (Var — Var)? = ap — 2y/axapis + app
und daraus folgt

ap + Qg1

Vg1 < 5

Mit dieser Ungleichung konnen wir die Partialsummen von oben abschéatzen:

Sp =Y Varar < (al JQFGQ) + <a2 ;r a3) NE (a” +2a"“>
k=1

n
aj An1
= —+ E ap +

2 = 2
n+1

< Z ar =: Th1
k=1

Die Konvergenz von 3/ a; ist dquivalent zur Beschrinktheit (von oben) der Parti-
alsummen T,,, siche Satz 2.42. Per Annahme (Konvergenz der Reihe) sind also die
T,,’s von oben beschréankt. Insbesondere zeigt die Ungleichung oben, dass auch die
Partialsummen S,, von oben beschrankt sind, und somit impliziert Satz 2.42, dass

auch > 77, \/arai+1 konvergiert.
4.5. Reihe III. Sei

D>

k=0
konvergent. Zeige, dass

>

k=N

fir jedes N > 0 konvergent ist. Welcher Zusammenhang besteht zwischen den
Grenzwerten?
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Losung. Sei a der Grenzwert von Y7 ; ai. Wir behaupten, dass >°;7 5 ax, fir jedes
N >0, gegen den Grenzwert

N-1

AN::a—Zak

k=0

konvergiert. Da die erste Reihe gegen a konvergiert, wissen wir (per Definition), dass
es fiir jedes € > 0 eine natiirliche Zahl K > 0 gibt, so dass fiir alle m > K gilt:

m
a — Z ar
k=0
Fir m > max{N, K} erhalten wir
m N-1 m m
AN—Zak a—Zak—Zak a—Zak
k=N k=0 k=N k=0

Das beweist, dass die Reihe -2 v ax gegen Ay konvergiert.

1 < e.

<e&.

4.6. Komplexe Folgen Sei (a,) eine komplexe Folge, sodass

1

on

fir alle n € N. Zeigen Sie, dass (a,,) eine Cauchy Folge ist. Folgern, dass (a,,) konvergent
ist.

|an+1 - a'nl S

Losung: Sei m > n. Dann es gilt:

|0Jn - am| = ’an —Qpy1 + Qpye1 — Apyo+Apyo2 — -+ Q1 — am|
< |an - an—i—l‘ + ‘an—i-l - an—i—?‘ +oeee |am—1 - am|
1 1 IR |

:§+§z+“+wwfzmg-

Im Beispiel 2.7.2 haben wir gezeigt dass die Reihe

gegen 2 konvergiert. (Das ist eine Geometrische Reihe). Aus Satz 2.7.5 folgt, dass fiir
alle e > 0, gibt es N > 1, sodass

m—1
l; 2j| <e, Vn,m>N.

Das impliziert, dass (a,) eine Cauchy Folge ist. Aus Satzt 2.6.6 konvergiert die Folge
genau dann, wenn (a,) Cauchy ist.
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