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Nur die Aufgaben mit einem * werden korrigiert.

7.1. MC Fragen: Wihlen Sie die einzige richtige Antwort.

(a) Sei f: D — R mit D CR. Welche der folgenden Aussagen ist dquivalent zur
Stetigkeit von f7

O Fir alle z € D und € > 0 existiert ein 6 > 0 so dass fiir alle z € D gilt:

z€(x—0,x+0) = f(z2) € (f(x) —¢, f(x)+e).

Wahr: Das ist genau die Definition aus der Vorlesung, aber mit der Inter-
vallschreibweise.

O Fir alle z € D existiert ein § > 0 so dass fiir alle ¢ > 0 und z € D gilt:

lz—z| <d = |f(z) = f(x)| <e.

Falsch: Die Quantoren sind in der falschen Reihenfolge.

O Fir alle € > 0 existiert § > 0 so dass fur alle z, 2z € D gilt:

2=z <d = [f(2) - f(2)] <e

Falsch: In der Stetigkeitsdefinition hdngt 6 vom Stetigkeitspunkt z( ab.
Hier aber wird behauptet, dass es ein § gibt, welches gleichzeitig fiir alle
funktioniert. Die Aussage ist somit echt stérker als Stetigkeit und wird oft
gleichmdfige Stetigkeit genannt.!

[0 Alle obigen Definition sind falsch.

Falsch.
(b) Seien f,g: D — R monoton wachsende Funktionen, D C R.

O f-g: D — R ist monoton wachsend.
Falsch. Ein Gegenbeispiel ist gegeben durch f(x) = g(x) = x mit D = R.
O Angenommen g(x) # 0 fir alle x € D. Dann ist g monoton wachsend.
Falsch. Fin Gegenbeispiel ist gegeben durch D = (0,+00), f(z) =« und

g(x) = 22, da dann L(x) = 1 nicht monoton wachsend ist.
g T
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O Angenommen, f(x),g(x) # 0 fiir alle z € D. Dann ist § oder ¢ monoton
wachsend.

Falsch. Sei D = (0,+00) und definiere

_Jx, 2 e(0,1]
Jw) = {x2, x € (1,400)

und

o) = {xz, z € (0,1]

z, x€(1,4+00)

und

z € (1,+00)

{i, z € (0,1]

z € (0,1]
x € (1,+00)

M Alle origin Aussagen sind falsch.
(c) Kreuze die richtigen Aussagen an.
O f:]0,1] — R beschrinkt = f monoton.
Falsch. Die Funktion f(x) = |x—1| ist zwar beschrinkt, aber nicht monoton.
O f:]0,1] — R strikt monoton wachsend = [ stetig.

Falsch. Die Funktion kann trotzdem einen unstetigen SSprung'haben:
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O f:(0,1] — R monoton = f beschrénkt.
Falsch. Der Logarithmus In : (0,1] — R ist monoton, aber nicht beschrinkt.
M f:]0,1] - R monoton = f beschrankt.

Richtig. Angenommen f ist monoton fallend (der Fall ,steigend ist analog).
Dann gilt f(1) < f(y) < f(0) fir alle y € [0,1], das heifit

fly) € [f(1), f(0)], Vye€][0,1],

was Beschrinktheit von f zeigt.
(d) Welche der folgenden Bedingungen impliziert nicht, dass f: R — R stetig ist?

O Es gibt C' > 0, so dass |f(z) — f(y)] < Clz —y| fur alle z,y € R.

Falsch: Diese Bedingung impliziert die Stetigkeit. In der Tat, wenn C' = 0,
dann ist f konstant, und sonst wéhle in der Definition der Stetigkeit

d=¢/C.
M Es gibt C' > 0, so dass |f(z) — f(y)| < Clz —y| fir alle z,y € R mit
|z —y| > 1.

Richtig: Ein Gegenbeispiel ist gegeben durch C' =1, f(x) =0 wenn z < 0
und f(z) = 1 wenn z > 0. Diese Funktion ist unstetig in zq = 0, jedoch
gilt |f(z) — fy)| <1 < |z —y| fir alle z,y € R mit |[x — y| > 1.

O Es gibt C' > 0, so dass |f(z) — f(y)| < Clz —y/* fiir alle 2,y € R mit
lz—yl < 1.

Falsch: Diese Bedingung impliziert die Stetigkeit. In der Tat, wenn C' = 0,
dann ist f konstant, und sonst wéhle in der Definition der Stetigkeit

0= min{m, 1}.

*7.2. Stetigkeit I Finden Sie die Werten a,b € R, sodass die Funktion f: R — R
die durch

2> —ax+b, wennzx < —1,
f(z) =< (a+b)x, wenn — 1<z <1,

22+ ar —b, wennaz>1

definitert ist, stetig in R ist. Zeichnen Sie den Graphen der Funktion.
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Losung: Die polynomialen Funktionen
file) =2® —ax +0b, fo(z) = (a+b)z, fy(z)=2"+azx -0,
sind stetig in R (Korollar 3.2.7). Folgendes gilt

l4+a+b=—a—b,

1
Sa=—-1,0=—.
a+b=14+a—0b. 2

fi(=1) = fo(=1) und fo(1) = f3(1) & {

Hier ist eine Skizze der Funktion f. Gepunktete sind die Funktionen fi, fo und f3.
Y

7.3. Zwischenwertsatz Sei f : [0,1] — [0, 1] eine stetige Funktion. Beweisen Sie,
dass es x € [0, 1] gibt, sodass f(z) = =.

Losung: Sei g(z) = f(z) — x. Dann ist ¢ : [0,1] — R eine stetige Funktion. Aus
f(z) €]0,1]Vz € [0, 1] folgt

g(0) = f(0) =020, g(1)=f1)—1<1—-1=0,
Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass es zg € [0, 1] existiert, sodass g(z) = 0. Woraus

f(zo) = x¢ folgt.

*7.4. Stetigkeit II. Zeigen Sie, dass die Funktion

r, x€Q,

fiR—=R, f(a:):{o r€R\Q
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nur in z = 0 stetig ist.
Losung.

Zuerst zeigen wir, dass f in x = 0 stetig ist. Sei € > 0 beliebig. Wir nehmen § = ¢.
Dann fiir jedes x € (=6, +0) gilt es

[f (@) = fO)] = [f(z) = O] = [f(2)] < [z] < b =e.
Deshalb ist f in x = 0 stetig.

Jetzt zeigen wir, dass in alle andere Punkten x # 0 die Funktion f nicht stetig ist.
Nach Satz 3.7 gentigt es eine Folge (a,) zu finden, die nach x konvergiert und fiir

welche lim flan) # f(x).

Nehmen wir zuerst an, dass z # 0 in R\ Q liegt. Dann ist f(x) = 0. Sei (a,) eine
Folge rationalen Zahlen, so dass z < a,, <z + % Dann konvergiert a,, nach x und
f(a,) = a,. Deshalb ist

) =0# 2= Jim fla,) = Jim a.

Nehmen wir nun an, dass x # 0 in @ liegt. Dann ist f(z) = z. Sei (b,) eine Folge
irrationalen Zahlen, so dass < b,, < :c—l—%. Dann konvergiert b, nach z und f(b,) = 0.
Deshalb ist

flx) =2 #0= lim f(b,).

n—oo

Damit ist der Beweis abgeschlossen.

7.5. Surjektivitidt von x". Zeigen Sie, dass die Funktion
f:10,00) = [0, 00), x = a"

surjektiv ist.

Hinweis: Wir kénnen nicht davon ausgehen, dass die Umkehrfunktion der Funktion
f(z) = 2™ (d. h. die n-te Wurzelfunktion) existiert, ohne zu zeigen, dass die Funktion
f surjektiv ist.

Losung.

Fiir jedes m € N gilt: f(0) = 0 und f(m) = m", wobei f stetig ist. Daher folgt aus
dem Zwischenwertsatz (ZWS), dass [0, m™] C f([0,m]), d.h. jeder Wert zwischen 0
und m"™ wird angenommen.
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Dann gilt:

[0,00) = U [0,m"| C f ( U [0,m]> = f([0,00)).

m>1



