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Nur die Aufgaben mit einem * werden korrigiert.

11.1. MC Fragen.

(a) Welche der folgenden Implikationsketten fiir eine Funktion f sind richtig?
I f ist differenzierbar = f ist stetig.
Richtig.
Ll f ist stetig = f ist differenzierbar.
Falsch. Sei f(z) = |z|.
M f” > 0= f ist konvex.
Richtig. Siehe Satz 4.29
O f” >0 = f ist konkav.
Falsch. Siehe Satz 4.29
(b) Wiéhlen Sie die richtige Aussagen.

M  Falls f, stetige Funktionen sind und falls f,, nach f gleichmassig konvergiert,
dann ist f auch stetig.

Richtig. Siehe Satz 3.33.

O  Falls f,, differenzierbare Funktionen sind und falls f,, nach f gleichméssig
konvergiert, dann ist f auch differenzierbar.

Falsch. Sei

2
fo: (=1,1) = R, fu(z) = <1> + 22
Dann konvergiert f, gegen
fr(=L1) =R, f(z)=|z|

gleichmdssig, aber

i) = 9(e) = {(')' e
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(c)

(d)

(e)

M  Falls f,, eine Funktionenfolge ist, wobei f,, einmal stetig differenzierbar ist
fir jede n € N und falls sowohl (f,,) als auch (f}) gleichméssig konvergieren
mit f, — f und f; — ¢, dann ist auch f stetig differenzierbar mit f’ = g.

Richtig. Siehe Satz 4.39.
[label=0J, align=left]
Sei f: [—1,1] — R eine glatte Funktion, so dass

fa/2)=2, f(1/2)=0, f'(1/2)=-L
Welche der folgenden Aussagen gilt?
¥  Die Funktion f besitzt ein lokales Maximum in 1/2.
O  Die Funktion f besitzt ein lokales Minimum in 1/2.
O  Die Funktion f besitzt kein lokales Extremum in 1/2.
[0  Alle oben genannten Falle sind moglich.

Losung: Da f/(1/2) = 0 und die 2. Ableitung in 1/2 negativ ist (wobei 2 gerade
ist), folgt aus Korollar 4.4.7, dass f in 1/2 ein lokales Maximum besitzt.

Sei f: [—1,1] — R eine glatte Funktion, so dass

f0)=2, f(0)=f"(0)=0, f"(0)=-1
Welche der folgenden Aussagen gilt?
[0 Die Funktion f besitzt ein lokales Maximum in 0.
[0 Die Funktion f besitzt ein lokales Minimum in 0.
I  Die Funktion f besitzt kein lokales Extremum in 0.

[0  Alle oben genannten Falle sind moglich.

Losung: Da f/(0) = f”(0) = 0 und die 3. Ableitung in 0 ungleich 0 ist (wobei
3 ungerade ist), folgt aus Korollar 4.4.7, dass f in 0 kein lokales Extremum
besitzt.

Sei f: [—1,1] — R eine glatte Funktion, so dass

f0) =2, f(0)=f"(0) = f"(0) = 0.
Welche der folgenden Aussagen gilt?

0 Die Funktion f besitzt ein lokales Maximum in 0.
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[0 Die Funktion f besitzt ein lokales Minimum in 0.
0 Die Funktion f besitzt kein lokales Extremum in 0.
M  Alle oben genannten Falle sind moglich.

Losung: z* + 2 besitzt ein lokales Minimum in 0, —z* + 2 besitzt ein lokales
Maximum in 0, ° + 2 besitzt kein lokales Extremum in 0 (jeweils aufgrund von
Korollar 4.4.7), und alle diese Funktionen erfiillen die Voraussetzungen. Also
sind alle Falle moglich.

11.2. n-te Ableitung. Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen die n-te Ablei-
tung fiir alle n € N*.

(a) f(z)=a%+2°— 2%+ 6x—8.
Losung:

Damit ist fur alle n > 7

) (x) = 0.

(b) g(z) =Ilnz, x> 0.
Losung:

1 1 1
g@)=— ¢'@=-5 ¢9@)=2—5 ¢9)=-3—7 ..

Durch vollstandige Induktion erhélt man die allgemeine Formel

g (x) = (-1)"Yn—-Dlz™, neN-
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1 1 1
h(z) = = — )
(c) hx) »?+5r+6 x+2 x+3
Losung:
1 1
W(r) = —
@) = T e
1 1
B’ =2 -2
@) =20 5%p 2 arap
1 1
¥ (z) = —6

CE TR

Losung:

Aufteilen nach der Paritat von n ergibt

FEED () = 22K (_1)F in 2z, fR)(g) = 226 1(—1)*H cos 27,

*11.3. a) Bestimme die lokalen Maxima und Minima von f(z) = (sinx)? +
(cosz)? fiir x € R.

Losung. Erste Ableitung und kritische Punkte

f'(z) = 3sin®zcosx — 3cos* sinx = 3 sinx cosx (sinx — cos x).

Aus f'(z) = 0 folgen drei Falle:

4/8

1. smz =0 = z = km.
2. cosr =0 = xz%—i—lm.

3. sinz =cosz = xz%—i—kﬂ.
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Zweite Ableitung

d
f"(x) = —|3sinz cosz (sinx — cos x)
dx
o 2 ) .3 3
=6sinz cos“x +6sin“xz cosx — 3sin®xz — 3 cos’x

= 3 (sinx + cosx) <3sinx cos T — 1).

Vorzeichen der zweiten Ableitung an den kritischen Punkten

Wir setzen jeden der drei Félle ein und bestimmen das Vorzeichen von f”(z):

(A) sinz =0 oder cosz =0

o x =2jm:
sinz =0, cost =1 = f'(z)=3(0+1)3-0-1—-1)=-3<0 = lokales
Maximum, f(z) = 1.

s r=2j7+ 3:
sinz =1, coszx =0 = f"(x)=3(1+0)(3-1-0—-1)=-3<0 = lokales
Maximum, f(z) = 1.

o T =2+ T
sinz =0, coszx = -1 = f'(z)=30-1)B-0-(-1)—-1)=4+3>0 =
lokales Minimum, f(z) = —1.

— 94 3m.
o T =2jm+ I

sinz = —1, coszt =0 = f"(z) =3(-1+0)3-(-1)-0—-1)=+4+3>0 =
lokales Minimum, f(x) = —1.

(B) sinz = cosz (z = § + k)

Setze s = sinx = cosx = :I:?. Dann

3sinz coszr —1 =35 —1= % >0, sinz+ cosx = 2s.

. Fiirx:2j7r+§(s:+§>0):

f'(x) =3(25) 5 = 32 > 0 = lokalesMinimum, f(z) =2(*2) = 2.
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e Firo=2jm+ 5 (s= -2 <0):

e

f"(x) =3(2s) 5 = —% <0 = lokalesMazimum, f(x)= —

Zusammenfassung

« Globale (und lokale) Maxima:
r=2jm, v =2jr+ 7, f(r)=1

+ Globale (und lokale) Minima:
x=2j7+m, x:2j7r—|—37”, flx)=—-1.

¢ Weitere lokale Minima:
v=2jm+ 7, fz) =2

« Weitere lokale Maxima:
v=2m+ %, f(z) =%,

b) Bestimme die lokalen Maxima und Minima von

f:R—=R, f(z) = V323 — 22

Losung. Wir schreiben

flw) = (3a* — 2P

und verwenden die Kettenregel:

1 9z — 2
fl(x) = §(3x3 — %) (9:U2 — 2:5) =3 (“;(C;C_ x2))2/3'

. Zéhlernull:x:Ooder9x—2:0:>x:%.

SN

o Nenner null: 323 — 22 = 2?3z — 1) = 0=z =0 oder x =

An z = 3 existiert f’ nicht (Tendenz +00).

Somit sind die kritischen Punkte
0 2 1
T = r=—, T=-.
’ 9’ 3
Monotonie: Da (3z* — 2%)%/* > 0 fiir x # 0, 1, bestimmt das Vorzeichen des Zahlers
x(9x — 2) das Monotonieverhalten:

r<0: 2<0,92—-2<0 = f'(x)>0 (steigend);
O<z<2: >0,92-2<0 = f(z)<0 (fallend);
f<wx<gz: x>0,92-2>0 = f(x)>0 (steigend);

r>3: x>0,92-2>0 = f'(2)>0 (steigend).
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Extremstellen:

o = = 0: links steigend, rechts fallend = lokales Maximum

f(0) =o.

o x = %: links fallend, rechts steigend = lokales Minimum

1(3) = V367 - (32 =~V

o 1 = +: f existiert nicht (Tendenz +oc), doch beide Seiten sind steigend =
keine Extremstelle, sondern eine senkrechte Tangente

*11.4. Taylorpolynom. Sei

f(x) :ln(1+(1+x)2>, xo = —1.
Bestimmen Sie:

(a) das Taylorpolynom 2. Ordnung 75 f(x; —1) und das Taylorpolynom 3. Ordnung
T3f(‘1.7 _1)7
(b) mithilfe von T, eine Approximation von

F(xo +0.01) = f(—0.99).

Losung: Die ersten drei Ableitungen von f sind aufgrund von In(z)" = %
(Beispiel 4.1.13(1)) und der Kettenregel (Satz 4.1.11) und Quotientenregel (Satz
4.1.9(3)):

, 2(1+ x)

f(x) = T+ (142

() = 2(14+ (1 +2)?) —4(1 + x)? o 2x(z + 2)
B (I+(1+2)%)? A+ A+
4z+1)A+ (1 +2)%)? —8z(x + 1)(x+2)(1 + (1 +2)?)

(1+(1—i—x) )4
A+ )1+ (A 42)?) —8x(z+1)(z+2)
T (14 (1+2)2)3

(x € R)

£(w) = -

A2+ 327 - 2)
(14 (1+2)2)3°
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Durch Einsetzen von xy = —1 finden wir:
f(=1)=1In(1) =0, 1'(—=1) =2,
f/(_l) =0, f”/<—1) —0.
Daher ist das Taylorpolynom von f der Ordnung 3 im Punkt xy = —1 gegeben
durch:

a) Taylorpolynome:

f//(_l)
2!

Tof(x;-1) = f(=1) + f/(-D)(z+ 1) + (z4+1)* = (z+1)%

fl/l(_l)

Tsf(x;—1) = Tof (x;—-1) + o

(z+1)73 = (z+1)>2

b) Approximation:

F(=0.99) ~ Ty f(—0.99; —1) = (—0.99 + 1)> = 0,0001.



