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1 Multiple Choice

(a) Welche der folgenden Aussagen ist wahr?
(O Jede beschrénkte und nicht-leere Teilmenge von R hat ein Maximum in R.
® Jede beschrinkte und nicht-leere Teilmenge von R hat ein Infimum in R.

(O Jede beschriankte und nicht-leere Teilmenge von R hat eine kleinste untere
Schranke in R.

(O Jede beschrankte und nicht-leere Teilmenge von Q hat ein Supremum in Q.

Losung: Dies ist eine direkte Konsequenz der Vollstandigkeitseigenschaft der reellen
Zahlen: jede nicht-leere, beschrankte Teilmenge von R hat sowohl ein Supremum
(kleinste obere Schranke) als auch ein Infimum (grosste untere Schranke) in R (Satz
1.1.15).

Im Gegensatz dazu sind die anderen Optionen falsch. Nicht jede beschrankte Menge
hat ein Maximum (man denke an offene Intervalle), und die rationalen Zahlen Q
sind im Gegensatz zu R nicht vollstandig, sodass eine beschrinkte Menge in Q
moglicherweise kein Supremum in Q hat. Keine nicht-leere Teilmenge von R kann
eine kleinste untere Schranke in R besitzen, da fiir eine untere Schranke jede noch
kleinere reelle Zahl auch eine untere Schranke ist.

(b) Sei S = {z € R|2? < 3}. Was ist das Supremum von S?
O o©
O V2
®\3
(O Keine der anderen Antwortmoglichkeiten ist richtig.

Losung: Die Menge S = {x € R | 22 < 3} beschreibt alle reellen Zahlen, deren
Quadrat kleiner als 3 ist. Es ist also S = (—\/3, \/5) ein offenes Intervall. Da das
Supremum eines nach oben beschrinkten Intervalls genau der rechte Endpunkt ist,

folgt sup(S) = V3.

(c) Welche der folgenden Aussagen ist eine Konsequenz der Vollsténdigkeit der reellen
Zahlen?

(O Jedes offene Intervall in R enthélt unendlich viele rationale Zahlen.
(O Jede beschrankte Folge in R hat endlich viele Hiufungspunkte.

@ Jede beschrankte monotone Folge in R konvergiert in R.
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(O Jede Folge in R hat eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in R.

Losung: Die Vollstandigkeit der reellen Zahlen impliziert, dass jede beschrankte
monotone Folge in R einen Grenzwert in R besitzt. In der Tat konvergiert nach dem
Satz von Weierstrass (Satz 2.2.2) jede solche Folge entweder gegen ihr Supremum
(falls monoton steigend) oder gegen ihr Infimum (falls monoton fallend).

Im Gegensatz dazu sind die anderen Optionen falsch. Die Folge gegeben durch a,, = n
hat keine Teilfolge, die in R konvergiert. Betrachtet man als Folge eine Abzdhlung
aller rationalen Zahlen in [0, 1] N Q, dann ist die Menge der Haufungspunkte dieser
Folge das gesamte Intervall [0, 1]. Letztlich: da auch jedes “offene rationale Intervall”
der Form {q € Q | a < ¢ < b} fiir rationale Zahlen a < b unendlich ist, kann die
Aussage, dass es in jedem nicht-leeren offenen Intervall in R unendlich viele rationale
Zahlen gibt, nicht auf die Vollstandigkeit der reellen Zahlen zuriickzufiihren sein.
(Diese Antwortmoglichkeit ist aus formellen Griinden zusétzlich auch deswegen falsch,
weil ein offenes Intervall die leere Menge sein kénnte.)

(d) Welche der folgenden Aussagen beschreibt das Intervallschachtelungsprinzip?
(O Der Durchschnitt jeder Folge nicht-leerer abgeschlossener Intervalle ist nicht leer.

® Der Durchschnitt jeder monoton fallenden Folge nicht-leerer kompakter Intervalle
ist nicht leer.

(O Die Vereinigung jeder monoton wachsenden Folge nicht-leerer abgeschlossener
Intervalle ist ein abgeschlossenes Intervall.

(O Die Vereinigung jeder Folge abgeschlossener Intervalle ist nicht leer.

Losung: Das Intervallschachtelungsprinzip ist der Satz von Cauchy—Cantor (Satz
2.5.5). Es besagt, dass der Durchschnitt einer Folge von abgeschlossenen und beschrank-
ten (also kompakten) Intervallen, bei der jedes Intervall im vorherigen enthalten ist
(monoton fallend), nicht leer ist.

Die anderen Aussagen sind entweder falsch oder beschreiben nicht das Intervallschach-
telungsprinzip.

(e) Sei (an)n>1 eine Folge komplexer Zahlen, deren Realteile und Imaginérteile
Cauchy-Folgen bilden. Welche der folgenden Aussagen stimmt?

@ Die Folge der Betrige (|a,|)n>1 konvergiert in R.
O Die Folge (a)n>1 konvergiert nicht in C.
(O Die Folge (a,),>1 konvergiert gegen oo.

(O Keine der anderen Antwortmoglichkeiten ist richtig.
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Losung: Da die Real- und Imaginérteile von (a,),>1 jeweils Cauchy-Folgen sind,
konvergieren sie in R (Satz 2.4.2). Da |a,| = \/(Re(an))2 + (Im(a,))? folgt, dass die
Folge der Betrige (|a,|),>1 in R ebenfalls konvergiert.

Da aus der Konvergenz der Real- und Imaginarteile auch folgt, dass die Folge (ay,)n>1
in C konvergiert (Satz 2.6.3), sind die anderen Antwortmoglichkeiten nicht korrekt.
(f) Sei a, = (1— L

n

)n fir n € N*. Was ist der Grenzwert der Folge (a,),>; fiir

n— oo?
O1
O e
® 1/e
OO0
Losung: Nach Satz 2.1.8 und Beispiel 2.2.6 gilt:
1\" 1 1
i (1= 1) = Jim e i
n (1+35) (t+35)" (1)
1 1
- Ji e Ji e = 1
(1+:y)" Tt
1 =1
Alternativ kann man in Korollar 2.7.29 den Wert 2 = —1 einsetzen.

(g) Fiir die Reihe 3°,+; (niﬂ)n impliziert das Wurzelkriterium, dass die Reihe. ..
(O absolut konvergiert.
(O konvergiert, aber nicht absolut konvergiert.
(O divergiert.

® Das Wurzelkriterium erlaubt keinen Schluss tiber die Konvergenz oder Divergenz
dieser Reihe.

Losung: Das Wurzelkriterium (Satz 2.7.20) betrachtet den Grenzwert lim sup,,_, o {/|@n]|.
Fir die gegebene Reihe ist a,, = (niﬂ)n Die Berechnung des Grenzwerts liefert

lim,, o {/|a,] = 1. Da das Wurzelkriterium nur in den Féallen > 1 oder < 1 eine
Aussage macht, ist die korrekte Antwort, dass das Wurzelkriterium keinen Schluss
iiber die Konvergenz oder Divergenz dieser Reihe erlaubt.

(h) Das Cauchy-Produkt der Reihe }°,,~( a, mit sich selbst ist die Reihe. ..
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O Xuzo a,

O Xnzo nai

O Xuzo(n +1aj

® Keine der anderen Antwortmoglichkeiten ist richtig.

Losung: Geméss Definition 2.7.24 ist das Cauchy-Produkt der Reihe 3, a, mit
sich selbst:

(o) (S) =5 (Soem)

Diese Form ist keine der angegebenen Optionen. In der Tat tauchen in den Optionen
nur Quadrate von Summanden a,, auf, aber keine Produkte von Summanden der
Form a,,_;a; mit unterschiedlichen Indizes. Daher ist die richtige Antwort: ‘Keine der
anderen Antwortmoglichkeiten ist richtig’

(i) Sei f: R — R eine stetige Funktion. Welche der folgenden Aussagen stimmt?
(O Wenn f streng monoton wachsend ist, dann ist f in xq = 0 differenzierbar.
(O Wenn f beschriankt und differenzierbar ist, dann ist auch f’ beschrankt.

(O Wenn f differenzierbar und f’ beschrankt ist, dann ist auch f beschrankt.
® Keine der anderen Antwortmoglichkeiten ist richtig.

Losung: Wir liefern Gegenbeispiele:

xr, wennx >0,

2z, wenn x < 0.
o fi(z) = sin(x?), sodass fi(x) = 2z cos(z?).
o fo(z) =z, sodass fj(x) =1

Daher ist die richtige Antwort: ‘Keine der anderen Antwortmoglichkeiten ist richtig.

(§) Sei ¢:[0,1] — R eine stetige Funktion und f,(x) = ¢(z)" fir z € [0,1] und
n € N*. Welche der folgenden Aussagen stimmt?

O Wenn |¢(x)| > 1 fiur alle z € [0, 1], dann konvergiert (f,,), punktweise in [0, 1]
gegen eine Funktion f: [0,1] — R.

(O Wenn ¢ beschrankt ist, dann konvergiert (f,,), gleichméssig in [0, 1] gegen eine
Funktion f: [0, 1] — R.

4/10 15. Juni 2025



D-INFK Analysis | ETH Zurich
Dr. R. Prohaska Serie 0 FS 2024

® Wenn |p(x)| < 1 fir alle x € [0, 1], dann konvergiert (f,,), gleichméssig in [0, 1]
gegen die konstante Nullfunktion.

(O Keine der anderen Antwortmoéglichkeiten ist richtig.

Losung: Wenn |p(x)| < 1 fur alle z € [0, 1], dann gibt es eine Konstante 0 < ¢ < 1,
sodass |p(z)] < 1 fur alle z € [0,1]. In der Tat, dies folgt daraus, dass die stetige
Funktion || geméass dem Max-Min-Satz (Satz 3.4.5) auf dem kompakten Intervall [0, 1]
ihr Maximum annehmen muss, und dieses Maximum ist ¢. Es gilt also |p(z)"| < "
fir alle n > 1 und alle x € [0, 1], und damit konvergiert die Folge (f,), gleichméssig
in [0, 1] gegen die konstante Nullfunktion.

Die anderen Antwortmoglichkeiten sind falsch, da aus |p(z)| > 1 oder der Beschrankt-
heit von ¢ keinerlei Konvergenzeigenschaften von f,(x) = ¢(z)"™ abgeleitet werden
konnen.

(k) Sei f: R — R eine monoton wachsende Funktion, und sei D C R die Menge der
Punkte, in welchen f unstetig ist. Welche der folgenden Aussagen stimmt?

(O D ist immer die leere Menge.

(O D muss nicht die leere Menge sein, aber D ist immer endlich.

® D kann unendlich viele Punkte enthalten, aber D ist immer abzahlbar.
(O D kann iiberabzéhlbar viele Punkte enthalten.

Losung: Eine monoton wachsende Funktion kann unendlich viele Unstetigkeitsstellen
haben. Man denke an die Abrundungsfunktion f(x) = [z, welche in jedem ganzzah-
ligen Punkt unstetig ist. Eine monoton wachsende Funktion kann allerdings nicht
iiberabzahlbar viele Unstetigkeitsstellen haben. In der Tat, wenn z( eine Unstetigkeits-
stelle ist, dann existieren aufgrund der Monotonie von f die einseitigen Grenzwerte
a(xg) == lim,,_, f(z) und S(zo) := lim,, .+ f(z). Die Unstetigkeit in xy impliziert,
dass a(xo) < B(x). Wir kénnen jeder Unstetigkeitsstelle zy von f also eine rationale
Zahl q(xo) € (a(xo), 5(z9)) N Q zuordnen, und diese Zuordnung zy — ¢(zo) ergibt
eine injektive Abbildung von der Menge D der Unstetigkeitsstellen nach Q. Dies
beweist die Abzahlbarkeit von D.

(1) Fir welchen Wert von a € R ist die folgende Funktion f,: R — R stetig in
Ty = 07

1) 14+ (r —a)(r+«), wennz >0,
a\l) =
2+ 2ax, wenn r < 0.

OO0
O1
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O -1

@ L existiert kein solches a € R.
Losung: Um die Stetigkeit von f, in g = 0 zu gewéhrleisten, miissen die beiden
Funktionsstiicke, aus denen f,, zusammengesetzt ist, in 2y = 0 denselben Funktionswert
liefern. Setzt man xy = 0 in beide Funktionsstiicke ein, erhélt man auf der rechten
Seite 1 — o und auf der linken Seite 2. Fiir die Gleichheit miisste also o* = —1 gelten,

was fiir eine reelle Zahl o nicht moglich ist. Somit existiert kein o € R, so dass f, in
o = 0 stetig ist.

(m) Wie viele Losungen hat die Gleichung 1 — 22 = exp(x — 1) in der Variablen
im Intervall [0, 1]7

Oo
o1
O 2
(O unendlich viele

Losung: Betrachtet man die Funktion f(x) =1 — 2? — ¢*~! auf dem Intervall [0, 1],
soist f(0) =1 —exp(—1) > 0 und f(1) = —1 < 0. Da f stetig ist, garantiert der
Zwischenwertsatz (Satz 3.3.1), dass es eine Nullstelle von f im Intervall [0, 1] gibt,
also eine Losung der Gleichung 1 — 22 = exp(z — 1). Da in [0, 1] die Funktion 1 — 2
streng monoton fallend und die Funktion e*~! streng monoton steigend ist, gibt es
hochstens einen Schnittpunkt dieser Funktion in [0, 1], also hochstens eine Losung
der Gleichung.

(n) Sei f: R — R bijektiv und differenzierbar, und sei zyp € R und yo = f(z0).
Welche der folgenden Aussagen stimmt nicht?

@ Es muss f/(xg) # 0 gelten und f~! ist in yq differenzierbar.
O Wenn f'(zg) # 0, dann ist f~! in y, differenzierbar.

(O Wenn f~1 in gy, differenzierbar ist, dann ist f'(xq) # 0.

O Wenn f~! in y, differenzierbar ist, dann ist (f~)'(yo) # 0.

Losung: Die erste Aussage ist falsch. Z.B. erfiillt die Funktion f(z) = z* die Annah-
men, aber mit xy = yo = 0 gilt f’(z0) = 0 und die Umkehrfunktion f~! ist in yy nicht
differenzierbar.

Die zweite Antwortmoglichkeit ist richtig (Korollar 4.1.12 und die Bemerkung in der
Vorlesung iiber die automatische Stetigkeit der Umkehrfunktion). Dass die dritte
und vierte Antwortmoglichkeit richtig sind, folgt aus der Kettenregel: Unter der
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Voraussetzung der Differenzierbarkeit von f~! in yo gilt f 1 (:L‘)) =z fir alle x € R,
und durch Differenzieren beider Seiten folgt (f~1) (yo) - f'(x0) =

(o) Sei f: [a,b] — R eine glatte Funktion und sei o € (a,b). Wir betrachten das
Taylorpolynom

n (k) o
Tof@) =3 L)

G
der Ordnung n von f in zy. Welche der folgenden Aussagen stimmt?
(O Es gibt ein € > 0, so dass lim,,_, T, f(x) = f(x) fiir alle z € [xg — €, 2 + £].
@ Fiir jedes m € N existiert ein n € N mit ™ () = (T,,.f)™ (z0).
O Es gibt ein € > 0, so dass lim,, o [3°7 T, f(z) dz = [3°7F f(z) da.

(O Keine der anderen Antwortmoglichkeiten ist richtig.

Losung: Das Taylorpolynom T, f(x) approximiert die Funktion f an der Stelle
xo bis zur Ableitung der Ordnung n. Insbesondere gilt, dass die Ableitungen des
Taylorpolynoms 7, f bis zur Ordnung n an der Stelle o mit den entsprechenden
Ableitungen der Funktion f iibereinstimmen, d.h. ™ (zy) = (T,,f)"™ (xo) fiir alle
m < n.

Die folgende Funktion aus Beispiel 4.4.4, die auch in der Vorlesung nach einer Clicker-
Frage gezeigt wurde, ist ein Gegenbeispiel zu den anderen Optionen (wéihle zy = 0
und z.B. a = —1,b=1):

0, wenn x = 0,
flz) = !
exp(—-z), wenn z # 0.

(p) Sein € Nmitn >3 und sei f: R — R eine n-mal differenzierbare Funktion. Sei

g9(x) = f(2)f"(x) — (f'(x))*
fiir x € R. Welche der folgenden Aussagen stimmt?

(O g ist n-mal differenzierbar, aber nicht notwendigerweise (n + 1)-mal differenzier-
bar.

O g ist (n — 1)-mal differenzierbar, aber nicht notwendigerweise n-mal differenzier-
bar.

® g ist (n — 2)-mal differenzierbar, aber nicht notwendigerweise (n — 1)-mal diffe-
renzierbar.

(O g ist nicht notwendigerweise (n — 2)-mal differenzierbar.
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Losung: Da f n-mal differenzierbar ist, ist f’ (n — 1)-mal differenzierbar, und f” ist
(n — 2)-mal differenzierbar. Beim Bilden von g(z) = f(z)f"(x) — (f'(x))? erhalten
wir die “niedrigste” Differenzierbarkeit der einzelnen Komponenten. Das bedeutet,
dass g (n — 2)-mal differenzierbar ist, jedoch nicht notwendigerweise (n — 1)-mal. Ein
Beispiel einer Funktion f, die 4-mal differenzierbar ist, und so dass g nicht 3-mal
differenzierbar ist, ist f(z) = |z]° + 1.

(q) Fir zwei beschrankte, integrierbare Funktionen f,g: [0, 1] — R definieren wir

9)= [11) - g(a)l dz.

Welche der folgenden Aussagen stimmt nicht fiir alle solchen Funktionen f und g7
O 0<d(f,g) =dlg, f)
O d(f,g) <d(f,g/2) +d(g/2,0)
® d(f-g,0) <d(f,0)-d(g,0)
O d(f-g.0) </d(f2.0 ,0)

Losung: Die dritte Aussage wiirde bedeuten, dass stets

[ lr@alae < ([ 1r@lac) - ([ o))

gilt. Dies ist nicht der Fall, wie man z.B. schon mit f(z) = g(z) = « sieht.

Die anderen Optionen sind korrekt. Sie verwenden Positivitét des Integrals (Satz
5.3.1), die Dreiecksungleichung in der Form |f(x) — g(x)| < |f(x) — g(x) /2] + |g(x) /2],
sowie die Cauchy—Schwarz Ungleichung (Satz 5.3.3).

(r) Sei

fur n € N*. Was ist der Wert von hmn_>C>o b,?
® In(2)
T
O3

e—1
2

3\*—‘
§\W

O
2
O3
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Losung: Der Term

\ End

»e

1
n

ist eine Riemann-Summe fiir das Integral

11
/ dzx,
0o 1+
das den Wert In(2) hat. Wenn n — oo, konvergieren die Riemann-Summen gegen das
Integral (Korollar 5.1.9). Somit konvergiert b, gegen In(2).

(s) Wir betrachten die folgende Funktion definiert auf [0, 1]:

= wenn = € [0,1] N Q,
f(x) {1_;57 wenn z € [0,1] N (R\ Q).

Welche der folgenden Aussagen iiber das Oberintegral S(f) von f tber [0,1] und das
Unterintegral s(f) von f iber [0, 1] stimmt?

s(f) =5(f) =
s(f
s(f
s(f) = 5(f) =

Losung: Die Funktion f ist auf den rationalen und den irrationalen Zahlen unter-
schiedlich definiert. Da die rationalen und irrationalen Zahlen beide dicht in [0, 1]
liegen, liegt jede Untersumme sowohl unter der Funktion x als auch unter 1—x, also un-
ter dem Minimum min{x, 1 —x}. Da letztere Funktion tiber [0, 1] Riemann-integrierbar
ist, kommen die Untersummen beliebig nahe an

S(f) =
S(f) =

14y
4
Ly
2

N[ W w

) =
)=
)=
) =

1

1 1/2 1
/ min{x,l—x}dx:/ xdx + (1—x)d:Z.
0 0

1/2

Somit ist das Unterintegral s(f) als Supremum aller Untersummen gleich ;. Analog
liegen alle Obersummen von f sowohl Uber der Funktion z als auch iiber 1 — x, also
tiber max{z, 1 — x}, und kommen beliebig nahe an

1 1/2 1 3
/ max{x,l—x}dx:/ (1 —x)dz+ xdx:Z.
0 0

1/2

Somit ist das Oberintegral S(f) als Infimum aller Obersummen gleich 2.
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(t) Sei f: R — R eine stetige Funktion, so dass das uneigentliche Integral [° f(z)dx
konvergiert. Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

(O Fiir alle € > 0 existiert N € N, so dass fiir alle z € [N, 00) gilt, dass |f(z)| < e.
@ Fir alle ¢ > 0 und alle N € N existiert x € [N, 00), so dass |f(z)| < e.

O Es existieren C' > 0 und N € N, so dass fiir alle x € [N, 00) gilt, dass |f(z)| < C.
(O Keine der anderen Antwortméoglichkeiten ist richtig.

Losung: Die erste Aussage impliziert die dritte, und die dritte Aussage muss nicht
gelten. Man betrachte als Gegenbeispiel z.B. Eine Funktion f, die immer 0 ist, ausser
in den Intervallen (n —1/(2n%),n + 1/(2n3)) fir n € N*, die Eigenschaft f(n) =n
erfiillt, und zwischen den Punkten n —1/(2n3) und n und zwischen n und n +1/(2n?)
jeweils linear ist. Dann ist f unbeschrinkt, aber das Integral [;° f(z)dz konvergiert,
da sich die Integrale fON f(x)dx durch einen Vergleich mit der konvergenten Reihe

) n% nach oben beschrénken lassen.

Die zweite Aussage ist richtig aufgrund des Zwischenwertsatzes: Wére sie falsch, so
gibe es (Moglichkeit 1) entweder ein &1 > 0 und N; € N, so dass fiir alle 2 € [Ny, 00)
gilt, dass f(x) > ey, oder (Méglichkeit 2) es gébe ein e > 0 und Ny € N, so dass fur
alle z € [Ny, 00) gilt, dass f(z) < —e. (In der Tat, eine stetige Funktion, kann nicht
von > € zu < —e “springen”.) Beides steht aber im Widerspruch zur Konvergenz des
Integrals [;° f(z) dx.
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