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23. August 2024

Aufgaben und Losungsvorschlag

Aufgabe 1

1.MC1 [2 Punkte] Schreiben Sie die folgende Aussage als pradikatenlogischen Ausdruck:

“Es gibt keine grosste natiirliche Zahl.”

A) Yn e N,Vm € N, gilt m > n.

B) Vn € N,3dm € N, sodass m > n.

C) dn € N, sodass Ym € N, gilt m < n.
D) dn,m € N sodass (n > m) A (m > n).

(
(
(
(

Losung:

Vn € N,dm € N, sodass m > n.

1.MC2 [2 Punkte] Betrachten Sie die Abbildung
f R—=R, flx)=2"
Welche der folgenden Aussagen iiber das Bild respektive Urbild von f ist falsch?
(&) f(R) = £([0,00))
(B) f7H(R) = f7([0,00))
©) f@ca
D) fFHQcQ

Losung:

(V)R]

1.MC3 [2 Punkte] Bestimmen Sie das Infimum der folgenden Teilmenge von R:

1
{ RS (O,oo)}ﬂ[—l, 1].
(A) 0
(B) 1
(€) -
(D) Die Tellmenge besitzt kein Infimum.
Losung:
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1.MC4 [1 Punkt| Bestimmen Sie alle komplexen Losungen der folgenden Gleichung:

22 —2242=0.

1+7und 1 —14

1.MC5 [2 Punkte] Welche der folgenden Reihen konvergiert absolut?
(A)

(B)

Losung:

1.MC6 [2 Punkte] Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihe:

l,n

(%S)
3
> n
n+3
n=0 3
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(B)
(C)
(D) oo

LW wim

Losung:

1.MC7 [2 Punkte] Essei f: R — R eine bestimmte Funktion. Welche der folgenden Aussagen
impliziert nicht die Stetigkeit von f?
(A) Es gilt f(z) = g(x)? fiir alle € R, wobei g : R — R eine stetige Funktion ist.
(B) Fiir jedes x € R existiert eine Folge (z,)neny mit lim, o z, = x und lim,, ., f(z,) = f(z).
(C) Fiir jedes € > 0 existiert ein § > 0 sodass |f(y) — f(z)| < € fir alle z,y € R mit |y — z| < 4.
(D) Fir alle z,y € R gilt | f(y) — f(x)| < |y — x|

Losung:

Fiir jedes x € R existiert eine Folge (2,)neny mit lim, o x, = x und lim,,_, f(z,) = f(2).

1.MC8 [2 Punkte] Betrachten Sie die folgende Funktion f: R — R:

asin(x) i <0
e ir o <
fx) = )
2+ b fir x>0,

wobei a,b € R Parameter sind. Fiir welche Werte von a, b ist f von der Klasse C'?

(A a=2,b=1
B) a=2,6=0
(C)a=1,0b=1
(D) a=1,b=0
Losung
a=2b=1

1.MC9 [1 Punkt] Betrachten Sie die Funktion
f:00,1] =R, f(z)=a" 2"+

Welches der folgenden Intervallen liegt im Bild von f7
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—
DO

1.MC10 [2 Punkte] Betrachten Sie die Funktion
fiR=R, flx)=2*+2—1.
Es gilt:
(A) f
(B) f ist injektiv aber nicht surjektiv.
(C) f ist surjektiv aber nicht injektiv.
(D) f

ist bijektiv.

ist weder injektiv noch surjektiv.

Losung:

f ist bijektiv.

1.MC11 [2 Punkte] Betrachten Sie die folgende Folge (f,,)nen von Funktionen:
fo [0, =R, fu(z) =2
Welche der folgenden Aussagen iiber den Grenzwert der f,, wenn n — oo ist korrekt?

(A) fn konvergiert punktweise, aber nicht gleichmaéssig, auf [0, 1] gegen die Funktion f(z) = 0.
(B) f. konvergiert gleichmaéssig auf [0, 1] gegen die Funktion f(z) = 0.
(C) fn konvergiert punktweise, aber nicht gleichmaéssig, auf [0, 1] gegen die Funktion

0 fir z€l0,1)
1 fir  z=1

(D) f. konvergiert gleichméssig auf [0, 1] gegen die Funktion

0 fir z€l0,1)
1 fir z=1

Losung:

Seite 4 von 22



s s Analysis I & 11
m Z u r I C h Prof. Tristan Riviere, Dr. Fabian Ziltener

23. August 2024

fn konvergiert punktweise, aber nicht gleichmaéssig, auf [0, 1] gegen die Funktion

_Jo fiur ze[0,1)
f(x){l fuir z=1

1.MC12 [2 Punkte] Berechnen Sie das folgende Integral:

LAQIOgCr)dx

T

1.MC13 [1 Punkt] Wir betrachten das Anfangswertproblem
f'@)=2"f(x),  fO)=1,  f(0)=0,

fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : R — R. Welche der folgenden Aussagen trifft
zu?

(A) Dieses Problem besitzt keine Losung.

(B) Dieses Problem besitzt genau eine Losung.

(C) Die Menge der Losungen dieses Problems ist ein zweidimensionaler Untervektorraum des
Vektorraums der Funktionen von R nach R.

(D) Dieses Problem besitzt mehr als eine Losung, und die Menge der Losungen ist kein zweidi-
mensionaler Untervektorraum des Vektorraums der Funktionen von R nach R.

Losung:

Dieses Problem besitzt genau eine Losung.

1.MC14 [1 Punkt] Welche der folgenden Teilmengen von R ist kompakt?
(A) N={12.}
(B) {L|neN]}
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(C) [0, U {2}
(D) {xER’le}

Losung:

[0, 1] U {2}

1.MC15 [1 Punkt] Die Menge

{(x,y) ER2‘I+JI3 > y+y5}
ist:
A

(A) offen

(B) abgeschlossen
(C)

(D)

C
D

beschrankt

weder offen, abgeschlossen noch beschrankt

Losung:

offen

1.MC16 [2 Punkte] Wir betrachten die Funktion
f:R* > R, f(z) := z23.

Die (totale) Ableitung von f im Punkt p := (0, —1) angewendet auf den Vektor v := (1,1) ist
gegeben durch:
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1.MC17 [1 Punkt] Wir betrachten das Vektorfeld

2
%3]

X :R® — R, X(z) := | em172
2
er2T3

Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

(A) Das Vektorfeld besitzt ein Potential, das tiberall positiv ist.
(B) Das Vektorfeld besitzt ein Potential, das tiberall negativ ist.
(C) Das Vektorfeld besitzt kein Potential.

(D) Keine der obigen Aussagen ist wahr.

Losung:

Das Vektorfeld besitzt kein Potential.

1.MC18 [2 Punkte]| Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiter Ordnung der Funktion
f:R* =R, f(z) := z sin(z2)
um den Punkt (0,0).
(A) T2 (0,0)(®) = T122
(B) T2 0,0\
) T

(

) =
f(oo (ff) To + T1X2
(D) Tfo0)(®) =

X

Losung:

TJ%(O:O) (x) = z129

1.MC19 [2 Punkte] Sei f:R? — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und z, € R?
ein Punkt, in welchem gilt

df(zo) = Df(wo) =0,  Hessy(xo) = (i) ;) :

Welche der folgenden Aussagen trifft zu?

(A) z ist eine lokale Maximalstelle fiir f.
(B) x ist eine lokale Minimalstelle fiir f.
(C) zg ist ein Sattelpunkt.
(D)

D) Aus den gegebenen Daten folgt nicht, dass z( eine lokale Extremalstelle oder ein Sattelpunkt

ist.

Losung:
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xo ist eine lokale Minimalstelle fiir f.

1.MC20 [2 Punkte] Wir betrachten die Abbildung

621‘1 +$3
f:R?* = R?, f(x) = ( oS 2) )

Seien U und V offene Umgebungen von (0,0) und (1, 1) in R?, sodass die Einschrankung f : U — V
ein glatter Diffeomorphismus ist. Berechnen Sie d (f~') (1,1).

(A) d(F) (1) = (

O
= O
~—

(B) d

Ol

= I
w

N———

[SSENIE

N[ =

(D) d

s =
(© d(F)(1,1) = (
= (5

Losung:

A= O
~

O

a ) = (

1.MC21 [2 Punkte] Wir betrachten die Menge

S = {ZCGR2‘$1+$?:$2+$%}.
Welche der folgenden Aussagen trifft zu?

A) S ist eine glatte Untermannigfaltigkeit von R? der Dimension 0.

(A)

(B) S ist eine glatte Untermannigfaltigkeit von R? der Dimension 1.
(C) S ist eine glatte Untermannigfaltigkeit von R? der Dimension 2.
(D)

D) S ist keine glatte Untermannigfaltigkeit von R2.

Losung:

S ist eine glatte Untermannigfaltigkeit von R? der Dimension 1.
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1.MC22 [2 Punkte] Wir betrachten die glatte Kurve in R? gegeben durch
C .= {(x,y) ERQ‘x4+m+y5+y:O}.

Berechnen Sie den Tangentialraum an C' im Punkt (z,y) = (1, —1).

(A) TanC = {(5t,—6t) |t € R}
(B) ThC = {(5t,61) |t € R}
(C) TunC = {(6t,~5t) |t € R}
(D) TayC = {(6t,5t) |t € R}
Losung

T C = {(6t,—5t) |t € R}

1.MC23 [2 Punkte] Berechnen Sie das folgende wiederholte Integral:

2 1
I:= / (/ cos? (6(””2) + y) d:z:) dy.
0 0

Hinweis: Eine Stammfunktion von cos? ist gegeben durch F(t) := %

1.MC24 [1 Punkt] Wir betrachten die glatte Flache (mit Rand)

2 2
Y= {a; €R3 ‘ x3 = "1t o2 4 g3 < 1},

1
X =e = (O) ‘R3 » R?
0

und die Koorientierung (= Einheitsnormalenvektorfeld) v von ¥, die eine positive z3-Komponente
hat. Welcher der folgenden Ausdriicke ist gleich dem Fluss von X durch ¥ beziiglich v?

das Vektorfeld
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1 0
(A) L e 0 | x 1 dy
B1(0) ellvll? ellvll?
1 0
®) [ el || 0 | x| 1
B10) ellvll? ellvll?
1 0
(€) L ey 0 X 1 dy
0 opell? ) \2gpelvl?
1 0
o [ gal|| o x| 1
10 2y el¥l 2yellvl

1 0
L €1 - 0 X 1 dy
0 oyl ) \ayselll®

dy

dy
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Aufgabe 2

Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte, oder argumentieren Sie weshalb diese nicht existieren. Be-
griinden Sie kurz ihr Vorgehen z.B. durch Bezug auf Ergebnisse aus der Vorlesung.

2.A1 [2 Punkte]
e’ —e
=0 242

Losung:

Wir verwenden den Satz von Bernoulli-de I’'Hospital. Man bemerke, dass f(z) = e —e™® und
g(x) = 2* + z stetig und differenzierbar sind auf R und f(0) = ¢g(0) = 0. Des Weiteren ist
g (z) =22 +1#0 fir alle x € (-3, %). Somit gilt

T2 2
e —e @ 4 (er ) e’ +e  lim,_o(e” + e %)
lim S = lim 4"~ iy == —2.
20 24z 220 Z(z24x) 20 2z +1 lim, (22 + 1)

2.A2 [3 Punkte]
T}Lngo(log(Qn — 1) — log(n + 1))

Losung:

Wir verwenden die Rechenregeln fiir den Logarithmus. Fiir alle n € N gilt

2n —1
log(2n — 1) —1 1) =1 .
og(2n — 1) ~log(n + 1) = log( )

Die Folge 27%11 konvergiert gegen 2 wenn n — oo. Da log(x) an der Stelle z = 2 stetig ist,
folgt

2n —1 2n —1
lim <log(2n — 1) — log(n + 1)>: Jim. 10g< :+ N ) = log< lim ) = log(2).

n—00 n—oo n 4+ 1

2.A3 [2 Punkte]

Losung:

Das Taylorpolynom zweiter Ordnung von sin(z) an der Stelle x = 0 lautet = — %$3. Dank
der Taylorformel gilt also sin(z) = « — $2* 4 r(x) mit einem Restterm welcher |r(z)| < Ca*
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erfillt fiir alle |z| <1 und irgend eine Konstante C' > 0. Somit gilt

i) o= 3=+ ()

1

n

1 1

n  6nd

1

n

1
n 6+nr

—nN =n

n

)

1
— 4 nir

1

n

1

6

= lim
n—oo

lim
n—oo

1
<n3 Sin<

n

) =)= dim (5

(

1

n

Aus der Diskussion oben folgt [n®r(1)] < € und somit lim, o 7(1) = 0. Wir finden also

)

2.A4 [3 Punkte]

Losung:

Man bemerke, dass cos(kw) = (—1)*. Wir finden also

|

n

> (-1

k=0

1 falls n gerade

kzn: cos(km) = =

0 falls n ungerade

Dividieren wir nun durch y/n, so finden wir

" 1
0<—Y(-1)fF<— VneN,
T A/n ,;)( )= n "
also gilt
lim — » cos(kmw) = 0.
n—oo n =0
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Aufgabe 3

Fiir jedes n € N definieren wir

3.A1 [2 Punkte] Berechnen Sie
und

Losung:

Wir verwenden partielle Integration. Es gilt

/Tr xsin(z) dr = —x cos(z) xiﬂ

—Tr

es verschwindet, oder zweimal partiell integrieren:

/7r r?sin(z) dor = —2* cos(z)

—T

xii +/ x cos(z) dx

= —7? cos(m) + (—)* cos(—) + x sin(x)

= —7?cos(m) + w2 cos(—m) + 0 = 0.

_+ / cos(x) dx = —m cos(m) — wcos(—m) + 0 = 2.

Beim zweiten Integral kann man mit der Antisymmetrie unter x — —x argumentieren, dass

sin(x) dx

T=T
T=—T —

3.A2 [1 Punkt] Zeigen Sie, dass fur alle geraden n gilt I,, = 0.

Losung:

Somit verschwindet das Integral tiber [—m, 7.

Dass dies fiir jede Funktion f mit f(—x) =

[ s~ 1
[

dx—/ f(z)dz =0,

Wenn n gerade ist, dann ist die Funktion ™ sin(z) ungerade, also (—x)" sin(—z) = —a" sin(z).

—f(z) gilt, lasst sich wie folgt nachrechnen:

dx+/ :/Oﬂf(x)dx—i—/oﬂf(—x)dx

wobei die Substitution z — —x auf das zweite Integral angewendet wurde.
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3.A3 [2 Punkte| Sei nun n > 3 ungerade. Zeigen Sie, dass gilt

I, =21"—n(n—1)I,_,.

Losung:

Wir wenden zweimal partielle Integration an:

o +n/ 2"t cos(x) dx

= -7

- n(n —1) /7r 2" 2 sin(z) do

T=—T —r

I, = / 2" sin(z) de = —a" cos(x)

= —z" cos(x) + na™ ! sin(z)

T=—T0

= —7m"cos(m) + (—=m)" cos(—7m) + 0 —n(n — 1)I,,_o = 27" —n(n — 1)I,_o,

wobei wir verwendet haben, dass gilt sin(r) = sin(—n) = 0, cos(r) = cos(—m) = —1 und
(—m)" = —7™ da n ungerade.

3.A4 [1 Punkt] Berechnen Sie

Losung:

Aus der ersten Teilaufgabe wissen wir, dass I; = 27. Mit der Rekursionsformel aus der

vorherigen Teilaufgabe finden wir

Is = 27° — 2015 = 27° — 20(27% — 61}) = 27° — 407> + 2407,
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Aufgabe 4

4.A1 [2 Punkte| Bestimmen Sie die allgemeine Losung f : R — R der Differentialgleichung

f"(z) + f'(z) — 2f(x) =0, Vx € R.

Losung:

Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Die Losun-
gen lassen sich also vom charakteristische Polynom ablesen. Das charakteristische Polynom
lautet p(A) = A2+ X —2 = (A — 1)(\ + 2). Somit sind zwei unabhéngige Lésungen gegeben
durch €® und e=?*. Die allgemeine Losung lautet also

f(z) = Ae® + Be ™™

fiir zwei Konstanten A, B € R.

4.A2 [2 Punkte] Bestimmen Sie die allgemeine Losung f : R — R der Differentialgleichung

(@) + fl(x) = 2f(x) =€**,  VzeR.

Losung:

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung. Die allgemeine Losung ist gegeben
durch die Summe einer partikuldren Losung und der allgemeinen Losung der dazugehorigen
homogenen DGL, welche in der vorherigen Teilaufgabe gelost wurde. Wir miissen also noch
eine partikulire Losung finden. Dazu machen wir den Ansatz f(z) = Ce?® fiir eine Konstante
C' € R. Eingesetzt in die DGL finden wir

40X + 20 — 20 = 4Ce?* = 27,
Dies wird erfiillt durch C' = i Die allgemeine Losung lautet also
1 2x T —2z
flz) = 1€ + Ae” + Be

mit A, B € R beliebige Konstanten.

4.A3 [2 Punkte] Losen Sie das folgende Anfangswertproblem:
ff+f=2f=0, f(0)=0, [f(0)=1

Losung:
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Die allgemeine Losung der DGL wurde in der ersten Teilaufgabe gefunden. Anhand der
Anfangsbedingungen konnen wir nun den Wert der Konstanten A, B bestimmen. Es gilt
f(z) = Ae® + Be™®* und f'(z) = Ae® — 2Be™%", also

fO)=A+B=0, f(0)=A-2B=1.

Aus der ersten Gleichung folgt B = —A. Aus der zweiten Gleichung folgt dann 3A = 1, also
A= %, B = —%. Die Losung des Anfangswertproblems ist also

1 1
f(x) = gex — 56_2””.
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Aufgabe 5

Wir definieren
M = {(x,y) ERQ‘x4—x+y4—y:O}

und
f-M—=R, flx,y):=x+y.

5.A1 [6 Punkte] Berechnen Sie das Maximum und das Minimum von f auf M.

Bemerkung: Falls Sie dazu einen Satz benutzen, iiberpriifen Sie dann die Voraussetzungen des
Satzes. (Glattheit einer Funktion brauchen Sie nicht zu tiberpriifen.)

Losung:

Hier fithrt die Lagrange-Multiplikatorenregel zum Ziel. Wir definieren die Funktionen
g:R* = R, g(z,y) =2* —r+9y*—y=0, und F:R* =R, F(z,y) ==z +y.

Dann gilt M = ¢g~'(0) und f = F|jy;. Man bemerke, dass g glatt ist. Eine weitere Vorausset-
zung fiir die Lagrange-Multiplikatorenregel ist, dass 0 ein regulidrer Wert von g ist. Dies gilt
es zu iiberpriifen. Die Ableitung von ¢ im Punkt (x,y) € R? ist gegeben durch

Dg(z,y) = ( 4o —1 42 —1 )
Diese Ableitung ist surjektiv, ausser sie ist gleich 0, also ausser wenn gilt
(w,y) = (475,479).

Aber dann gilt o \ ) )
g(475,475) =2(475 —475) =2-475(3 — 1) £0.

Daher ist 0 ein reguldrer Wert von g und die Voraussetzungen der Lagrange-Multiplikatorenregel
sind erfiillt.

Wir bezeichnen die Lagrangefunktion fiir F, g mit
L:R*xR—=R,  L(z,y,N) = Fr,y) = Mg(a,y) =z +y = Azt =z +y' —y).

Gemadss der Lagrange-Multiplikatorenregel ist (x,y) € M ein kritischer Punkt von f auf M
genau dann wenn es ein A € R gibt, sodass (x,y,\) ein kritischer Punkt von L auf R? ist,
also wenn gilt

DL(xz,y,\) = (1—1—)\(1—4x3) 1+ A1 —49°) :E—a:4—|—y—y4) =0
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Wir erhalten also das Gleichungssystem

1+ A1 —42°) =0
1+ AM1—-4y%) =0
z—at+y—yt=0
Wir sehen, dass A # 0 gelten muss. Somit implizieren die ersten beiden Gleichungen, dass
2® = ¢ und somit auch z = y gilt. Eingesetzt in die letzte Gleichung erhalten wir z = z*.
Entweder ist also z = 0 oder ® = 1 und somit = 1. Wir erhalten so die beiden kritischen
Punkte

(z,y) = (0,0) und (x,y) = (1,1).

Eingesetzt in die Funktion f, finden wir
f(0,00=040=0, f(,l)=1+1=2.

Somit gilt

mj‘%xf: f(1,1) =2, m]\}[nf = f(0,0) = 0.
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Aufgabe 6

Wir definieren
Y= {93 e R3

2
(\/:L‘%+x§—2> +m§:1}.

Das ist eine kompakte zweidimensionale glatte Untermannigfaltigkeit von R3. (Sie brauchen das nicht
zu beweisen.)

6.A1 [3 Punkte]| Geben Sie zwei verschiedene Punkte an, die auf ¥ liegen. Machen Sie eine Skizze
von Y und den zwei angegebenen Punkten.

Hinweis: Uberlegen Sie sich, wie der Schnitt von ¥ mit der 1 — x3 Ebene respektive der z; — 9
Ebene aussieht.

Losung:

Beispiele von Punkten auf X:

+1 +3 0 0 +2 0
o |, o |, x|, £3],] o |, [ =x2
0 0 0 0 +1 +1

Es handelt sich bei ¥ um einen Torus. Hier ein Bild mit zwei Punkten eingezeichnet:

1
0
_]_ :
(3,0,0)
-3 3
—9 2
-1 1
0 0
1 —1
2 —2
3 -3
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6.A2 [3 Punkte] Berechnen Sie eine Koorientierung (= Einheitsnormalenvektorfeld) v auf X.
Bemerkungen:

e Sie brauchen den berechneten Ausdruck fir v nicht zu vereinfachen.

« Sie brauchen nicht zu beweisen, dass das berechnete v tatséichlich eine Koorientierung ist.

Losung:

Wir definieren ,
g:R* =R, g(z):= <\/x% + 23 — 2) + 23.

Es gilt ¥ = g7 (1), und 1 ist ein regulidrer Wert von g. Sei nun z € X. Gemiss einem Satz
aus der Vorlesung ist der Tangentialraum 7,3 gegeben durch ker(Dg(x)). Daher steht der
Gradient Vg(z) senkrecht auf 7, 3. Wir berechnen:

2¢;{Tx30/x% + 13 - 2)

2[E3

Die Abbildung Vg : ¥ — R3 ist also ein Normalenvektorfeld zu . Um eine Koorientierung
zu erhalten, miissen wir noch normieren. Fiir alle x € X gilt

IVg(@)IP = 4((a? + a3 —2)" +3)=14,

also [|[Vg(z)|| = 2 fiir x € 3. Wir erhalten also die Koorientierung v : ¥ — R? gegeben durch

RN =1 i b B Gl S
0= Sy ~ | vER (VB -2) | = |20 )

T3 T3

Alternativ kann man mit einer Parametrisation arbeiten. Die obere Halfte des Torus, also
YN {x3 > 0}, lasst sich z.B. wie folgt parametrisieren:

u
@: By(0)\ Bi(0) - B, @(u,0) = v
V1= (Va2 —2)2
(Eine Parametrisation der unteren Halfte erhélt man durch ziehen der negativen Wurzel in

der dritten Komponente.) Ein Einheitsnormalenvektorfeld zu ¥ N {x3 > 0} ist nun gegeben
durch

0,0 x 0,
|0,® x 0,P|
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Wir berechnen:

1 0
0,® = 0 , 0P = 1 :
—u- f(ua U) —v f(ua U)
wobei
Flu,v) 1 Vu? +v? =2 1 (1 2 )
u,v) = = - —.
VIR 1o (V210 -2 1 (ViZ+ o —2)2N VRt
Somit gilt
u- fu,v)
0y ® x 0,0 =|v-f(u,v)| und [0,P x 9,®| = \/1 + (u? 4 v?) f(u,v)?,
1
also
D X 0,0 | ZI}CEZ’ZK
[0.® x 0,]| \/1+(u2+v2)f(u,v)2 1 7

Dies kénnte man noch vereinfachen durch Einsetzen von f(u,v):

0,® x 0, 1 ‘u;v
- = v - £
0.9 x 0,9 Vu?to?

\/1 — (Vu2 4+ 02 —-2)2

Wir betonen nochmals, dass dies nur auf der oberen Hilfte des Torus eine Koorientierung
gibt. Dank der Spiegelsymmetrie des Torus an der x; — zo Ebene kann man aber diese Koori-
entierung einfach fortsetzen auf die untere Hélfte indem man das Vektorfeld an der x; — x5
Ebene spiegelt, also ein Minus-Zeichen vor die dritte Komponente setzt.

Von jetzt an bezeichnet v die von IThnen berechnete Koorientierung.

6.A3 [3 Punkte] Wir betrachten das Vektorfeld

T
X :R® = R, X(z):=|
—2ZL'3

Berechnen Sie den Fluss
/ X -vdA.
b
Bemerkungen:

» Sie konnen diese Teilaufgabe selbst dann lésen, wenn Sie die obigen Teilaufgaben nicht 16sen
konnten.

o Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass die von ¥ eingeschlossene Menge ein C''-Gebiet ist.
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« Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass der Rand eines Gebietes durch eine bestimmte Menge
gegeben ist.

Losung:

Wir definieren die Menge

U::{xER?’

2
(\/:c%—l—xg—Q) +x§<1}.

Das ist ein C''-Gebiet mit Rand gegeben durch ¥. v ist die nach aussen weisende Koorientie-
rung des Randes von U. Geméss dem Satz von Gauf gilt daher

/X-z/dA:/ X-ydA:/V-de,
by oU U

wobei V - X die Divergenz des Vektorfeldes X ist. Wir berechnen
V'X231{E1+82$2—283$3:1"—1—2:0.

Somit gilt
/ X -vdA=0.
b
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