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Kapitel 0

Ausblick auf die Vorlesungen

0.1 Ausblick auf die Vorlesung Analysis 1

Ich beginne die Vorlesung Analysis 1 mit einem Ausblick auf den Stoff der Vorlesung
sowie einem kurzen Ausblick auf Analysis 2. Da ich in kurzer Zeit viele verschiedene
Themen ansprechen werde, kann ich es mir gut vorstellen, dass Sie einiges, was ich
jetzt erzdahlen werde, nicht gleich verstehen werden. Das ist nicht schlimm, da wir die
Themen spater ausfithrlich behandeln werden.

Was ist Analysis?

Erinnerung ans Gymnasium: Analysis ist die Theorie von Ableitungen und Integralen
von Funktionen. Wir betrachten eine reellwertige Funktion f einer reellen Variablen.
Die Ableitung von f an einer Stelle z ist die Steigung der Tangente an den Graphen
von f durch den Punkt (z, f(x)). Wir schreiben diese Ableitung als

) =T,

Das Integral von f iiber ein Intervall [a,b] ist der Inhalt der Fldche zwischen der z-
Achse und dem Graphen von f. Differentiation, also das Nehmen einer Ableitung,
und Integration héngen iiber den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
miteinander zusammen. Dieser Satz besagt unter anderem, dass die Ableitung des
unbestimmten Integrals einer Funktion die urspriingliche Funktion ist. Dieser Satz
wurde von Isaac Newton und Gottfried Wilhelm Leibniz gefunden. (Siehe Abbildungen
und [0.2]) Damit legten sie den Grundstein fiir die Analysis.

In der Vorlesung Analysis 1 werden wir die Begriffe einer Ableitung und eines Integrals
noch einmal prézise definieren und behandeln. Dazu verwenden wir den Begriff der
Konvergenz einer Funktion in einem Punkt. Dieser Begriff basiert auf dem Begriff der

3



4 KAPITEL 0. AUSBLICK AUF DIE VORLESUNGEN

Abbildung 0.1: Isaac Newton, 1643  Abbildung 0.2: Gottfried Wilhelm
- 1727, englischer Mathematiker und  Leibniz, 1646 - 1716, deutscher Mathe-
Physiker. matiker und Philosoph.

Konvergenz einer reellen Zahlenfolge. Sei (an)nen eine reelle Zahlenfolge und A eine
reelle Zahl. Intuitiv konvergiert (a,)nen gegen A, falls sich a,, immer mehr A néhert, je
grosser n wird. Um das zu prézisieren, definieren wir, dass (a,),en genau dann gegen
A konvergiert,

falls es fiir jedes € > 0 eine Zahl N gibt,

sodass fiir jedes n > N gilt, dass
la, — A| < e.

la, — A| kénnen wir dabei als den Fehler der Niaherung sehen und ¢ als eine obere
Schranke an diesen Fehler. Wir halten diese Schranke ein, falls n > N, also geniigend
gross ist.

In der obigen Definition der Konvergenz einer Folge kommen der Ezistenzquantor “es
gibt” und der Allquantor “fir alle” = “fir jedes” vor. Quantoren sind logische Ope-
ratoren. Um Konvergenz definieren zu kénnen, werden wir die Vorlesung Analysis 1
daher mit Logik beginnen.

Am Ende der Vorlesung werden wir gewdéhnliche Differentialgleichungen behandeln.
Grob gesagt, ist eine gewohnliche Differentialgleichung (GDG) eine Gleichung fiir eine
gesuchte Funktion einer reellen Verénderlichen, in der die Funktion und ihre Ableitun-
gen auftreten. Solche Gleichungen beschreiben zahlreiche naturwissenschaftliche Ge-
setze. Dabei spielt die gesuchte Funktion zum Beispiel die Rolle einer physikalischen
oder chemischen Grésse, die von der Zeit abhéngt. Das gilt zum Beispiel fiir die GDG

f"+af +aof =0 (1)
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«

Abbildung 0.3: Federschwinger in einer zéihen Fliissigkeit

fiir eine reellwertige Funktion f einer reellen Variable. (Hierbei sind ag und a; reelle
Zahlen.) Diese GDG beschreibt zum Beispiel die Bewegung eines freienﬂ kugelformigen
Federschwingers (=Federpendel), der in einer zéhen Fliissigkeit liegt und daher durch
viskose Reibung gedédmpft wird. Siehe Abbildung f spielt dabei die Rolle der
Auslenkung des Federschwingers aus der Ruhelage als eine Funktion der Zeit t. Wir
gebrauchen jetzt die in der Physik iibliche Notation = = f fiir diese Auslenkung und
& =2’ = f’ fiir ihre Ableitung nach der Zeit ¢. Die GDG (1)) wird dann zur GDG

T+ a1t + apxr = 0. (2)

Wir leiten diese GDG mittels Gesetzen der Mechanik und der Stromungslehre her.
Dazu schreiben wir:

F, := Riickstellkraft der Fedei]
F g := durch die Viskositét der Fliissigkeit verursachte Reibungskraft
F := gesamte auf den Korper einwirkende Kraft
k := Federkonstante
¢ := Dampfungskonstante
m := Masse des Korpers
Es gelten die folgenden Gesetze der Mechanik und der Stromungslehre:
e Hookesches Gesetz:
Fo=—kx

e Stokessches Reibungsgesetz:
FR = —cx

'Frei bedeutet, dass es keine dussere Anregungskraft gibt.
244 .= B” bedeutet, dass wir A als B definieren.
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Abbildung 0.4: Freier gedampfter elektrischer Schwingkreis.

e zweites Newtonsches Gesetz:
F =m2a.

Diese Gesetze werden in den Vorlesungen Technische Mechanik (ITET, 1. Semester),
Physik I (RW, 1. Semester) und Fluiddynamik I (RW, 4. Semester, Grundlagenfach)
behandelt. Durch Kombinieren dieser Gesetze erhalten wir

mi’ZF:Fo—{—FR:—kI'—CiT,

k
also &+ —i+ —z = 0. (3)

m m
Damit haben wir die GDG mit ag = % und a; = = hergeleitet. In dieser Vorlesung
werden wir eine Formel fiir die allgemeine Losung dieser GDG kennenlernen. (Siehe
Proposition in Abschnitt [7.2]) Somit kénnen wir mit Hilfe von Analysis 1 also die

Bewegung des Federschwingers beschreiben.

Betrachten wir nun ein Beispiel aus der Elektrotechnik, ndmlich den freien geddmpften
elektrischen Schwingkreis. Dieser besteht aus einem Widerstand, einem Kondensator
und einer Spule, die hintereinandergeschaltet sind, wobei die Enden miteinander ver-

bunden sind. Siehe Abbildung [0.4]

Problem (freie Schwingung). Beschreibe die Schwingung der Ladung @ des Konden-
sators!

Bemerkung. Diejenigen von Thnen, die ITET studieren, lernen elektrische Schaltun-
gen im laufenden Semester in der Vorlesung Netzwerke und Schaltungen I kennen.
Sie werden sie noch griindlicher im néchsten Semester in der Vorlesung Netzwerke und

Schaltungen II untersuchen. In jener Vorlesung wird der obige Schwingkreis ausfiihrlich
behandelt.

Wir schreiben:

e R := elektrischer Widerstand des Widerstands (Bauelement)
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o (' := Kapazitiat des Kondensators

e [ := Induktivitit der Spule
Aus Gesetzen der Elektrotechnik folgt, dass die Ladung @) die Gleichung
. R. 1
—_— — p— 4
Q+ 7@+ 77Q=0 (4)

erfilllt. (Siehe Netzwerke und Schaltungen I1.) Das ist wieder die GDG , dieses Mal
mitf:Q,(h:%undao:&.
Wie erwihnt, werden wir die allgemeine Losung dieser ODE bestimmen. (Siehe Propo-

sition in Abschnitt ) Dadurch wird der freie gedampfte elektrische Schwingkreis
beschrieben.

Bemerkung. [Federschwinger und elektrischer Schwingkreis] Die gewohnlichen Dif-
ferentialgleichungen , die den Federschwinger und den elektrischen Schwingkreis
beschreiben, haben die gleiche Form. Diese vollig unterschiedlichen physikalischen Sy-
steme konnen also mit Hilfe der gleichen Mathematik beschrieben werden. Das ist
typisch fiir die Mathematik. Eine Starke der Mathematik und insbesondere der Analy-
sis besteht ndmlich darin, einen Formalismus bereitzustellen, der ganz unterschiedliche
physikalische Phanomene beschreibt.

0.2 Ausblick auf die Vorlesung Analysis 2

Ich beginne die Vorlesung Analysis 2 mit einem Ausblick auf den Stoff der Vorlesung
sowie einem kurzen Ausblick auf Analysis 3. Da ich in kurzer Zeit viele verschiedene
Themen ansprechen werde, kann ich es mir gut vorstellen, dass Sie einiges, was ich
jetzt erzdhlen werde, nicht gleich verstehen werden. Das ist nicht schlimm, da wir die
Themen spéter ausfiihrlich behandeln werden.

Wiederholung von Analysis 1: Funktion f : R — R, Ableitung, Integral
Jetzt: R" :={x = (x1,...,2,) | 21,...,2, € R}

Wir betrachten f = (fi,...,f1):R* = Rl (n,l € N={1,2,...}). Ein Beispiel aus der
Physik ist die Dichte einer Grosse (zum Beispiel der Masse oder Ladung). Die Dichte

(zu einem festen Zeitpunkt) ist eine Funktion p : R® — R. (p(x) ist die Dichte an der
Stelle = € R3.)

Wir betrachten nun den Fall n = [. Dann kénnen wir f als ein Vektorfeld auffassen,
also als eine Abbildung, die jedem Punkt im Raum R” einen Vektor in R" zuordnet. Ein
Beispiel eines Vektorfeldes aus der Physik ist elektrische Feld, das wir als eine Funktion
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f =E:R?*— R3 auffassen konnen. Hierbei ist E(x) die elektrische Feldstéirke am Ort
r €R3

In dieser Vorlesung werden wir Definitionen und Sétze, die Sie aus Analysis 1 fiir
Funktionen einer Variable kennen, auf Funktionen mehrerer Variablen verallgemeinern.
Beispiele dafiir sind die Definition der Ableitung und des Integrals, die Kettenregel,
die Substitutionsregel und der Umkehrsatz.

Dariiber hinaus werden wir Sitze kennenlernen, die keine Entsprechung in der Analysis
1 haben. Dazu gehoren der Satz von der impliziten Funktion, der Bedingungen angibt,
unter denen wir die Losung y der Gleichung f(x,y) = 0 lokal als eine Funktion von x
auffassen konnen. In physikalischen Anwendungen sind z und y physikalische Grossen
und die Gleichung f(z,y) = 0 ein physikalisches Gesetz. Der Satz von der impliziten
Funktion besagt dann, dass wir die Grosse y als eine Funktion der Grosse = auffassen
konnen.

Ein weiteres Resultat ohne Entsprechung in Analysis 1 ist die Lagrange-Multiplikatorregel.
Mit Hilfe dieser Regel kénnen wir das Maximum einer reellwertigen Funktion auf einem
kompakten Gebiet in R™ bestimmen.

Den Begriff der Ableitung einer Funktion einer Variable aus Analysis 1 verallgemeinern
wir in dieser Vorlesung zum Begriff einer partiellen Ableitung einer Funktion mehrerer
Variablen. Wir definieren namlich die partielle Ableitung einer Funktion f : R* — R
nach der i-ten Variable x; als die Funktion g—ai : R = R[’| gegeben durch

of d
8x,(x) = @ y:xif('--7xi—1>yaxi+17‘-')-

Das ist die gewohnliche Ableitung (wie in Analysis 1) der Funktion einer Variable, die
wir aus f erhalten, indem wir alle Variablen ausser x; festhalten. Wir nehmen diese
gewohnliche Ableitung an der vorgegebenen Stelle x;.

Beispiel: Sei j € {1,...,n}, f:R* =R, f(z) := z;. Wir haben

of ):%::{1, falls i = j,

ox; o 0, sonst.

Ein Ziel dieser Vorlesung ist es, den Satz von Gauf iiber die Divergenz eines Vektor-
feldes zu behandeln. Die Divergenz eines Vektorfeldes f = X : R® — R™ ist gegeben
durch
= X,
div(X) = .
iv(X) ; o

3Das Zeichen O ist ein geschwungenes d und wird “del” ausgesprochen, in Anlehnung an den
griechischen Buchstaben ¢ (delta).
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V(X)

AN

Abbildung 0.5: Die Objekte im Satz von Gaufl: ein Gebiet U, Vektorfeld X und das

aussere Einheitsnormalenvektorfeld v auf dem Rand 0U.
Beispiel: X (z) := z, d.h., X;(z) = z;. Dann haben wir
ox;
di L =
v ( Z o, =

Sei jetzt U C R™ ein beschrinktes Gebiet. Der Satz von Gauf$ besagt, dass

/ div(X) dz = X -vdA. (5)
U oU

In dieser Vorlesung werden wir die Objekte, die in dieser Gleichheit vorkommen,
ausfithrlich behandeln. Um Thnen jetzt schon eine Idee zu geben, was sie bedeuten,
folgen ein paar kurze Erklarungen.

Kurze Erkliarungen: Auf der linken Seite von steht das mehrdimensionale Inte-
gral der Funktion div(X) : R® — R iiber U. Mehrdimensionale Integrale verallgemei-
nern eindimensionale Integrale. Wir werden sie in dieser Vorlesung definieren. Auf der
rechten Seite von tritt das dussere Einheitsnormalenvektorfeld v auf. Das ist die
Funktion v : OU — R?, die jedem Punkt z € OU den eindeutigen Vektor v(z) zuord-
net, der senkrecht auf dem Rand OU steht und nach aussen weist. Siehe Abbildung|0.5]
Auf der rechten Seite von steht das Oberflichenintegral der Funktion f := X - v,
die auf dem Rand OU des Gebietes U definiert ist. Im Fall n = 3 ist do intuitiv der
Flicheninhalt eines infinitesimalen Stiicks der Flidche U, und das Integral [ ou J do ist
durch die unendliche Summe ) _,, f(x)do gegeben. Das ist analog zur intuitiven In-
terpretation des Integrals einer Funktion, die auf einem Interval definiert ist. (do ist
analog zur Linge eines infinitesimalen Teilintervalls.) In dieser Vorlesung werden wir
den Begriff des Oberflichenintegral prézise definieren.

Das Integral auf der rechten Seite von (5)) heisst der Fluss von X durch OU. Anschaulich
entspricht dieser Fluss der Menge eines Stoffes, die pro Zeitspanne aus dem Gebiet U
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herausfliesst, wenn X = pv, wobei p(z) die Teilchenzahldichteﬁ des Stoffes an der Stelle
x und v(z) die Geschwindigkeit des Stoffes an der Stelle x ist. Der Satz von Gauf} stellt
also eine Verbindung zwischen dem Stoffmengenfluss durch die Oberfliche des Gebietes
und dem Integral der Divergenz von pv iiber das Gebiet her.

Der Satz von Gaufl wird in Anwendungen verwendet, um eine Verbindung zwischen
der differentiellen und der integralen Form gewisser physikalischer Gesetze herzustel-
len. Zum Beispiel wird er in der Strémungslehre gebraucht, um die Erhaltung der
Teilchenzahl aus der Kontinuitdtsgleichung

% + div(pv) =0

herzuleiten. Erhaltung der Teilchenzahl ist die integrale Form eines physikalischen
Gesetzes, und die Kontinuitétsgleichung ist die differentielle Form davon. ( Differentiell
bedeutet, dass es mittels partieller Ableitungen formuliert ist.) Stromungslehre wird in
den Vorlesungen des Studienganges RW Fluiddynamik I (4. Semester, Grundlagenfach)
und Fluiddynamik II (5. Semester, Vertiefungsgebiet) behandelt.

Als ein anderes Beispiel sagt das Gaufische Gesetz der Elektrostatik, dass der Fluss
des elektrischen Feldes E {iber den Rand eines Gebietes U proportional zur Ladung @)

im Gebiet ist, genauer, dass
/ E-vdA= Q,
U €o

wobei gy &~ 8.9 - 10~ "%kg 'm3sec*A? die elektrische Feldkonstante ist. Dieses Gesetz
kann mittels des Satzes von Gaufl aus der Mazwellgleichung

div(E) = gﬁ
0

hergeleitet werden. Das Gauflsche Gesetz ist die integrale Form eines physikalischen
Gesetzes, die obige Maxwellgleichung ist die differentielle Form davon. Elektrostatik
wird in der Vorlesung Elektromagnetische Felder und Wellen behandelt (ITET: 4. Se-
mester, RW: Wahlfach, 6. Semester).

Ein weiteres Ziel der Vorlesung Analysis 2 ist es, den Satz von Stokes iiber die Rotation
eines Vektorfeldes zu behandeln. Dieser Satz wird zum Beispiel in der Elektrodynamik
gebraucht, um das faradaysche Induktionsgesetz aus einer der vier Maxwellgleichungen
herzuleiten. Siehe die Vorlesung FElektromagnetische Felder und Wellen.

Die hier erwdhnten Maxwellgleichungen und die Kontinuitédtsgleichung sind partielle
Differentialgleichungen. Grob gesagt, ist eine partielle Differentialgleichung (PDG) eine

4Diese Grosse wird auch Teilchendichte genannt.
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Gleichung fiir eine gesuchte Funktion, in der die Funktion und ihre partiellen Ablei-
tungen (auch hoherer Ordnung) auftreten. Solche Gleichungen beschreiben zahlreiche
physikalische und chemische Gesetze. Dabei spielt die gesuchte Funktion die Rolle ei-
ner physikalischen oder chemischen Grosse, die vom Ort und manchmal von der Zeit
abhéngt.

Ein weiteres Beispiel fiir eine PDG ist die Wellengleichung, die unter anderem die Aus-
breitung von Schallwellen und elektromagnetischen Wellen beschreibt. PDG werden in
der Vorlesung Analysis 3 behandelt. (Siehe néchstes Semester.) Diese Vorlesung baut
auf der Vorlesung Analysis 2 auf.

Wenn Sie jetzt nicht alles aus dieser Ubersicht iiber Analysis 2 verstanden

haben, ist das nicht schlimm. Wir werden die angerissenen Themen in dieser Vorlesung
ausfiihrlich behandeln.






Kapitel 1

Grundlagen: Logik, Mengen,
Funktionen

Dieses Kapitel entspricht [Stra, Kapitel 1]. In der (mathematischen) Logik werden
Aussagen untersucht. Ein Beweis einer Aussage ist eine Herleitung der Aussage aus
den Axiomen, d. h. Grundannahmen. Ein (mathematischer) Satz ist eine beweisba-
re Aussage. Mathematik besteht aus Sétzen. Logik bildet daher das Fundament der
Mathematik und damit der Analysis.

Mittels Verkniipfungen wie zum Beispiel und entstehen aus Aussagen neue Aussagen.

Eine Menge ist eine ungeordnete Zusammenfassung verschiedener Objekte zu einem
Ganzen. Alle praktisch relevanten mathematischen Objekte kénnen als Mengen inter-
pretiert werden. Mengen spielen daher eine zentrale Rolle in der Mathematik.

Der FExistenzquantor ist der Ausdruck es gibt. Der Allquantor ist der Ausdruck fir alle
= fiir jedes. Definitionen und mathematische Siatze werden mit Hilfe dieser Quantoren
gebildet. (Wir haben dazu in Kapitel [0 schon als Beispiel die Definition der Konvergenz
einer Folge gesehen.)

Wir betrachten jetzt zwei Mengen X und Y. Eine Funktion von X nach Y ist eine Vor-
schrift, die jedem Element x von X ein eindeutiges Element y von Y zuordnet. Analysis
1 handelt von Funktionen von R nach R, genauer, von deren Ableitungen und Inte-
gralen. Analysis 2 handelt von Funktionen R™ nach RP, wobei R" den n-dimensionalen
(Standard-)Raum bezeichnet. (Zum Beispiel ist R! = R, R? die Ebene und R* der

dreidimensionale Raum.)

13



14 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN: LOGIK, MENGEN, FUNKTIONEN

1.1 Logik

In der Logik werden (mathematische) Aussagen untersucht. Eine Aussage ist eine
Ausserung, die entweder wahr oder falsch ist.

Beispiel. Beispiele von Aussagen:

e “Bern ist die Hauptstadt der Schweiz.” (wahr)
e “1+1=2" (wahr)

e “0 < 0" (falsch)
Beispiele von Ausserungen, die keine Aussagen sind:

o “Ist 1 +1 =27 (Frage)
e “Berechnen Sie 1+ 1 !” (Befehl)

e “Super!” (Ausruf)

Es gelten die folgenden Sétze:

Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch: Eine Aussage ist nicht sowohl wahr als
auch falsch.

Satz vom ausgeschlossenen Dritten: Jede Aussage ist wahr oder falsch.

Bemerkung. Dieser Satz triagt auch den lateinischen Namen tertium non datur, ein
Drittes ist nicht gegeben. Mit dem Dritten ist dabei ein dritter Wahrheitswert neben
wahr und falsch gemeint.

Bemerkungen 1.1. [riickbeziigliche Ausserung, Liigner-Paradox]

e Gewisse Ausserungen scheinen Aussagen zu sein, sind aber nicht zuldssig. Ein
Beispiel fiir eine solche Ausserung ist:

P :=*Dieser Satz ist falsch.”

Um das zu sehen, nehmen wir an, dass P eine Aussage wére. Falls P wahr
ist, dann ist der Satz, also P, falsch. Das steht im Gegensatz zum Satz vom
ausgeschlossenen Widerspruch.
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Falls P falsch ist, dann ist der Satz, also P, wahr. Das steht ebenfalls im Gegen-
satz zum Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch.

In beiden Féllen erhalten wir also einen Widerspruch. Geméss dem Satz vom
ausgeschlossenen Dritten decken die beiden Félle alle Moglichkeiten ab. Wir er-
halten also immer einen Widerspruch. Unsere Annahme, dass P eine Aussage ist,
ist daher falsch.

Das Problem mit der Ausserung “Dieser Satz ist falsch.” ist, dass sie riickbeziiglich
ist, also sich auf sich selbst bezieht. Manche riickbeziigliche Ausserungen sind also
keine sinnvollen Aussagen.

Eine Variante der obigen Ausserung ist die Behauptung eines Menschen: “Ich
liige gerade.” “Diese Ausserung ist falsch.” heisst daher Liigner-Paradox. Die
ghnliche Ausserung “Alle Kreter sind Liigner.” wird dem antiken griechischen
Philosophen Epimenides zugeschrieben, der ein Kreter war. (Sagte er damit die
Wahrheit? Oder log er?)

Wir kénnen Aussagen verneinen und miteinander verkniipfen. Sei A eine Aussage. Wir
verwenden die folgenden Notationen:

Notation ‘ Bedeutung ‘ Bezeichnung
T wahr = true

F falsch = false

-A nicht A = “A ist nicht wahr.” | Negation

Beispiel. [Negation] Die Negation der Aussage “0 < 1”7 ist die Aussage “=(0 < 1)”.
Wir kénnen diese Aussage auch schreiben als “Es ist nicht wahr, dass 0 < 17. Sie ist

aquivalent zur Aussage “0 > 1”. Die beiden Aussagen sind aber nicht identisch.

Der Wahrheitswert der verneinten Aussage wird durch die folgende Wahrheitstabelle

gegeben:

Al -A
T| F
F| T

Es seien jetzt A und B Aussagen. Wir schreiben A A B fiir die verkniipfte Aussage “A
und B sind wahr.” und verwenden die folgenden Notationen fiir weitere Verkniipfungen:



16 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN: LOGIK, MENGEN, FUNKTIONEN

Notation | alternative Notation | Bedeutung Bezeichnung
ANB AAND B Aund B Konjunktion
AV B AORB A oder B inklusive Disjunktion
AVB AXOR B entweder A oder B exklusive Disjunktion
A=B |A—B wenn A, dann B Implikation = Konditional
AsB |A&B genau dann A, wenn B | (materiale) Aquivalenz

= Bikonditional

Die Wahrheitswerte dieser verkniipften Aussagen werden durch die folgende Wahr-
heitstafel gegeben:

A|B|AANB|AVB|AVB| A= B| A& B
F|F F F F T T
F|T F T T T F
T|F F T T F F
T|T T T F T T

Aus der zweiten Zeile konnen wir zum Beispiel ablesen, dass A A B falsch ist, falls A
falsch ist und B wahr ist.

Beispiele. [Verkniipfungen von Aussagen| Einige Beispiele von verkniipften Aussagen
werden durch die folgende Tabelle gegeben. Die dritte Spalte gibt den Wahrheitswert
der verkniipften Aussage an. In der letzten Spalte wird zum Teil auf die Bemerkungen
unten verwiesen.

Aussage Aussage in natiirlicher Sprache

0<1IA1+1=2 | Nullist kleiner als eins, und eins plus eins ist zwei.
0<1V1+1=2 | Nullist kleiner als eins, oder eins plus eins ist zwei.
0<1VI+1=2 Entweder ist null kleiner als eins, oder eins plus eins ist zwei.
0+0=1=1<1| Wenn null plus null gleich eins ist, dann ist eins kleiner als eins.
0+0=1<«<1<1| Null plus null ist genau dann gleich 1, wenn eins kleiner als eins ist.

HH=3 4

Bemerkungen. [(entweder) oder, wenn]

(i) Falls A und B beide wahr sind, ist die verkniipfte Aussage “AV B” (“A oder
B”) wahr. (Das haben wir in der zweiten Zeile der Tabelle im obigen Beispiel
verwendet.) V ist also das inklusive Oder, das zulésst, dass beide der verkniipften
Aussagen wahr sind.

(i) Die Verkniipfung V ist das exklusive Oder (= entweder . .. oder). Sie schliesst aus,
dass beide der verkniipften Aussagen wahr sind.

(iii) Die Implikation “A = B” ist immer erfiillt, ausser, falls A wahr und B falsch
ist. Insbesondere ist also “A = B” wahr, falls beide Aussagen A und B falsch



1.1. LOGIK 17

sind. Falls das Thnen seltsam erscheint, dann iiberzeugt Sie vielleicht das folgende
Beispiel davon, dass diese Verwendung des Wortes wenn sinnvoll ist. Fiir jede
ganze Zahl n betrachten wir die folgende Aussage:

Pn)=n>0=n+1>0"
Fiir welche n ist diese Aussage wahr?

Wie Sie wahrscheinlich richtig vermuten, ist die Aussage fiir alle n wahr, da ja
n + 1 ebenfalls grosser als 0 ist, falls n grosser als 0 ist. Wir betrachten jetzt den
Fall n = —1, also:

P(-1)=“~1>0=—-1+1>0

Wie wir uns soeben iiberlegt haben, ist diese Aussage wahr, obwohl die einzelnen
Teile, “—1 > 0” und “—141 > 07, beide falsch sind.

(iv) Die verkniipften Aussagen brauchen inhaltlich nicht zusammenzuhéngen. Zum
Beispiel ist die Aussage “Wenn Bern die Hauptstadt der Schweiz ist, dann ist eins
plus eins gleich zwei.” mathematisch sinnvoll und wahr. (Wie im letzten Punkt
erklart, ist die Aussage “Wenn Bern die Hauptstadt Deutschlands ist, dann ist
null kleiner als null.” ebenfalls mathematisch sinnvoll und wahr.)

Im Gegensatz dazu wird in der Alltagssprache mit wenn oft eine Kausalitit aus-
gedriickt, zum Beispiel im Satz:

“Wenn es regnet, wird die Strasse nass.”

Bemerkung. [Digitaltechnik, Gatter] Logische Verkniipfungen spielen in der Digital-
technik eine zentrale Rolle. Sie werden in elektrischen Schaltungen durch Logikgatter
realisiert, die aus Transistoren aufgebaut sind. Siehe das Fach Digitaltechnik (ITET,
1. Semester).

Es seien P und ) zusammengesetze Aussagen.

Definition 1.2 (logische Aquivalenz). Wir nennen P und @ logisch dquivalent g. d. w. sie
die gleichen Wahrheitstabellen besitzen. In diesem Fall schreiben wir

P=qQ.

Bemerkung. Das bedeutet, dass die Wahrheitswerte von P und @) gleich sind fiir jede
Wahl von Wahrheitswerten der Aussagen, aus denen P und ) aufgebaut sind.
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Zum Beispiel sind die Implikation und ihr Kontraponiertes logisch dquivalent. Um das
zu erkldren, seien A und B Aussagen.

Definition 1.3 (Kontraponiertes). Wir definieren das zur Implikation A = B Kon-
traponierte (oder die kontraponierte Aussageﬂ) als die Aussage

(ﬁB) = —A.

Die Implikation und ihr Kontraponiertes sind logisch dquivalent, d. h.
A= B=(-B)=-A.

Das bedeutet, dass die Implikation genau dann wahr ist, falls ihr Kontraponiertes wahr
ist. (Siehe Serie 1.)

Beispiel. [Kontraponiertes] Das Kontraponierte der Implikation
P:=“Wenn es geregnet hat, dann ist die Strasse nass.”

ist die Aussage

Q:=“Wenn die Strasse nicht nass ist, dann hat es nicht geregnet.”

P ist wahr aufgrund von Physik. Da P und ) logisch dquivalent sind, ist () daher auch
wahr.

Bemerkung. [Implikation] Alternativ sprechen wir die Implikation A = B auch aus
als:

e “A impliziert B.”

e “A ist hinreichend fiir B.”

e “B ist notwendig fiir A.”

Die Sprechweise “B ist notwendig fiir A.” driickt das Folgende aus:

“Falls B nicht gilt, dann gilt A auch nicht.”, d. h. “(=B) = = A”=das Kontraponierte
der Implikation A = B

Wie wir uns iiberlegt haben, ist das logisch dquivalent zur Implikation A = B. Daher
ist die Sprechweise “B ist notwendig fiir A.” sinnvoll.

Bemerkungen. [Implikation und materiale und logische Aquivalenz]

!Manchmal wird diese Aussage auch die Kontraposition genannt.
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e Die Aquivalenz A < B ist genau dann wahr, wenn die Implikationen A = B
und B = A beide wahr sind, d. h.

A B=(A=B)AN(B=A).
A & B ist nicht logisch dquivalent zu A = B. Zum Beispiel ist die Implikation
0<0=1+1=2

wahr, die Aquivalenz
0<0&1+1=2

jedoch falsch, da die Implikation 1 4+ 1 = 2 = 0 < 0 falsch ist.
e Im Alltag wird Implikation manchmal mit Aquivalenz verwechselt. Betrachten
wir zum Beispiel die Aussage:
P:=“Wenn es geregnet hat, dann ist die Strasse nass.”
Diese Aussage ist wahr. (Das folgt aus Physik.) Wir nehmen jetzt an, dass gilt:
“Es hat nicht geregnet.”
Ist dann die folgende Schlussfolgerung korrekt?
“Die Strasse ist nicht nass.”

Nein! Die Strasse kann némlich trotzdem nass sein, zum Beispiel, weil gerade
eine Feuerwehriibung stattfand. Die Schlusstolgerung wire korrekt, wenn statt
der Implikation P die folgende Aquivalenz gilte:

(2:="Es hat genau dann geregnet, wenn die Strasse nass ist.”
Diese Aussage ist namlich logisch dquivalent zu:
“Die Strasse ist genau dann nicht nass, wenn es nicht geregnet hat.”

Wenn Sie dachten, “Es hat nicht geregnet.” impliziere “Die Strasse ist nicht
nass.”, dann haben Sie moglicherweise die Implikation P mit der Aquivalenz @)
verwechselt.

e Materiale Aquivalenz “<” ist eine logische Verkniipfung, die aus zwei Aussagen
A und B die Aussage A < B macht. Der Wahrheitswert dieser Aussage héingt
von den Wahrheitswerten von A und B ab. Logische Aquivalenz P = Q ist eine
Aussage iiber zwei verkniipfte Aussagen P und @ (zum Beispiel P = (A = B)
und @ = (—=B) = —A). Dass P = @) wahr ist, ist eine allgemeine Aussage,
die nicht von den Wahrheitswerten der Aussagen abhéngt, aus denen P und @)
aufgebaut sind.
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Die Grundlage fiir die Mathematik bilden Aziome. Axiome sind als wahr angenommene
Aussagen, auf denen die Mathematik aufgebaut wird. Das Wort Aziom kommt von
Altgriechisch dZio¢c = édxios = wiirdig, wert. (Die Idee ist, dass ein Axiom es wert,
angenommen zu werden.) In einem grossen Teil der Mathematik (zum Beispiel in der
Analysis) werden einige wenige logische Aziome, die acht Aziome von Zermelo und
Fraenkel sowie das Auswahlaxiom angenommen. Dieser grosse Teil der Mathematik
basiert also auf wenigen Grundannahmen. Eines der Axiome von Zermelo und Fraenkel
besagt zum Beispiel, dass es eine Menge mit unendlich viel Elementen gibt.

Ein Beweis einer Aussage A ist eine sukzessive Herleitung von A aus den Axiomen, in
der logische Schlussregeln angewendet werden. Eine solche Regel ist der Modus ponens
= setzende Schlussregel. Diese Regel ist durch das folgende Schema gegeben:

A (Prémisse = Annahme)
A=1B (Pramisse)
B (Konklusion)

Bedeutung: Wir nehmen an, dass A und A = B gelten. Daraus schliessen wir, dass B
gilt.

Beispiel. [modus ponens] A:=“Es hat geregnet.”, B:=“Die Strasse ist nass.”

Modus ponens:

Es hat geregnet. (Préamisse)
Wenn es geregnet hat, ist die Strasse nass. (Pramisse)
Die Strasse ist nass. (Konklusion)

Eine beweisbare Aussage heisst Satz. In der Praxis werden in Beweisen anstatt Axiomen
meistens Aussagen verwendet, die schon mittels der Axiome bewiesen worden sind. Als
ein Beispiel beweisen wir den folgenden Satz.

Satz 1.4. Die Zahl

(7-123456789+1)2 —1
7

3-2
ist gand’.

Im Beweis dieses Satzes werden wir die folgende Aussage verwenden, die schon bewiesen
worden istf]

2d. h. ganzzahlig
3von Alessandro Binomi, siehe [For11]
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Lemma 1.5 (erste binomische Formel). Fir alle x und y gilt: Wenn x und y reelle
Zahlenﬁ sind, dann gilt:

(z+y)* =2 + 20y + y*.

Wir werden auch das folgende schon bewiesene Lemma verwenden.

Lemma 1.6 (Produkte und Potenzen ganzer Zahlen). Die folgenden Aussagen gelten:

(i) Das Produkt zweier ganzer Zahlen ist ganz.
(ii) Jede Potenz mit ganzer Basis und natiirlichem E:L’ponenterﬂ ist ganz.

Bemerkungen 1.7. [Lemma, Proposition, ... ]

(i) Ein Lemma (oder Hilfssatz) ist ein Satz, der dazu dient, einen anderen Satz (in
unserem Fall Satz zu beweisen.Oft bezeichnen wir damit einen Satz, den wir
fiir nicht so wichtig halten.

(ii)) Mathematisch gesehen bezeichnen die Worter Hilfssatz, Lemma, Proposition,
Hauptsatz, Theorem und Korollar dasselbe wie Satz. Mit der Wahl eines die-
ser Worter driicken wir aus, wie wir den Satz einordnen, ob wir ihn zum Beispiel
wichtig finden. Wenn wir ihn zum Beispiel besonders wichtig finden, dann nennen
wir ihn Hauptsatz oder Theorem. In [Beu97, Satz, Lemma, Korollar, S. 11] wird
ausfiihrlicher auf dieses Thema der Wortwahl eingegangen. (Das Buch gibt auch
viele Tipps zum Schreiben von Mathematik.)

Beweis des Satzes [1.4: Wir definieren
m = 123456789.

Wir verwenden den Modus ponens:
x = Tm und y := 1 sind reelle Zahlen. (elementare Eigenschaften reeller Zahlen)

Wenn 7m und 1 reelle Zahlen sind, dann ist (7m + 1)? = (Tm)? +2 - (7m) - 1 + 1%

(Lemma

(Tm +1)2 = (Tm)>+2-(Tm) -1+ 12

4Wir werden den Begriff einer reellen Zahl in Definition festlegen.
5D. h. der Exponent ist eine natiirliche Zahl.
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Hieraus erhalten wir:

b (Tm+1)2%*—1 (Tm)*4+2-Tm-1+1*—1

7 7
= Tm? + 2m. (1.1)

Das ist eine ganze Zahl. Sie ist positiv. Wir verwenden den Modus ponens:

n ist natiirlich. (Siehe oben.)
Wenn n natiirlich ist, dann ist 2" ganz. (Lemma [1.6|(i)

2" ist ganz.
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Wir verwenden den Modus ponens nochmals:

¢ := 2" ist ganz. (Siehe oben.)

Wenn /¢ ganz ist, dann ist 3¢ ganz. (Lemma [L.6|())
. 2_

30 =3.9n — 3.9 1 ganz. Das beweist Satz . U

Bemerkungen. [Beweis des Satzes

e Das Zeichen [ verweist auf das Ende des Beweises. Alternativ wird dafiir auch die
Abkiirzung q.e.d. = quod erat demonstrandum = was zu beweisen war verwendet.

e Im obigen Beweis haben wir die Aussage des Satzes|L.4] mittels des Modus ponens
sukzessive aus schon bewiesenen Aussagen (Lemmataﬂ und hergeleitet.
Diese Beweistechnik heisst direkter Beweis.

e Wir haben das Problem, den Satz zu beweisen, vereinfacht, indem wir es in drei
Teilprobleme aufgespalten haben:

Tm+1)2—1
7

— Zeige, dass fiir ganzes m die Zahl ( ganz, ist.

— Zeige, dass jede Potenz mit ganzer Basis und natiirlichem Exponenten ganz
ist.

— Zeige, dass das Produkt zweier ganzer Zahlen ganz ist.
Wir haben also die Methode Divide et impera! (Teile und herrsche!) verwendet.

e Im Beweis des Satzes haben wir gewisse Details unter den Tisch gewischt,
zum Beispiel die Rechenschritte, welche die Gleichheit (|1.1)) zeigen. Diese Re-
chenschritte kénnen wir mittels mehrerer Modi ponenteq’| ausfithren, indem wir
elementare Eigenschaften von Zahlen verwenden, wie zum Beispiel die Assozia-
tivitdat der Multiplikation ((z-y)-z=x-(y - 2)).

Bemerkungen. [Beweise allgemein|

Beweise konnen formalisiert werden. Dabei werden alle Aussagen als Zeichenketten
geschrieben, die zum Beispiel die Zeichen —, A, ... enthalten. Dazu miissen in der Regel
viele Zwischenschritte (wie die oben weggelassenen) eingefiigt werden. Ein formaler
Beweis kann von einem Computerprogramm auf Richtigkeit iiberpriift werden.

6 Lemmata ist die Mehrzahl von Lemma.
"Das ist die Mehrzahl von Modus ponens.
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Der Zweck eines Beweises ist es zu garantieren, dass eine Aussage wahr ist. Mit Hilfe
von Beweisen konnen wir dafiir sorgen, dass einmal fiir richtig befundene Sachverhalte
fiir immer Tatsachen bleiben. Darin unterscheidet sich Mathematik von den anderen
Wissenschaften [

Der Fokus dieser Vorlesung liegt darauf, Ihnen das analytische Werkzeug zu vermitteln,
das Sie fiir Ihr Studium brauchen. Ein weiteres Ziel ist, dass Sie gewisse mathematische
Denk- und Argumentationsweisen erlernen. Daher werden wir gewisse Sitze beweisen.

Kontraposition (oder Umkehrschluss) ist die logische Schlussregel, die von der Impli-
kation A = B auf ihr Kontraponiertes (—mB) = —A schliesst. Diese Regel ist giiltig,
da die Implikation und ihr Kontraponiertes logisch dquivalent sind. (Siehe Ubungsserie
1.) Als ein Beispiel wenden wir diese Regel an, um den folgenden Satz zu beweisen.

Satz 1.8 (Quadratwurzel aus zwei und drei). Es gilt:

V2 <3

Im Beweis dieses Satzes werden wir das folgende schon bewiesene Lemma verwenden.

Lemma 1.9 (Monotonie des Quadrierens). Es seien x,y > 0 reelle Zahlen. Wenn
x <y, dann ist 22 < y>.

Bemerkung. Das bedeutet, dass die Funktion f(z) := z? auf dem Intervall [0, 00) =
[0, 00| (nicht strikt) monoton steigend ist.

Beweis des Satzes [1.8| mittels Kontraposition: Wir betrachten die folgenden
Aussagen:

A::“\/?Z \/gn
B:—=%“9 Z 37

Gemiss Lemma [1.9]ist die Implikation A = B wahr. Die Kontraposition dieser Impli-
kation ist —(2 > 3) = —=(v/2 > V/3). Das ist logisch dquivalent zu 2 < 3 = /2 < /3.
Diese Implikation ist also wahr.

87u Beginn des zwanzigsten Jahrhunderts gab es in der Mathematik jedoch eine Grundlagenkrise,
die durch die Russellsche Antinomie, einen scheinbaren Widerspruch in der Mengenlehre, ausgelost
wurde. (Siehe Bemerkungen [I.12]) Die Krise wurde mit Hilfe des Axiomensystems von Zermelo und
Fraenkel {iberwunden.
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Modus ponens:

2<3 (Das folgt aus den Definitionen von 2 und 3.)
2<3=v2<3 (Siehe oben.)
V2 <3

Das beweist Satz [1.8 O

Eine haufig verwendete Beweismethode ist der indirekte Beweis = Widerspruchsbewesis.
Um eine Aussage A zu beweisen, nehmen wir dabei an, dass falsch ist. Daraus leiten
wir einen Widerspruch, also eine falsche Aussage her. Das beweist A. Als ein Beispiel
beweisen wir Satz nochmals mittels eines Widerspruchs:

Beweis des Satzes [1.8 mittels Widerspruch: Wir nehmen widerspruchsweise an,
dass V2 < /3 falsch ist, d. h., dass V2 > /3. Mit Hilfe des Modus ponens und Lemma
folgt daraus, dass 2 > 3. Diese Aussage ist falsch. (Das folgt aus der Definition von
2 und 3.) Es gibt also einen Widerspruch. Das beweist Satz . U

Bemerkung. [Kontraposition, Widerspruchsbeweis| Die beiden Beweise des Satzes
sind eng miteinander verwandt. Es ist allgemein oft so, dass ein Widerspruchsbeweis
als ein Beweis mittels Kontraposition umformuliert werden kann.

Als ein weiteres Beispiel beweisen wir den folgenden Satz mittels Widerspruch.

Satz 1.10. Es gilt:
2+V3 <2

Beweis des Satzes mittels Widerspruch: Wir nehmen widerspruchsweise
an, dass

ﬁ( 2+\/§<2>, d. h. 2+V3>2.
Mit Hilfe des Modus ponens und Lemma folgt daraus, dass

24+V3>22=4,
dh  V3>2 (1.2)

Mit Hilfe des Modus ponens und Lemma folgt daraus, dass 3 > 22 = 4. Diese
Aussage ist falsch. Es gibt also einen Widerspruch. Das beweist Satz [
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Bemerkungen. [Kontraposition, Widerspruchsbeweis|

(i)

Es gilt das Prinzip ex contradictione sequitur quodlibet = ex falso (sequitur) quod-
libet = aus etwas Falschem folgt Beliebiges. Dieses besagt: Wenn eine Annahme
A zugleich wahr und falsch wére, dann konnten wir daraus jede beliebige Aussage
B herleiten. Da A falsch ist, ist die Implikation A = B dann namlich wahr. Da
A aber auch wahr ist, folgt mittels des Modus ponens, dass B wahr ist.

Bei einem Widerspruchsbeweis nehmen wir am Anfang an, dass A falsch ist.
Da A tatséchlich aber auch wahr ist, konnen wir daraus geméss dem Prinzip
ex falso quodlibet (Bemerkung ) jede beliebige Aussage B ableiten. Unter der
Widerspruchsannahme, dass A falsch ist, konnen wir also jede beliebige Aussa-
ge B herleiten. Daher ist es bei einem Widerspruchsbeweis unklar, welche der
in Zwischenschritten hergeleiteten “Zwischenaussagen” wahr sind. Vielleicht gilt
keine einzige davon. Das ist unpraktisch, falls wir den Beweis spéter rezyklie-
ren mochten, um etwas Ahnliches zu beweisen. Daher lohnt es sich oft, einen
Widerspruchsbeweis als einen direkten Beweis umzuschreiben.

Das néichste Beispiel illustriert Bemerkung ().

Beispiel. [falsche “Zwischenaussage” in Widerspruchsbeweis| Im Beweis des Satzes
haben wir aus einer falschen Annahme (=1/2+ /3 < 2) die Zwischenaussage
hergeleitet. Wegen des Prinzips ex falso quodlibet ist es unklar, ob diese Zwi-
schenaussage wahr ist. (Siehe Bemerkung (fii) oben.) (Ist sie wahr?)

Ein wichtiges Beweisprinzip ist die vollstdndige Induktion. Um dieses Prinzip zu er-
kldaren, sei X eine Menge. Wir schreiben

g. d.

rze X

w. (genau dann, wenn) x ein Element von X ist. Wir schreiben die Menge der

natiirlichen Zahlen inklusive null als

No = {0,1,...}.

Fiir jedes n € Ny sei P(n) eine Aussage.

Prinzip der vollstindigen Induktion: Wir nehmen an, dass gilt:

e P(0) ist wahr.

e Fiir jedes k € Ny gilt P(k) = P(k+1).
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Dann ist fiir jedes n € Ny die Aussage P(n) wahr.

Dieses Prinzip folgt aus der Definition der natiirlichen Zahlen. (Siehe dafiir zum Beispiel
die Vorlesung Grundstrukturen fiir Mathematiker/innen.)

Bemerkungen. [Induktion und Dominoeffekt]

(i) Die Idee, warum das Induktionsprinzip wahr ist, ist die folgende: Aufgrund der
Induktionsverankerung ist P(0) wahr. Mittels des Induktionsschrittes fiir £k = 0
und des Modus ponens folgt daraus, dass P(1) wahr ist. Mittels des Induktions-
schrittes fiir £ = 1 und des Modus ponens folgt daraus, dass P(2) wahr ist. ... Fiir
jedes n € Ny folgt irgendwann, dass P(n) wahr ist. Das macht das Induktions-
prinzip plausibel.

(ii) Um diese Idee zu illustrieren, stellen wir uns Dominosteine vor, die mit 0, 1,...
beschriftet sind und in einer Reihe aufgestellt sind. Wir betrachten die folgende
Aussage:

P(n):=“Der Dominostein n fallt um.”

Wir stossen den Stein 0 an, sodass er umfallt, d. h. P(0) ist erfiillt. Wir nehmen
an, dass die Dominosteine geniigend nahe beieinander stehen, sodass fiir alle &
der Stein k+ 1 umfillt, wenn &k umféllt, d. h. P(k) = P(k+1). Die Dominosteine
fallen dann einer nach dem anderen um, d. h., jeder Stein fallt irgendwann um,
d. h.fiir alle n ist P(n) erfiillt. Das illustriert die Idee aus ().

Um das Induktionsprinzip zu illustrieren, beweisen wir damit den folgenden Satz.

Satz 1.11 (Summe der natiirlichen Zahlen bis zu einer Zahl). Fir jedes n € Ny gilt
- 1
Zz‘::1+~~+n:@. (1.3)
i=1

Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen:

e Induktionsverankerung := Beweis von P(0)
e Induktionsschritt := Beweis der Implikation P(k) = P(k + 1)

e Induktionsvoraussetzung := P(k)

Beweis des Satzes mittels Induktion: Induktionsverankerung: Es gilt
SV i = leere Summe := 0 = M. Also ist P(0) erfiillt.
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Abbildung 1.1: Georg Cantor, 1845-1918, deutscher Mathematiker.

Induktionsschritt: Sei k € Ny so, dass P(k) gilt. Dann gilt

k1 k
di=> it (k+1)
i=1 i=1
k(k+1
= % +k+1 (wegen der Induktionsvoraussetzung P(k))
(k+1)((k+1)+1)

2
Also ist P(k + 1) erfiillt. Die Implikation P(k) = P(k + 1) ist also wahr.

Somit sind die Voraussetzungen des Induktionsprinzip erfiillt. Wir verwenden jetzt den
Modus ponens:

P(0) und fiir jedes k € Ng: P(k) = P(k+1) (siche oben)

Wenn P(0) und fiir jedes k € No : P(k) = P(k+ 1), dann gilt fiir jedes n € Ny P(n).
(Induktionsprinzip)

Fiir jedes n € Nq gilt P(n).
D. h., fiir jedes n € Ny gilt die Gleichheit (1.3]). Das beweist Satz g

1.2 Mengenlehre

Eine Menge ist eine ungeordnete Zusammenfassung von Objekten zu einem Ganzen.
Dieser Begriff wurde durch Georg Cantor eingefiihrt, sieche Abbildung (1.1} Die in einer
Menge enthaltenen Objekte nennen wir ihre FElemente.
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Aufzihlende (Mengen-)schreibweise: Seien x,. .., z, Objekte. Wir schreiben
{.Tl, Ce ,.Q?n}
fiir die Menge, die aus 1, ..., x, besteht.

Beispiele. [Mengen in aufzihlender Schreibweise]

e {0,1} ={0,1,0} = Menge, die aus den Zahlen 0 und 1 besteht
e () :={} = leere Menge. Diese Menge enthélt keine Elemente.

e {#)} = Menge, die aus der leeren Menge besteht. Sie hat genau ein Element,
néamlich (. {(} ist daher nicht leer.

Bemerkung. [Mengen in aufzihlender Schreibweise]Elemente einer Menge diirfen in
ihrer Beschreibung mehrfach aufgefithrt werden. Es gilt also zum Beispiel:

{0,1,0} = {0,1}.

Unendliche Mengen, also Mengen mit unendlich vielen Elementen, konnen wir strikt
genommen nicht in aufzéhlender Schreibweise angeben, da wir nie mit dem Aufzdhlen
fertig werden. Intuitiv ist jedoch manchmal dennoch klar, was mit dieser Schreibweise
gemeint ist.

Beispiele. [unendliche Mengen in “aufzahlender Schreibweise” ]

No = {0,1,...} = Menge der natiirlichen Zahlen inklusive 0. Die Elemente dieser
Menge sind die Zahlen 0,1, ... .

N:= {1,2,...} = Menge der natiirlichen Zahlen ohne 0

Beschreibende (Mengen-)Schreibweise: Eine Aussageform ist eine Aussage P(x),
die von einer Variablen x abhéngt. Wir schreiben

{x ’ P(m)} (1.4)

fiir die Mengd”| aller =, fiir die P(z) gilt.

9In gewissen Fillen ist das keine wohldefinierte Menge. Siehe Bemerkungen (Russellsche
Antinomie).
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Bemerkung. [beschreibende Mengenschreibweise| Alternativ wird statt | manchmal
(zum Beispiel in [Stra]) ein ; verwendet, d. h. die Menge ([1.4) wird als

{z; P(x)}
geschrieben.

Beispiele. [Mengen in beschreibender Mengenschreibweise]

e Menge aller Studentinnen und Studenten in dieser Vorlesung

° {n|n € Np: nist gerade} = {0,2,4,...}

o {(=1)"|n € Ng} ={x|Es gibt cin n € Ny, sodass = = (—1)"} = {—1,1}
Bemerkungen 1.12. [riickbeziigliche Definition einer “Menge”, Russellsche Antino-

mie]

e Fiir gewisse Aussageformen P(x) ist die Zusammenfassung von Objekten gegeben
durch ([1.4)) keine Menge. Ein Beispiel dafiir ist:

Px)=x ¢z
(1.4) ist dann gegeben durch
X = {x | x ¢ :L'},

also die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten. Diese
“Menge” gibt es nicht. Um das zu sehen, nehmen wir widerspruchsweise an, dass
es sie gibt. Falls X € X, dann gilt X ¢ X, ein Widerspruch. Falls X ¢ X,
dann gilt X € X, ein Widerspruch. In beiden Fillen erhalten wir also einen
Widerspruch. Geméss dem Satz vom ausgeschlossenen Dritten decken die beiden
Fille alle Moglichkeiten ab. Wir erhalten also immer einen Widerspruch. Unsere
Annahme, dass es die Menge X gibt, ist daher falsch.

e Die Russellsche Antinomie besteht im Paradoxon, das entsteht, wenn wir davon
ausgehen, dass es die obige Menge X gibt.

e Das Problem mit der obigen “Menge” ist, dass ihre Definition riickbeziiglich ist,
also sich auf die Menge selbst bezieht. Manche riickbeziiglichen Definitionen von
Mengen sind also nicht sinnvoll.

e Eine anschauliche Analogie zur Russellschen Antinomie ist das Barbier-Paradoxon:
Wir definieren einen Barbier als jemanden, der genau jene rasiert, die sich nicht
selbst rasieren.

Frage: Rasiert ein Barbier sich selbst?
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Abbildung 1.2: Bertrand Russell, 1872-1970, britischer Philosoph und Logiker.

Wir stellen die Analogie zwischen der Russellschen Antinomie und dem Barbier-
Paradoxon dadurch her, dass wir X, € durch Barbier, rasieren ersetzen.

e Die Russellsche Antinomie ist analog zum Liigner-Paradox, in welchem wir die
Ausserung “Dieser Satz ist falsch.” betrachten. (Siehe Bemerkungen ) In bei-
den Féllen ist das Problem, dass eine “Aussage” oder eine Definition riickbeziiglich
ist.

e Die Russellsche Antinomie wird in der modernen Mathematik dadurch vermie-
den, dass statt ([1.4]) nur Mengen der Form

{z e X|P(x)}

betrachtet werden, wobei X eine Menge ist.

Mengenoperationen, Teilmengenrelation

Seien A und B Mengen. Wir definieren

ANB = {x|m cAANzx e B} = Durchschnitt
AUB = {x|x€A\/m€B} = Vereinigung
A\B:={z€A|z ¢ B} = Differenz

Wir schreiben
ACRB

g. d. w. jedes Element von A auch in B liegt. Wir fixieren jetzt eine Menge X und
betrachten nur Teilmengen A von X. Wir nennen X die Grundmenge und X \ A das
Komplement von A in X. Wir schreiben dafiir

Ab = X\ A
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Abbildung 1.3: Augustus De Morgan, 1806-1871, englischer Mathematiker.

A und B heissen gleich g. d. w. sie diesselben Elemente enthalten. In diesem Fall
schreiben wir

A=B.
Satz 1.13 (de-morgansche Gesetze). Fir alle A, B C X gilt

(ANB)t = A u B, (1.5)
(AUB)t = A n B, (1.6)

Dieser Satz ist nach Augustus De Morgan benannt, siehe Abbildung
Beweis des Satzes [1.13; Siehe Ubungsserie 1. O

Das kartesische Produkt zweier Mengen besteht aus allen Paaren von Elementen der
beiden Mengen. Dieses Produkt werden wir verwenden, um den Begriff einer Funk-
tion zu definieren. Um das kartesische Produkt zu erklédren, betrachten wir Objekte
T1yeeoy Ty

Definition 1.14 (n-Tupel, Paar, Tripel). Wir definieren das aus x4, ..., x, bestehende
(geordnete) n-Tupel als den Ausdruck (xi,...,x,). Falls n = 2, dann nennen wir
(21, x2) das aus x1 und x4 bestehende (geordnete) Paar. Falls n = 3, dann nennen wir
(21, T2, x3) das aus x1, Ty und x3 bestehende (geordnete) Tripel.

Bemerkung. [n-Tupel| Zwei n-Tupel (z1,...,2,) und (y1,...,y,) sind genau dann
gleich, falls x1 = y1,...,x, = y,. Die Reihenfolge der Objekte x1,...,x, spielt also
eine Rolle.

Seien X und Y Mengen.
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Definition 1.15 (kartesisches Produkt, kartesische Potenz). Wir definieren das (kartesische)
Produkt von X und Y als die Menge aller Paare (x,y), wobei x in X liegt und y in
Y, d. h.

XxY :={(z,y)|reX yeY}.

Fiir jedes n € N definieren wir die n-te (kartesische) Potenz von X als die Menge
X" = {(21,...,xn) |21, .., 2, € X}

Beispiele. [kartesisches Produkt, kartesische Potenz]

e Sei X :={0,1} und Y := {Apfel, Haus, Berg}. Das kartesische Produkt von X
und Y ist gegeben durch

X xY = {(0, Apfel), (0, Haus), (0, Berg), (1, Apfel), (1, Haus), (1, Berg) }.

e Wir bezeichnen mit
R := {reelle Zahl}

die Menge der reellen Zahlen. Wir nennen R”, die n-te kartesische Potenz von R,
den n-dimensionalen Standardraum (oder Koordinatenraum). Es gilt:
— R' =R = Gerade
- R?= {(xl,xg) ’a:l,xg € R} = Eben
—- R = {(l‘l,ZEQ,l’g)
Bemerkung. [kartesische Potenz| Fiir n = 2 ist X? = X x X. Fiir n = 3 kénnen wir

X3 mit dem mehrfachen Produkt (X x X) x X identifizieren. (Wie?) Analoges gilt fiir
jedes n € N.

1, &3, ¥3 € R} = (dreidimensionaler) Raum

Sei n € N. Wichtige Teilmengen von R" sind Bille (=Kugeln) und Sphéiren. Um diese
Begriffe zu definieren, bendtigen wir das Folgende. Wir definieren die euklidische Norm

als die Abbildung

[-[I: R" = [0,00), o]l := (1.7)

Fiir jedes a € R definieren wir

la, 0] := [a,00) U {o0}.

OWir werden den Begriff einer reellen Zahl in Definition festlegen.

" Manchmal wird das die euklidische Ebene genannt. Das ist ungeschickt, da der Begriff euklidi-
sche Ebene auch fiir R? zusammen mit dem euklidischen inneren Produkt verwendet wird. (Siehe die
Vorlesung Lineare Algebra, ITET und RW, 1. Semester.)
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Bemerkung. oo ist ein Hilfszeichen, das per definitionem fiir jedes x € R die Unglei-
chung oo > x erfiillt. Das Zeichen oo ist keine Zahl. Es hat keine tiefe mathematische
oder philosophische Bedeutung.

Definition 1.16 (offener und abgeschlossener Ball, Sphére). Seien xg € R™ und r €
[0,00]. Wir definieren den offenen Ball (oder (Voll-)kugel) um zp mit Radius 7 als

die Menge aller Punkte in R™, die (euklidischen) Abstand zu xy kleiner als r haben,
d. h. als die Menge

By(x0) := B} () := {z € R"| |l — o <7} (1.8)
Wir definieren den abgeschlossenen Ball um xy mit Radius r als die Menge

B,(x0) := B, (1) :== {z e R"| ||z — x| < r}. (1.9)

Wir definieren die Sphére mit Mittelpunkt zy und Radius r als die Menge aller Punkte
in R™, die Abstand r zu xq haben, d. h. als die Menge

St wo) == {x € R" | |lz — xo|| = r}. (1.10)
Im Fall n = 2 nennen wir B?(x) (Ei(:co) ) auch die offene (abgeschlossene) Kreis-
scheibe um o mit Radius r. Wir nennen S} (zo) den Kreis um zy mit Radius 7.

Bemerkungen. [Fall » = 0 und r = oo]

Es gilt

Bo(ﬂfg) = @, Fo([ﬂo) = {1’0}, Boo(l'O) = Rn, BOO([E()) =R".
Also ist R™ sowohl ein offener als ein abgeschlossener Ball.

e Die Bedingungen ||z — || < oo und ||z —z¢|| < oo sind sinnvoll, obwohl co keine
Zahl ist.

e Es gibt kein z € R, sodass ||z — z¢| = r := oo, d. h., diese Méglichkeit in der
Definition von By (o) “wird nicht ausgenutzt”.

e Ein Kreis ist ein eindimensionales Objekt. Er ist der Rand der Kreisscheibe. (Wir
verwenden hier den anschaulichen Begriff eines Randes. In Definition [4.23| werden
wir diesen Begriff prizise fassen.)
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1.3 Quantoren

Quantoren sind logische Operatoren, die angeben, wie viele Objekte = eine Bedingung
P(z) erfiillen. Die zwei wichtigsten Quantoren sind die folgenden:

Notation ‘ Bedeutung ‘ Bezeichnung
\4 “fiir jedes” = “fiir alle” | Allquantor
3 “es gibt” Existenzquantor

Beispiele 1.17. [Quantoren)]

(i) Vn € Ng: n > 0 “Fiir jede natiirliche Zahl n gilt, dass n > 0.” Wahr.

(ii) In € Ng : n > 0 “Es gibt eine natiirliche Zahl grosser null.” Wahr. Grund: n = 1
ist zum Beispiel eine solche Zahl.

7

Bemerkung: “es gibt ein x ...
solche z gibt.

schliesst die Moglichkeit ein, dass es mehrere

(ili) Vm € No3an € Ng : m < n “Fir jede natiirliche Zahl m gibt es eine natiirliche
Zahl n, sodass m < n gilt.” Wahr. (Warum? Wie kénnen wir n wihlen?)

(iv) 3n € No¥Vm € Ny : m < n “Es gibt eine natiirliche Zahl n, sodass fiir jede
natiirliche Zahl m gilt, dass m < n.” = “Es gibt eine grosste natiirliche Zahl.”
Falsch. (Warum? Im Beispiel unten werden wir das formal zeigen.)

Bemerkungen. [Reihenfolge der Quantoren, Abhingigkeit]An den Beispielen
konnen wir sehen, dass die Reihenfolge der Quantoren eine Rolle spielt. Im Beispiel

darf n von m abhiingen, im Beispiel nicht.

Bemerkung 1.18. [Verneinung einer quantifizierten Aussageform|Sei X eine Menge.
Es gilt:

~(Vzxe X: P(z)) =3z € X : =P(x), (1.11)
~(FreX: P(x)) =Vee X : —P(2) (1.12)
Hierbei ist P(z) eine Aussageform fiir eine Variable x € X. = bedeutet logische

Aquivalenz, d. h., fiir jede Aussageform P(z) sind die Wahrheitswerte der linken und
rechten Seite gleich. Bei der Negation vertauschen sich also die beiden Quantoren V
und 4.

Beispiele. [Verneinung einer quantifizierten Aussageform)|
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(i) Gemadss (|1.11)) gilt fiir die Verneinung der Aussage “Vn € Ng: n > 07, dasﬂ
ﬂ(VnENO:nZO)@HnENO:—mZO(:)EInGNO:n<O. (1.13)

(Wir verwenden hierbei P(z = n):=“n > 0”.) Geméiss Bemerkung ist die
linke Seite von ([1.13]) falsch. Also ist die rechte Seite falsch, d. h., es gibt keine

natiirliche Zahl kleiner null.
(ii) Es gilt

= (Vm € Ngan € Ng: m < n) (1.14)

< Im € Ng—(3In € Ng : m < n) (geméss (1.11)) mit P(z =m):=“In € No: m <n”)

& 3Im e NgVn € Ny : —(m <n) (gemadss (1.12)). (1.15)

Die Aussage “Ym € Nodn € Ng : m < n” ist wahr. (Warum? Wie kénnen wir n

wéhlen?) Daher ist (|1.14)) falsch. Also ist ((1.15)) falsch, also

—dm € NgVn € Ng: m >n

ist wahr. Wir konnen diese Aussage wie folgt umschreiben, indem wir die Varia-
blen m und n vertauschen:

—dn e NgVm eNyg: n>m (1.16)

Hierbei haben wir das Goethe-Prinzip verwendet. (Siehe Prinzip [1.19] unten.)
Somit haben wir die Aussage von Beispiel bewiesen.

Prinzip 1.19 (Goethe, [Goe|, Vers 3457). Name ist Schall und Rauch.
Dieses Prinzip ist nach Johann Wolfgang von Goethe benannt. (Siehe Abbildung (1.4})

Es bedeutet, dass der Name einer Variable keine Rolle spielt und daher ausgetauscht
werden darf[®]

1.4 Funktionen

Es seien X und Y Mengen. Intuitiv ist eine Funktion (oder Abbildung) von X nach
Y eine Vorschrift, die jedem Element x € X ein eindeutiges Element y € Y zuordnet.
Die folgende Definition prézisiert diesen Begriff.

12Wir haben hier eine Kette von Aquivalenzen A; < A, < As. Damit meinen wir, dass A; < A
und Ay < As gilt. Daraus folgt, dass A; < As gilt. (Warum?)
13Goethe sagte iibrigens auch Folgendes:

“Die Mathematiker sind eine Art Franzosen: redet man zu ihnen, so iibersetzen sie es in ihre
Sprache, und dann ist es alsobald ganz etwas anders.”
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Abbildung 1.4: Johann Wolfgang von Goethe, 1749-1832, Deutscher Dichter.

Definition 1.20 (Funktion, Definitionsbereich, Zielbereich, Graph, Wert in einem
Punkt). Fine Funktion (oder Abbildung) ist ein Tripel

f - <X7Y7 G)7

wober X und Y Mengen sind und G C X X Y eine Teilmenge, sodass es fiir jedes
x € X genau einy €Y gibt, sodass (x,y) € G.

Sei f = (X,Y, Q) eine Funktion. Wir definieren:

e dom f :=dom(f) := Definitionsbereich von f := X
e codom f := codom(f) := Zielbereich von f :=Y
e Graph von f := (G

o Wert von f an der Stelle v € X := f(x) := y, wobei y das eindeutige Element
von'Y ist, sodass (z,y) € G.

o f: X =Y = domf =X undcodomf=Y"

Bemerkungen. [Definitions- und Zielbereich, Graph]

e “dom(f)” steht fir englisch domain = Definitionsbereich.
e “codom(f)” steht fiir englisch codomain = Zielbereich.

e Falls dom f = codom f = R, dann G der Graph von f, wie Sie ihn aus der Schule
kennen.
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Wir schreiben die Funktion f auch als
Xszw f(z)eyY.

Beispiele. [Funktionen| Die folgenden Tripel sind Funktionen:

X =Y =R, G .= {(x,x2)|x€R}, f=XY,G).

Bemerkung: Der Graph G von f entspricht der Vorschrift “ordne z den Wert

y =22 z7u”.

—~

X:=R,  Y:=[000), G={@})|zeR}, f:=(XY,0).

Bemerkung: Die Funktionen f und ]? sind verschieden, da ihre Zielbereiche
verschieden sind. (Die Definitionsbereiche und Graphen sind gleich.)

X = {Student oder Studentin in dieser Vorlesung},
Y = {Datum},
f: X =Y, f(z) := Datum, an dem z geboren wurde

Fiir eine beliebige Menge X definieren wir die Identitit auf X als die Abbildung

idX ZX—>X, ldx(ﬂf) =1x.

X = {reelles Polynom},
Y = {Teilmenge von R},
f: X=>Y, f(p) := Menge der Nullstellen von p

Betrachten wir zum Beispiel die Polynomd']
p=1, q(z) =z +1, r(r) =" — 1.

Es gilt:
fo)=0,  flog={-1},  fir)={-11}

bedeutet hier konstant gleich.

14—
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Definition 1.21 (Bild, Urbild). (i) Sei A C X eine Teilmenge. Wir definieren das
Bild von A unter f als die Menge

fA) = {f(x)|z € A}.

Wair nennen
im(f) :== f(X)
das Bild von f.

(ii) Sei B C'Y eine Teilmenge. Wir definieren das Urbild von B unter f als die

Menge
fYB) = {x € X| f(x) € B},

Fiir jeden Punkt y € Y definieren wir das Urbild von y unter f als die Menge
) = {yh) = {z e X[ f(x) = y}.
Beispiele. [Bild, Urbild]

e Wir betrachten die Funktion
f : No — No, f(n) :==n>
Das Bild von f ist gegeben durch
im(f) = f(No) = {n2 ’ n e No} = {Quadratzahl} = {O, 1,4,9,... }
Das Urbild von B := {1,2,3,4,5} unter f ist gegeben durch
fH(B) ={1,2}.
e Wir betrachten die Funktion
f:R—=R, f(z) = 2%
Das Bild von f ist gegeben durch
im(f) = f(R) = f([0,00)) = f((—00,0]) = [0, 00).
Das Bild von A := [1, 2] unter f ist gegeben durch
f([1,2]) = [1,4].
Das Urbild von B := (—o00, 1) unter f ist gegeben durch
FH((=00,4)) = (-2,2) =] — 2,2].
Das Urbild von y := 1 unter f ist gegeben durch
) ={-22}.
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Sei f: X — Y eine Funktion.
Definition 1.22 (injektiv, surjektiv, bijektiv). (i) f heisst injektiv g. d. w. gilt:
Ve, o' € X o f(x) = f(2)) =2 =2
(ii) [ heisst surjektiv g. d. w. gilt:

VyeYdre X: f(x)=y

(111) f heisst bijektiv g. d. w. f injektiv und surjektiv ist.

Bemerkungen. [injektiv, surjektiv, bijektiv]

(i) f ist injektiv g. d. w.
Ve,o' € Xt v # 2" = f(x) £ f(2).

(Warum?) Das bedeutet, dass f verschiedene Punkte auf verschiedene Punkte
abbildet.

(ii) f ist surjektiv g. d. w. das Bild von f gleich Y ist.

Beispiele. [injektiv, surjektiv, bijektiv]

e Die Identitat idy ist bijektiv.

e Die Funktion f : [0,00) — R, f(z) := x, ist injektiv und nicht surjektiv.

e Die Funktion f: R — [0,00), f(x) := 2?, ist nicht injektiv, aber surjektiv.
e Die Funktion f: R — R, f(x) := 22, ist weder injektiv noch surjektiv.

Definition 1.23 (Umkehrfunktion). Sei f : X — Y eine bijektive Funktion. Wir
definieren die Umkehrfunktion (oder Umkehrabbildung oder inverse Funktion) von f
als die Funktion

Y =X, fTy) =
wobet x € X der eindeutige Punkt ist, wofir gilt, dass
fx) =y.
(In Bemerkung diskutieren wir die alternative Schreibweise f~1.)
Bemerkungen 1.24. [Umkehrfunktion]
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(i) Da f surjektiv ist, gibt es tatséchlich einen solchen Punkt z. Da f injektiv ist, ist
der Punkt x (wofiir f(x) = y) eindeutig. Daraus folgt, dass die inverse Funktion
f1 wohldefiniert ist.

(ii) Im Fall X =Y = Rist der Graph von f{~! gleich dem Graphen von f, gespiegelt
an der diagonalen Geraden x = y.

(iii) Sei jetzt f: X — Y bijektiv. Dann gilt fiir jedes y € Y, dass

o) =" ={f"w}.

Die Urbildfunktion y — f~'(y) und die inverse Funktion f{~! sind also bis auf
Klammern dasselbe. Wir schreiben daher von jetzt an die inverse Funktion als

= 0,

In der Praxis ist es jeweils klar, ob mit f~! die Urbildfunktion oder die inverse
Funktion f{~! gemeint ist. (Erinnerung: f{~! ist nur definiert, falls f bijektiv
ist.)

(iv) f~'(y) ist der eindeutige Punkt x, wofiir f(z) = y. Das ist nicht dasselbe wie

1
W)™ =4~
(f () o)
Der Ausdruck (f(y))~! ist nur sinnvoll, falls y € X und f(y) eine Zahl ungleich

0 ist.

Beispiele. [Umkehrfunktion]

e Die Umkehrfunktion der Identitat idy ist id)_(1 =idy.

e Die Funktion f : [0,00) — [0,00), f(x) := x?, ist bijektiv. IThre Umkehrfunktion
ist die Quadratwurzelfunktion

V= f71:[0,00) = [0, 0).

e Die Exponentialfunktion exp als Funktion von X := Rnach Y := (0, 00) ist bijek-
tiv. (Siehe Ubungsserie 2 und Beispiele und Ihre Umkehrfunktion
ist der natiirliche Logarithmu

log ;= exp ' : (0,00) = R.

15Tn der hoheren Mathematik bezeichnet log den natiirlichen Logarithmus, also den Logarithmus
zur Basis e. Gewisse Autoren verwenden dafiir die Schreibweise In, was fiir logarithmus naturalis steht.
Ausserhalb der Mathematik wird log manchmal fiir den Logarithmus zur Basis 10 gebraucht.
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Seien X,Y, Z Mengen und f: X — Y und g : Y — Z Funktionen.

Definition 1.25 (Verkniipfung von Funktionen). Wir definieren die Verkniipfung
(oder Komposition) von f und g als die Funktion

gof: X =2,  go f(z):=g(f(x)).

Beispiele. [Verkniipfung, Reihenfolge davon]

o Wir betrachten X :=Y := Z und die Funktionen
f9:R=R fl@)=2+1 gy =y
Die Verkniipfung von f und g ist gegeben durch
gof:R—=R, gof(z)=(x+1)>

Der Zielbereich von g ist gleich R. Das stimmt mit dem Definitionsbereich von f

iiberein. Daher ist die umgekehrte Verkniipfung ebenfalls sinnvoll. Sie ist gegeben
durch

fog:R—=R,  fogly)=y*+1.
In diesem Beispiel gilt daher
gof#/feg.

e Wir betrachten X := R?, Y := Z := R und die Funktionen
f:R*=R, f(z,y) =2 +vy g:=exp:R—=R.
Die Verkniipfung von f und g ist gegeben durch
gof:R* =R, go f(z,y) =exp(z +y) ="V,

Die umgekehrte Verkniipfung f o g ist nicht wohldefiniert (= sinnvoll), da der
Zielbereich von g, also R, nicht gleich dem Definitionsbereich von f, also R2, ist.



Kapitel 2

Z.ahlen und Vektoren

Dieses Kapitel entspricht [Stra, Kapitel 2]. Neben Logik bilden Zahlen die Basis fiir
die Analysis.

2.1 Die natiirlichen, ganzen und rationalen Zahlen
Wir schreiben:

e Ny := Menge der natiirlichen Zahlen inklusive null = {0, 1,... }
e N := Menge der natiirlichen Zahlen ohne null = {1, 2,... }

e Z := Menge der ganzen Zahlen = { e, —1,0,1 00 }
m :
e Q:= {— ’ meZ ne N} = Menge der rationalen Zahlen
n
Bemerkungen. [natiirliche, ganze, rationale Zahlen]

NoCZCQ

No: Wir kénnen damit Objekte zédhlen. Wir konnen Zahlen in Ny addieren und
multiplizieren.

Z: Zusitzlich zur Addition und Multiplikation kénnen wir in Z auch Zahlen
subtrahieren.

Q: Zusitzlich zur Addition, Multiplikation und Subtraktion kénnen wir in Q
auch durch Zahlen dividieren (ausser durch 0), d. h. Q ist ein Kdrper. Es gel-
ten bestimmte Rechenregeln, die Sie aus dem Gymnasium kennen. Des Weiteren

43
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kénnen wir die rationalen Zahlen der Grosse nach auf dem Zahlenstrahl anordnen.
Diese Ordnung ist in einem gewissen Sinn mit der Addition und Multiplikation
vertréglich ist. Diese Eigenschaft und die Rechenregeln konnen wir dadurch zu-
sammenfassen, dass Q zusammen mit der Addition, Multiplikation und Ordnung
ein (total) geordneter Korper ist, d. h. die Eigenschaften A.i)-iv), M.i)-iv), D),
O.i)-iv), K.i),ii) in [Stral, 2.2 Die reellen Zahlen] besitzt[l] Zum Beispiel besagt
A.i), dass die Addition assoziativ ist, d. h.

Ve,y,2€Q:(z+y)+2z=2+ (y+ 2).
Zwischen je zwei rationalen Zahlen ry < r; liegt eine weitere rationale Zahl, zum

Beispiel 23 Trotzdem gibt es Locher in der rationalen Zahlengerade Q. Zum Beispiel
fehlt eine rationale Zahl » mit Quadrat gleich 2. Das ist der Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 2.1. Es gibt keine rationale Zahl r mit r? = 2.

Fiir m,n € Z schreiben wir m|n g. d. w. m die Zahl n teilt, d. h.
m|n = dkeZ: km=n.

Beweis des Satzes [2.1; Wir nehmen widerspruchsweise an, es giibe eine Zahl r € Q
mit

r? = 2. (2.1)
Wir wihlen mg € Z und ng € N, sodass

mo

— = 2.2

o= (22

Sei k € Ny die grosste Zahl, sodass 2|mg und 2¥|ng. Wir definieren

Mo No

Wir kiirzen also alle gemeinsamen 2er-Faktoren aus dem Zahler my und dem Nenner
ng des Bruches r heraus. Es gilt daher

m_ M (2.3
n N
2 fmvV2 fn, (2.4)

2
=0 (gemiiss (23))

—r? (gemiss (22)
—2  (gemiss (21)),

n [Stra] werden die Bedingungen fiir R statt Q formuliert. Sie gelten auch fiir Q.
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also m?® = 2n°. (2.5)

Da 2 prim ist, folgt daraus, dass 2|m, d. h., es gibt ein k € Z, sodass m = 2k. Mittels
(2.5) folgt daraus, dass

2n? = m? = 4k?, d. h. n? = 2k%.

Da 2 prim ist, folgt daraus, dass 2|n. Da auch 2|m gilt, erhalten wir einen Widerspruch
zu (2.4). Daher ist unsere Annahme falsch, dass es eine Zahl r € Q mit r* = 2 gibt.
Das beweist Satz 2.1l O]

2.2 Die reellen Zahlen

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, gibt es in der rationalen Zahlengerade
Locher. Es fehlt zum Beispiel eine Zahl, deren Quadrat gleich 2 ist. Siehe Satz [2.1]
Um die Locher zu stopfen, konstruieren wir die reellen Zahlen mittels der rationalen
Zahlen. Die reellen Zahlen enthalten zum Beispiel eine (positive) Zahl, die das Loch
von Satz stopft, namlich /2. Wir definieren die reellen Zahlen als sogenannte
Dedekind-Schnitte:

Definition 2.2 (Menge der reellen Zahlen, Dedekind-Schnitt). Eine reelle Zahl (oder
Dedekind-Schnitt oder Dedekindscher Schnittﬂ) ist eine Teillmenge © C Q mit den
folgenden Eigenschaften:

(a) © # ()
(b) = #Q
(c)VreavVseQ:s>r=secux
(d) ¥r € x3sg € x50 <1
Wir definieren
R:= {reelle Zahl} = {Dedekind—SChnitt}.
Die Dedekind-Schnitte sind nach Richard Dedekind benannt, siehe Abbildung [2.1]

Bemerkungen. ° @ bedeutet, dass x ein nach oben unbeschranktes “Intervall
rationaler Zahlen” ist.

° (]E[) bedeutet, dass dieses “Intervall” nach unten beschriankt ist.

%In der Literatur wird das auch eine Obermenge eines Dedekind-Schnittes genannt.
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Abbildung 2.1: Richard Dedekind, 1831-1916, deutscher Mathematiker.

° @ bedeutet, dass das “Intervall” offen ist.

e In dieser Definition setzen wir voraus, dass die Menge Q der rationalen Zahlen
schon definiert wurde. Mathematisch exakt wird das zum Beispiel in der Vorle-
sung Grundstrukturen (D-MATH, 2. Semester) getan.

Die Idee hinter Definition [2.2] ist, dass jede reelle Zahl x die Menge der rationalen
Zahlen in zwei Teile schneidetP], namlich in die rationalen Zahlen grosser als 2 und die
rationalen Zahlen kleiner gleich x. Der Trick ist, dass wir diese anschauliche Eigenschaft
der noch nicht definierten reellen Zahlen als eine Definition dieser Zahlen verwenden.

Bemerkung 2.3. [rationale Zahlen in den reellen Zahlen enthalten|Fiir jedes r € Q
definieren wir den Dedekind-Schnitt

r::{s€Q|s>r}€R. (2.6)
Wir schreiben also zum Beispiel
0={s€Q‘s>0}.

Die Abbildung
Q>r—reR

ist injektiv. Wir konnen Q daher mit seinem Bild unter dieser Abbildung identifizieren.
Dadurch kénnen wir Q als eine Teilmenge von R auffassen.

Bemerkung. Fiir jedes x € R gilt
x:{reQ‘r>x}.

Diese Tatsache entspricht der Idee hinter der Definition eines Dedekind-Schnittes.

3Darum heisst ein z wie in Definition ein Dedekind-Schnitt.
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Beispiel 2.4. [Quadratwurzel zwei als Dedekind-Schnitt] Wir definieren
V2:={reQ|r>01>2}. (2.7)

Das ist eine reelle Zahl, d. h. ein Dedekind-Schnitt. Sieche Ubungsserie 3 (reelle Zahl,
Dedekind-Schnitt).

Um reelle Zahlen der Grosse nach ordnen zu konnen und mit ihnen rechnen zu kénnen,
brauchen wir die folgende Definition.

Definition 2.5 (Ordnung, Addition, Multiplikation reeller Zahlen). (i) (Ordnung:)
Fiir z,y € R definieren wir

r<y:sxy, d h yCu, r<y:sr<yAzFy.
(i) Wir definieren die Addition reeller Zahlen als die Abbildung
+:RxR—=R, c+y:=+(y) ={r+s|res sey} (2.8)
(11i) Fir jedes x € R definieren wir —x als das eindeutige Element von R, sodass
rz+ (—z)=0. (2.9)

(iv) Wir definieren die Multiplikation reeller Zahlen als die Abbildung +: R x R — R
gegeben durch

{rs } rex,se y}, falls x,y > 0, (2.10)

ey e (my) = —((—:p)-y), falls <0,y >0, (2.11)

—(z+(—y)), falls x >0,y <0, (2.12)

(—z) -+ (—y), falls z,y < 0. (2.13)

Bemerkungen. e Es gibt tatséchlich ein eindeutiges Element —x € R, dass die
Gleichung (2.9)) erfiillt. (Welches?) Teil der obigen Definition ist daher sinn-

voll.

e (iv): Fall (2.10): In diesem Fall ist (—z)+y das Produkt zweier reeller Zahlen
> 0. Dieses haben wir schon definiert. (Siehe Fall (2.10)).) Ahnliche Bemerkungen
gelten fiir die Félle (2.12/2.13)). Daher ist Teil der obigen Definition sinnvoll.

Bemerkung. [Ordnung, Addition, Multiplikation reeller Zahlen| Die in (i) definierte
Ordnung stimmt fiir rationale Zahlen mit der gewohnlichen Ordnung {iberein. Hierbei
identifizieren wir Q mit einer Teilmenge von R wie in Bemerkung[2.3] Analoges gilt fiir
die Addition und Multiplikation.
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Beispiele. [Rechnen mit reellen Zahlen]

e Es gilt

1+1={r+s|rel, sel} (geméss (2.8))
:{T+S}TEQ:7’>1,56Q:S>1} (gemétss)
c{teQ|t>2} (betrachte t :=r + s) (2.14)
= 2.

In (2.14)) gilt auch die umgekehrte Inklusion O. Um das zu sehen, betrachten wir
r,s := £.Es folgt, dass
1+1=2.

o Es gilt
1-1=1.
Siehe Ubungsserie 3 (reelle Zahl, Dedekind-Schnitt).

Ein weiteres Beispiel einer Rechnung mit Dedekind-Schnitten liefert das folgende Re-
sultat.

Proposition 2.6 (Quadrat der Wurzel aus 2). Es gilt:
(V2)? =2. (2.15)

Bemerkungen. [Quadrat der Wurzel aus 2]

e Die rechte Seite von ([2.15]) konnen wir geméss Bemerkung mit der rationalen
Zahl 2 identifizieren. Salopp gesagt, gilt also

(V2)* =2,

wie wir insgeheim gehofft hatten.

e Gemaiss Proposition [2.6| gibt es also eine Quadratwurzel von 2, d. h. eine positive
reelle Zahl, deren Quadrat gleich 2 ist. (Diese Zahl ist eindeutig.) Diese Tatsache
wird auch in [Stral Folgerung 2.2.1. vii), S. 15] bewiesen, indem Eigenschaften der
reellen Zahlen verwendet werden. Unser Beweis (siehe unten) ist elementarer. Er
verwendet nur Eigenschaften der rationalen Zahlen. Die Aussage von Proposition
ist konkreter als [Stra, Folgerung 2.2.1. vii), S. 15], da wir hier /2 explizit

durch (2.7) definieren.
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Abbildung 2.2: Jakob I Bernoulli, 16551705, Schweizer Mathematiker und Physiker.

Bemerkung. [Proposition] Eine Proposition ist ein Satz, den wir fiir nicht so wichtig
halten. Mathematisch gesehen bezeichnen Proposition und Satz dasselbe. Siehe auch

Bemerkung [1.7]().
Im Beweis der Proposition [2.6) werden wir die Bernoullische Ungleichung benutzen.

Lemma 2.7 (Bernoullische Ungleichung). Fir alle n € Ny und x € [—1,00) gilt
(I14+2z)" > 1+ nax.

Beweis: Ubungsserie 4.Diese Ungleichung ist nach Jakob I Bernoulli benannt. (Siche
Abbildung ) Beweis der Proposition : Wir definieren

z =2,

Behauptung 1.

Beweis der Behauptung [1; Seien r, s € x.

Fall » > s: Da 7, s > 0, haben wir rs > 0. Es gilt s > s > 2 und daher rs € 2.
Im Fall r < s folgt rs € 2 auf analoge Weise.

Also gilt rs € 2 in jedem Fall. Es folgt, dass 2° = x -2 C 2, d. h. 22 > 2. Das beweist
Behauptung [1} O

Behauptung 2. FEs gilt
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Beweis der Behauptung
Behauptung 3. Sei R € Q, sodass R > 2. Es gibt ein r € x gibt, sodass r* < R

Beweis der Behauptung (3 Wir definieren die folgende Folge von rationalen Zahlen
rekursiv:

271k371 + 2
=2, = ——— keN. 2.17
o "k Te_1+ 2 ( )
Da R > 2, gibt es gemaéss ein nyg € N, sodass
1
> —. 2.18
o = R_29 ( )

(Das ist das Archimedische Prinzip Siehe Proposition .)Wir definieren
7= Ty
Mittels Induktion erhalten wir
VnGNO:rTLZO,ri>2.

(Uberlegen Sie sich das! Verwenden Sie dazu (2.17)).) Insbesondere gilt also r = 7, >
0, 72 > 2 und daher
reE . (2.19)

Behauptung 4. FEs gilt
r? < R.

Beweis der Behauptung {4} Es gilt:

7’2 -
VkEN:ri—Zg%

Mittels Induktion folgt daraus, dass
rg—2  22-2

VneNy:r2 —2< =27t (2.20)

2n 2
(Uberlegen Sie sich das!) Also gilt
r? = rfm
<27t 12 (wegen (2.20))
1
= —— 42
T
1
< — 42 (Bernoullische Ungleichung, Lemma
o

<R (wegen (12.18))
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Das beweist Behauptung 4l O

Aus und Behauptung {4 folgt Behauptung . OJ

Sei R € Q, sodass R > 2. Wir wéhlen ein r € = wie in Behauptung [3] Geméss Defi-
nition (Multiplikation reeller Zahlen) haben wir 72 € z+x = 2. Da r* < R,
folgt mittels Bedingung von Definition (Dedekind-Schnitt), dass R € z2. Also
gilt 22 D 2, d. h. 22 < 2. Das beweist Behauptung 2} O

Indem wir Behauptung [2l mit der Ungleichung kombinieren, folgt, dass 2% = 2.
Das beweist Proposition [2.6 [J

Bemerkung. [Vorteil der reellen Zahlen gegeniiber den rationalen Zahlen] Die Menge
R hat gegeniiber Q den entscheidenden Vorteil, dass jede nicht leere nach oben be-
schrankte Teilmenge von R ein Supremum, d. h., eine kleinste obere Schranke besitzt.
(Siehe Definition [2.16]) Wir brauchen das Supremum, um Analysis zu betreiben.

Die Menge R der reellen Zahlen zusammen mit der Addition, Multiplikation und Ord-
nung (<) aus Definition ist ein (total) geordneter Korper, d. h. sie besitzt die Eigen-
schaften A.i)-iv), M.i)-iv), D), O.i)-iv), K.i),ii) in [Stral, 2.2 Die reellen Zahlen]. (Das
wird in [EHHT83, §2. Dedekinsche Schnitte] bewiesen.) Das bedeutet, dass wir die
reellen Zahlen der Grosse nach ordnen konnen, mit ihnen wie aus dem Gymnasium ge-
wohnt rechnen konnen und dass die Ordnung mit der Addition und Multiplikation in
einem gewissen Sinn vertraglich ist. Fiir Details zur Konstruktion der reellen Zahlen als
Dedekind-Schnitte siehe [EHH"83, Kapitel 2, §2, p. 30].In der Sekundarschule haben
Sie die reellen Zahlen als Dezimalbriiche definiert. Wir konnen diese Definition mit
der Definition als Dedekind-Schnitt identifizieren. (Siehe Bemerkung unten.)
Dezimalbriiche sind b-adische Briiche (mit b = 10), welche wie folgt definiert sind.

Definition 2.8 (b-adischer Bruch). Sei b > 2. Ein b-adischer Bruch ist Abbildung

a:Z—{0,...,b—1}, oder das Negative einer solchen Abbildung, mit den folgenden
FEigenschaften:

(a) Es gibt eine Zahl k € Z, sodass fiir jedes i > k gilt a; := a(i) = 0.

(b) Es gibt keine Zahl { € Z, sodass fiir jedes i < { gilt a; = b — 1.

Wir definieren
Ry := {b-adischer Bruch}.

Bemerkungen 2.9. [b-adischer Bruch, Beispiele: Binér-, Dezimalbruch]
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(i) Eine Abbildung a : Z — {0,...,b— 1} ist dasselbe wie eine zweiseitig unendliche
Folge in {0,...,b— 1}. Wir kénnen eine solche Folge als

a=...a201000_10_3 . .. (2.21)
schreiben, wobei a; := a(i), fiir jedes i € Z.

(ii) Es ist iiblich, einen Punkt zwischen ay und a_; einzufiihren, also die Ziffernfolge

2:21) als

...Q2a1009.0—1A—9 . . .

zu schreiben. Dieser Punkt heisst Radizpunkt[T]

(iii) Es ist iiblich, die fithrenden Nullen| und nachgestellte Nullen [7] wegzulassen. Wir
schreiben also zum Beispiel

...001.100... = 1.1, ...00.0100...=0.01

(iv) Wie Sie in der Sekundarschule gelernt haben (zumindest fiir b = 10), beschreibt
ein b-adischer Bruch eine reelle Zahl im Stellenwertsystem zur Basis b. Diesen
Zusammenhang werden wir mittels der Abbildung prézisieren. Die Zahlen
0,...,b— 1 spielen dabei die Rolle der Ziffern des Stellenwertsystems.

(v) Ein 10-adischer Bruch heisst auch Dezimalbruch. Das Stellenwertsystem zur Basis
10 heisst Dezimalsystem. Zum Beispiel sind 0.5 und 0.3 = 0.333... | Dezimal-

briiche, die den rationalen Zahlen % und % entsprechen.

(vi) Ein 2-adischer Bruch heisst auch Bindrbruch (oder dyadischer Bruch). Das Stel-
lenwertsystem zur Basis 2 heisst Bindrsystem (oder Dualsystem). Zum Beispiel
sind 1.1 und 1.01 = 1.0101 . .. Biniirbriiche. (Welchen rationalen Zahlenﬂ entspre-
chen diese Binérbriiche?)

(vii) Die Bedingung (]E[) in Definition sorgt dafiir, dass jede reelle Zahl nur durch
einen b-adischen Bruch dargestellt wird. Im Dezimalsystem schliesst sie zum Bei-
spiel die Folge 0.9 = 0.999. .. aus. Diese Folge entspriche der reellen Zahl 1, die
auch schon durch 1.0 dargestellt wird.

4Tm englischsprachigen Raum wird hierfiir ein Punkt verwendet. Ich halte mich an diese Konven-
tion. In der Schweiz werden sowohl Punkt als auch Komma gebraucht.

5Im Fall b = 10 heisst der Punkt auch Dezimalpunkt.

6Das sind die “iiberfliissigen” linken Nullen.

"Das sind “iiberfliissige” rechte Nullen.

8Der Uberstrich - gibt an, dass die iiberstrichene Ziffernfolge periodisch wiederholt wird. Ein
weiteres Beispiel fiir diese Schreibweise ist 1.23 = 1.232323 ... .

Yausgedriickt mit den Ziffern 0,...,9
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Bemerkung. [rationale Zahlen in den b-adischen Briichen enthalten] Wie Sie im Gym-
nnasium gelernt haben (zumindest im Fall b = 10), bestimmt jedes r € Q einen b-
adischen Bruch

Ty € Ry (2.22)

Im Fall b = 10 und r = % haben wir zum Beispiel (%)10 = 0.3 = 0.333.... Die
Abbildung
Qor—nr,eRy

ist injektiv. Wir koénnen Q daher mit seinem Bild unter dieser Abbildung identifizieren.
Dadurch kénnen wir Q als eine Teilmenge von R, auffassen.

Definition 2.10 (Ordnung von b-adischen Briichen). Wir definieren <, als die strikte
lexikographische Ordnung auf Ry, d. h. fir a,a’ € Ry, definieren wir

a<pad :@EInEZ(W>n:ai:a;)/\an<a;l.
Wir definieren
a<pd a=dVa<pd.

Bemerkung. [Ordnung von b-adischen Briichen] Das ist die iibliche Ordnung von
b-adischen Briichen, die Sie aus dem Gymnasium kennen.

Beispiel. Es gilt
12.34 <, 12.61

Bemerkungen. [Addition und Multiplikation von b-adischen Briichen] Wir definieren
die Addition zweier b-adischer Briiche wie aus dem Gymnasium gewohnt stellenwei-
se mit Ubertrag. Die Multiplikation zweier b-adischer Briiche definieren wir ebenfalls
wie aus dem Gymnasium gewohnt. Wir beniitzen die Symbole +;, und -, fiir diese
Operationen. Zum Beispiel gilt fiir b = 10

Wir konnen die b-adischen Briiche mit den Dedekind-Schnitten mittels der folgenden
Abbildung identifizieren:

¢ : Ry = {b-adischer Bruch} — R = {reelle Zahl} = { Dedekind-Schnitt}, (2.23)
pp(a) == {r e Q|r, >y a}.

Hierbei ist 7, wie in (2.22)) und >}, wie in Definition [2.10, Die Abbildung ¢ ist bijektiv.
Sie iiberfiithrt >, +; -, in > + « . (Siehe Definition El) Zum Beispiel gilt

Va,a' € Ry : pp(a+d') = gp(a) + ¢p(a’),
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also zum Beispiel
©p(1.0 45 1.0) = ©3(1.0) + ©p(1.0) = 1+ 1 = 2.

Mittels dieser Abbildung kénnen wir daher die Menge der b-adischen Briiche mit der
Menge der reellen Zahlen identifizieren. Die Definition einer reellen Zahl liefert da-
her bis auf diese Identifikation dasselbe wie die Definition, die Sie aus dem Gymnasium
kennen.

Bemerkungen. [Vorteile der Dedekind-Schnitte gegeniiber b-adischen Briichen]

e Die Menge R, der b-adischen Briiche héngt von b ab. Demgegeniiber héngt
die Menge R der Dedekind-Schnitte von nichts ab. Diese Definition ist daher
natiirlicher.

e Mit Definition [2.2] ldsst sich einfacher Analysis betreiben, als mit Definition 2.8
Mit Definition ist es zum Beispiel einfach zu zeigen, dass das Supremum einer
nicht leeren nach oben beschréinkten Menge existiert. (Siehe Definition [2.16] )

e Mit Definition ist es auch einfach, zum Beispiel die Zahl /2 hinzuschreiben,
némlich als
\/_:{’I"EQ|7“20,7“2>2}.
(Siehe Beispiel ) Demgegeniiber kénnen wir v/2 in Stellenwertsystemen nicht
explizit genau hinschreiben. Im Dezimalsystem zum Beispiel sind die ersten paar

Ziffern von /2 gegeben durch 1.4142. . .. Diese Ziffernfolge ist nicht periodisch.
Wir kénnen v/2 daher im Dezimalsystem nicht explizit genau hinschreiben.

e Selbst einfache Rechnungen kénnen im b-adischen System kompliziert werden.
Ein Beispiel dafiir im Dezimalsystem ist:

2-0.571428 — 0.142857 =7

Im System der Dedekind-Schnitte ist das
2.2-1_4
T 7T

Bemerkungen. [Notation] Zur Vereinfachung beniitzen wir ab jetzt die normale Schriftstirke
fiir den zu einer rationalen Zahl r gehorenden Dedekind-Schnitt r, fiir die Ordnung <
auf den reellen Zahlen usw. Wir schreiben jetzt

r < + —

also als
r < + -

Wie {iblich lassen wir das Produktzeichen - manchmal weg.
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In der Analysis spielen Abschétzungen eine grosse Rolle.m Dabei schitzen wir oft den
Betrag einer reellen Zahl ab. Dieser ist wie folgt definiert.

Definition 2.11 (Betrag). Der (Absolut- )Betrag einer Zahl x € R ist die Zahl

‘ x, fallsx >0,
] := —x, sonst.

Bemerkungen. [Betrag] Fiir alle z,y € R gilt

x| >0,
z < |,
|lzy| = [yl (2.24)
Satz 2.12 (Dreiecks-Ungleichung). Fiir alle z,y € R gilt

|z +y| < x|+ |yl

Beweis: [Stral Satz 2.2.1., S. 16] O

Satz 2.13 (Youngsche Ungleichung). Es seien x,y,c € R, sodass ¢ > 0. Dann gilt

2
2|zy| < cx® + y? (2.25)

Beweis des Satzes [2.13; Fall zy > 0: Wir setzen a := y/c. Dann gilt

2
0< (ax — Q)
a
2
= a%? — 2az? + y_2 (zweite binomische Formel)
a a
2
= cx? — 2xy + = (2.26)
c

Da xy > 0, haben wir |zy| = zy. Indem wir das mit (2.26)) kombinieren, erhalten wir
die Ungleichung ({2.25).

Fall zy < 0: Es gilt
2|zy| = 2|z|[y] (gemiiss (2.24)))

2
< clz|? + Iy (geméss dem schon behandelten Fall mit x,y ersetzt durch |z|, |y|)
c

y2

o
0Kine Abschitzung fiir eine uns interessierende Grosse a ist eine Ungleichheit zum Beispiel der
Forma <....

= cx? +
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Das zeigt die Ungleichung ([2.25)).
Somit gilt diese Ungleichung in beiden Féllen. Das beweist den Satz [2.13] [J

2.3 Supremum und Infimum
Dieser Abschnitt entspricht [Stral, 2.3 Supremum und Infimum)].

Definition 2.14 (Schranke, Beschrianktheit). Sei A C R.

e Fine obere Schranke fiir A ist ein Zahl b € R, sodass fiir jedes a € A gilt a < b.
e A heisst nach oben beschriankt g. d. w. es eine obere Schranke fiir A gibt.

e Die Begriffe untere Schranke und nach unten beschrinkt sind analog definiert.
e A heisst beschrinkt g. d. w. A nach oben und unten beschrankt ist.

Beispiele. [Schranke, Beschréanktheit]

e Fiir das Intervall A := (—o0, 1) ist jede reelle Zahl b > 1 eine obere Schranke. A
ist also nach oben beschriankt. A ist nicht nach unten beschrankt. (Warum?)

e Das Intervall A := (0, 1) ist nach oben und nach unten beschrénkt. (Wodurch?)

Sei S C R. Ein griosstes Element von S ist eine Zahl x € S, sodass fiir jedes y € S gilt
y < x. Falls ein grosstes Element existiert, dann ist es eindeutig. Der Begriff kleinstes
Element von S ist analog definiert.

Satz 2.15 (Vollstéandigkeit der reellen Zahlen). (i) Jede nicht leere, nach oben be-
schrinkte Teilmenge A C R besitzt eine kleinste obere Schranke. (Damit meinen
wir ein kleinstes Element der Menge S = {obere Schranke von A})

(ii) Jede nicht leere, nach unten beschrinkte Teilmenge A C R besitzt eine grosste
untere Schranke.

Beweis: S. (8

Bemerkungen. e Die Eigenschaften der Menge R der reellen Zahlen heissen
(Dedekind-) Vollstindigkeit.
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e Die zu analogen Aussage fiir die Menge Q der rationalen Zahlen sind falsch.
Zum Beispiel ist die Menge

{TGQ‘T2<2}

beschrénkt, besitzt aber keine kleinste obere und keine grésste untere Schranke
in Q. (In R besitzt die Menge solche Schranken. Welche?)

Definition 2.16 (Supremum, Infimum). Sei A C R. Wir definieren das Supremum
von A als

kleinste obere Schranke fiir A, falls A # () und A nach oben beschrinkt ist,
sup A=< oo falls A nicht nach oben beschrdnkt ist,
—00 falls A= 0.

Wir definieren das Infimum von A als
grosste unter Schranke fiir A, falls A # 0 und A nach unten beschrinkt ist,
infA:=<¢ —o0 falls A nicht nach unten beschrankt ist,

00 falls A =10.

Bemerkungen. [Supremum, Infimum]

e Wegen Satz sind das Supremum und das Infimum von A wohldefiniert,
d. h. sinnvoll.

e o0 = +0o und —oo sind Hilfszeichen, die per definitionem die Ungleichungen
VreR:—oco <z <00

erfiillen. Wir kénnen die Grundrechenarten teilweise auf die Menge RU{—00, 0o}
erweitern. Zum Beispiel definieren wir

Vo € R: ootz :=x+00:=00, Ve (0,00]:=(0,00)U{oo}: 00z :=2z00:=00

Gewisse Ausdriicke, in denen 4oco vorkommen, kénnen jedoch nicht auf eine
sinnvolle Weise definiert werden, zum Beispiel

00 — 00.
Wir miissen also beim Rechnen mit den Symbolen +oo aufpassen. Die Zeichen

400 sind keine Zahlen. Sie haben keine tiefe mathematische oder philosophische
Bedeutung.
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e Es ist praktisch, das Supremum von A auch fiir ein leeres oder unbeschranktes A
zu definieren, da wir diese Voraussetzung dann in vielen Sétzen weglassen konnen.
Zum Beispiel gilt mit unserer Definition der folgende Satz: Fiir alle A, B C R gilt,
dass

sup A U B = Maximum von sup A und sup B.

Das gilt also zum Beispiel auch, falls A oder B nach oben unbeschrinkt oder
leer ist. (Uberzeugen Sie sich davon!) Wir brauchen also nicht vorauszusetzen,
dass A und B nicht leer und nach oben beschréankt sind. In manchen Séatzen und
Beweisen brauchen wir mit unserer Definition keine Félle zu unterscheiden. Das
vereinfacht die Theorie.

Beispiele. [Supremum, Infimum|Es gilt:

sup(0,1) =1
inf(0,1) = 0
supN = oo

1

inf {— n e N} =0
n

Beweis des Satzes [2.15} (ii): Wir definieren']]
b= U a := Vereinigung aller a € A= {reQ|Jaec A: rca}. (2.27)

acA
folgt aus den folgenden zwei Behauptungen.

Behauptung 1. b € R

Beweis der Behauptung [1} Wir iiberpriifen die Bedingungen der Definition fiir
x:=b:

(b # 0): Wegen unserer Voraussetzung A # () gibt es ein ag € A C R. Gemiiss ([2.27))
gilt b D ag. Wegen Bedingung (@) fiir = := ag gilt ag # 0. Also gilt b# 0, d. h. 2 :=b
erfiillt (a)).

(]ED (b # Q): Wegen unserer Voraussetzung, dass A nach unten beschrénkt ist, gibt es
ein ag € R, sodass fiir jedes a € A gilt a > ag, d. h. a C ay. Gemiiss (2.27)) gilt daher
b C ap. Wegen Bedingung (]E[) fiir ag gilt ag # Q. Also gilt b # Q, d. h. x := b erfiillt

HUHjerbei verwenden wir die Definition der reellen Zahlen als Dedekind-Schnitte.
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E[) (VrebvseQ:s>r=s€b):Seir €x:=bund s € Q, sodass s > r. Gemiiss
@ gibt es ein ayp € A C R, sodass r € ayg. Wegen Bedingung fiir x := ag und
unserer Annahme s > r gilt s € ag. Gemiiss gilt ag C b, also s € b. Also erfiillt
x := b die Bedingung .

(d) (vr € b3sg € b: sg < 1): Sei r € x := b. Gemiiss (2.27)) gibt es ein ap € A C R,
sodass r € ag. Wegen Bedingung @ fiir z := ag gibt es ein sy € ag, sodass sy < 7.
Gemiiss (2.27)) gilt ag C b, also so € b. Also erfiillt z := b die Bedingung (d)).

Das beweist Behauptung [} O

Behauptung 2. (1) b ist eine untere Schranke fir A.

(2) Jede untere Schranke c fir A erfillt ¢ <b.

Beweis der Behauptung [2} (I): Gemiss (2.27) gilt fiir jedes a € A, dass a C b,
d. h. a > b. Daher ist b untere Schranke fiir A. Also ist erfillt.

ZD: Sei ¢ eine untere Schranke fiir A. Fiir jedes a € A gilt ¢ < a, d. h. ¢ D a. Gemiss
2.27) folgt, dass ¢ D b, d. h. ¢ < b. Also ist erfiillt.

Das beweist Behauptung [2| und somit .
: Wir definieren die Menge

—A:={—-alacA}.

Gemiiss (i) besitzt —A eine grosste untere Schranke ¢. (Uberpriifgn Sie die Bedingun-
gen!) Die Zahl ¢ := —¢ ist eine kleinste obere Schranke fiir A. (Uberpriifen Sie das!)
Das beweist ({if) und schliesst den Beweis des Satzes ab. O

Bemerkung. [Dedekind-Schnitt und Infimum] Sei z € R, d. h. ein Dedekind-Schnitt.
Es gilt

m:inf{r},r € a:},
d. h. x ist das Infimum aller reellen Zahlen, die den rationalen Zahlen entsprechen,
woraus x besteht.

Definition 2.17 (Maximum, Minimum einer Teilmenge von R). Sei A C R. Ein Ma-
ximum von A ist ein Element a € A, sodass a > b, fiir jedes b € A. EFin Minimum von
A ist ein Element a € A, sodass a < b, fiir jedes b € A.

Bemerkungen. [Maximum, Minimum einer Teilmenge von R]
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e Per definitionem liegt ein Maximum (oder Minimum) von A in A.
e Wir nehmen an, dass A ein Maximum a (Minimum a_) besitzt. Dann gilt
supA=a, € A (infA=a_ € A).
Insbesondere ist a; (a_) eindeutig. Wir schreiben
max A :=a, =sup A (min A := a_ = inf A).

Beispiele. [Maximum, Minimum einer Teilmenge von R]

e Das Intervall A := (—1,1] =] — 1, 1] besitzt ein Maximum, ndmlich
max(—1,1] = 1 =sup(—1,1].
A besitzt kein Minimum. Es gilt

inf(—1,1 = —1 ¢ (—1,1].

Im Beweis der Proposition [2.6 haben wir die folgende Eigenschaft von R verwendet.

Proposition 2.18 (Archimedisches Prinzip). Fir jedes x € R gibt es ein ng € N,
sodass x < ng.

Beweis der Proposition m Fall x > 0: Gemiss Bedingung in Deﬁnition
ist z nicht leer. Also gibt es ein r € x. Wir wihlen ng € Z und k € N, sodass r = =2.
Es gilt

xr <r < kr=ny,

wie gewiinscht.
Im Fall z < 0 hat ng := 0 die gewiinschte Eigenschaft.

Das beweist Proposition [2.18] [J

Abschliessend bemerken wir noch das Folgende zu den Mengen der natiirlichen, ganzen,
rationalen und reellen Zahlen:

Bemerkungen 2.19. [Gleichmichtigkeit von Ng, Z,Q, Ungleichméchtigkeit von N
und R]
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(i) Wir nennen zwei Mengen X und Y gleichmdachtig g. d. w. es Bijektion, d. h. ei-
ne bijektive Abbildung, von X nach Y gibt. Falls X und Y endlich sind, dann
bedeutet das, dass X und Y die gleiche Anzahl Elemente besitzen. Intuitiv in-
terpretieren wir Gleichmichtigkeit auch im Fall unendlicher Mengen[™| auf diese
Weise.

(ii) Die Mengen Ny und Z sind gleichméchtig. Die folgende Abbildung ist ndmlich
eine Bijektion:

) [k, falls n =2k mit k € N,
f:No= 2, f(n>'_{—k, falls n =2k — 1 mit k € N

(iii) Die Mengen Ny und Q sind gleichméchtig. Das folgt aus dem ersten Cantorschen
Diagonalverfahren. (Siehe [Stra, S. 19] und [Strb, Satz 2.4.1., S. 29].)

(iv) Die Mengen Ny und R sind nicht gleichméchtig. Es gibt ndmlich keine Surjektion,
d. h. surjektive Abbildung, von Ny nach R. Das folgt aus dem zweiten Cantorschen
Diagonalverfahren. (Siehe [Stral S. 19] und [Strbl Satz 2.4.2.; S. 30].)

Es gibt auch keine Injektion, d. h. injektive Abbildung, von R nach Ng. Nicht alle
unendlichen Mengen besitzen also gleich viele Elemente.

(v) Wir nennen eine Menge X abzihlbar g. d. w. es eine injektive Abbildung von X
nach Ng gibt. Andernfalls nennen wir X wberabzdhlbar. Jede endliche Menge ist
abzahlbar. Die Menge Ny ist abzéhlbar. (Warum?) Geméss und sind Z
und Q abzéhlbar. Geméss ist R tberabzéihlbar.

2.4 Komplexe Zahlen

Wie wir gesehen haben, gibt es in den rationalen Zahlen keine Losung der Gleichung
r? =2

Unter anderem darum haben wir die reellen Zahlen eingefiihrt. In diesen Zahlen gibt
es eine Losung dieser Gleichung. Die reellen Zahlen reichen aber nicht aus, um die
Gleichung

2 =—1

zu 16sen. Dazu fithren wir in diesem Abschnitt die kompleren Zahlen ein. In diesen
Zahlen hat die Gleichung 2* = —1 die Losungen =i, wobei ¢ die imaginire Einheit ist.

Komplexe Zahlen spielen eine zentrale Rolle in der Mathematik und in Anwendungen
in der Physik und der Elektrotechnik. Zum Beispiel kann der elektrische Schwingkreis

12Das sind Mengen mit unendlich vielen Elementen.
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mittels einer linearen gewohnlichen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
beschrieben werden. (Siehe spéter.) Die Losungen einer solchen Gleichung kénnen am
einfachsten mittels komplexwertiger Exponentialfunktionen beschrieben werden.

Sei v € R* und i € {1,...,n} Wir schreiben
v; .= i-te Komponente von v = i-te Standard-Koordinate von v.

Das bedeutet, dass v durch das Tupel seiner Komponenten gegeben ist, d. h.

v = (Ul,...,vn).
Wir definieren die Vektoraddition in R™ als die Abbildung

v+ wy
+ i =4r :R"xR" 5 R",  v+w:=+(v,w) =

Up, + Wy,

Definition (komplexe Multiplikation). Wir definieren die komplexe Multiplikation als
die Abbildung

P2 R 9 e\ (" _ (% :L’/)>__ <xx’—yy’>
C . R xR —>R7 (y) C(y/) = C<<y)7<y/ L xy/_i_x/y .

Wir definieren den Korper der komplexen Zahlen als das Tripel
C = (R% +resvc).

Wir definieren die imaginire Einheit als den Punkt

= ()
i=1{y)
Bemerkungen. [Kérper der komplexen Zahlen]

e C ist ein Korper, d. h. C besitzt die Eigenschaften A.i)-iv), M.i)-iv), D) in [Stral,
2.2 Die reellen Zahlen] mit R ersetzt durch R?. (Das sind die Rechenregeln, die
Sie fiir R aus dem Gymnasium kennen.)

e Es gibt keine Ordnung < auf R?, sodass das Quadrupel (R% +ge,+c,< ) die
Eigenschaften O.i)-iv), K.i),ii) in [Stral 2.2 Die reellen Zahlen] mit R ersetzt
durch R? besitzt. Das bedeutet, dass wir aus C keinen (total) geordneten Kérper
machen koénnen.
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Die Abbildung
Rz (é) (2.28)

ist injektiv und tberfithrt Addition und Multiplikation in R in Addition und Multipli-

kation in C, d. h. fiir alle z, 2" € R gilt
(07) =)= (@) (7)=()-<()
o/ \o/ ™™ \o/) 0/ \o/ ¢\o/"
(Uberpriifen Sie das!) Wir kénnen R daher mit seinem Bild unter der Abbildung (2.28)

identifizieren. Somit kénnen wir R als eine Teilmenge von C auffassen. Zur Vereinfa-
chung der Notation schreiben wir ab jetzt

+R2 ‘c als +

Wie iiblich lassen wir das Produktzeichen - manchmal weg. Des Weiteren schreiben wir
einen Punkt z = (z,y) € R? als

2=z +1y. (2.29)
(Hierbei verwenden wir die Identifikation mittels (2.28), um z als ein Element von
R? = C aufzufassen.)

Bemerkungen. [imaginire Einheit, Quadratwurzeln aus —1]

=0~ ()

Im Korper C gibt es also eine Zahl, deren Quadrat gleich —1 ist. Das unterscheidet
C von R, da fiir jedes x € R gilt, dass 2 > 0, also 22 # —1. Das ist ein
entscheidender Vorteil von C gegeniiber R und der Grund dafiir, dass C eine
zentrale Rolle in der Mathematik und insbesondere in der Analysis spielt.

e Es gilt:

e Es gibt in C zwei Quadratwurzeln aus —1, ndmlich ¢ und —1.

Definition (Real- und Imaginérteil, komplex Konjugierte). Wir definieren den Real-
teil von z = x + iy als
Re(z) ==z €R

und den Imaginéarteil von z als
Im(z) .=y € R.
Wir definieren die zu z komplex konjugierte Zahl (oder schlicht Konjugierte) als

Zi=x—1y.
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Wir definieren die euklidische Norm wie in ((1.7). Fiir 2 € C = R? nennen wir seine
Norm

ra=|z] =z
auch den (Absolut-) Betrag (oder Radius) von z.
Bemerkungen. [komplex Konjugierte, Inverse]
e Fiir jedes z = x + 1y € C gilt

27 = (z +iy) (v — iy) = 2 + wiy + x(—iy) — iy’ =22 +y* = [z>.  (2.30)

e Fiir alle z, 2’ € C gilt:

+ 2/, (2.31)
= (2.32)

I
N

z+ 2

Z/

|
Syl

Beweis: (2.31)): selber rechnen
(2.32): Wir schreiben z = x + iy, 2’ = 2’ + iy/. Es gilt

22 = (x +iy) (2’ + 1) (2.33)
=zx' —yy + i(zy + 2'y) (2.34)
= a2’ —yy —i(zy + 2'y) (2.35)
= (z —iy) (=" — i) (2.36)
=z-7 (2.37)

e Aus (2.3012.32)) folgt, dass jede Zahl z € C\ {0} beziiglich der komplexen Multi-
plikation invertierbar ist mit Inversem (= Kehrwert) gegeben durch

1 z
-1_ 1 _ o
TTETRP
Beispiel. [Kehrwert einer komplexen Zahl]
1 1—1 1 4
1 1 —= e = - - —
A = ~nsE 3 2

Um die Winkelfunktionen Kosinus und Sinus zu definieren, benétigen wir das folgende
Lemma.
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Lemma 2.20. Es gibt eine eindeutige differenzierbare Abbildung v = (71,72) : R — R?,
sodass

Beweis: Existenz von ~: S.
Eindeutigkeit folgt aus Korollar (Mittelwertsatz).

Bemerkungen. e Eine Abbildung von R nach R™ heisst auch Weg in R™. ~ ist

also ein Weg in R2.

Die Bedingung bedeutet, dass v Werte im Einheitskreis
Sti={(z,y) eR?*|2*+¢y* =1}

annimmt.

Differenzierbarkeit von v bedeutet, dass v; und =y, (iiberall) differenzierbar sind.

(Siehe Definition [5.1])

v = (7,7) : R = R?ist die Ableitung von 7. (Siehe Definition [5.1]) Wir
interpretieren y(¢) als den Ort eines Teilchens zum Zeitpunkt ¢t = ¢ € R. 7/(¢)
ist dann die (Momentan-)Geschwindigkeit des Teilchens zum Zeitpunkt .

Die Bedingung (2.39) bedeutet, dass der Betrag der Geschwindigkeit von ~ kon-
stant gleich 1 ist.

Bedingung bedeutet, dass sich das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Punkt
(1,0) befindet. Bedingung bedeutet, dass es sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit
Geschwindigkeit 1 in (positiver) y-Richtung bewegt. Das Teilchen bewegt sich
darum im Gegenuhrzeigersinn um den Ursprung (0, 0).

7 ist eine Parametrisierung von S* nach der Bogenlinge.

Definition 2.21 (cis-Funktion, Kosinus, Sinus). Wir definieren cis = (cisy, cisp) :
R — R? als die eindeutige Abbildung v wie in Lemma |2.20. Wir definieren Kosinus
und Sinus als die Funktionen

Cos := cisy, sin :=cisy : R > R.
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Bemerkungen. [Kosinus, Sinus, cis]

(i) Diese Funktionen stimmen mit den Funktionen cos und sin tiberein, die Sie im
Gymnasium kennengelernt haben. Dabei ist cos ¢ der Kosinus des Winkels ¢, der
im Bogenmass gemessen wird.

(ii) Kosinus und Sinus sind Winkelfunktionen (oder trigonometrischen Funktionen).
(iii) Es gilt
. <COS> .
cis = | . = COS +1 81N,
sin
wobei wir die Notation ([2.29) verwendet haben.
(iv) “cis” steht fiir Cosinus + ¢ Sinus. Geméss ist das eine sinnvolle Abkiirzung.
(v) Die berithmte eulersche Formel besagt, dass
cis p = cos p 4 isinp = ', Vy € R.

(Siehe Korollar [3.46]) In dieser Formel kommt die kompleze Exzponentialfunktion
exp : C = C, exp(z) = €7, vor. Diese werden wir spiter mittels der Exponential-

rethe definieren.(Siehe Definition )

(vi) Es gilt
cis(¢ + ¥) = cis(yp) cis(v), Vo, €R.

Das folgt aus den Additionstheoremen fiir Kosinus und Sinus,

cos(ip + 1) = cos(p) cos(tp) — sin(p) sin(4),
sin(p + 1) = sin(ip) cos(v)) + cos(ip) sin(t)).

Definition 2.22 (Kreiszahl 7). Wir definieren
T = 2¢,
wobei py € (0,00) die kleinste positive Nullstelle von cos ist.

Bemerkungen. e Eine Nullstelle einer Funktion f : R — R ist eine Zahl ¢ € R,
sodass f(p) = 0.

e 7 ist gleich dem halben Umfang von S*.
e 7 ist irrational. Seine Dezimaldarstellung bis lautet
T=314...

Diese Darstellung ist nicht periodisch.
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o Es gilt
k
cis (Ew) =i*  VkeZ (2.42)
(Uberpriifen Sie das!)
Sei z € C\ {0}. Wir schreiben
ri=|zl.

Bemerkung 2.23. Es gibt eine eindeutige Zahl ¢ € [0, 27), sodass

z = rcis(p).

Definition 2.24 (Polarwinkel). Wir definieren den Polarwinkel (oder das Argument)
von z als das eindeutige p wie in Bemerkung [2.23.

Es gilt
z = rcis(p) = re'?.

Wir nennen das die Polarform der komplexen Zahl ZE

Beispiele. [Polarform] Geméss haben wir die folgenden Polarformen:
1=1-cis(0), i=1-cis (g) L —1=1-cis(n)

Weitere Polarformen:

1+i:\/§cis<%>, \/§+i:2-cis<%>, 1+\/§i:2-cis(g)

(Uberpriifen Sie das!)

Bemerkungen. [Polarform eines Produkts]

e Scien z,2’ € C\ {0} mit Polarformen
z = rcis(p), 2 =1r'cis(¢').
Dann ist die Polarform von zz’ gegeben durch

22" =rr'cis(p + ¢). (2.43)

13Wie gesagt, werden wir die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C, exp(z) = e spiiter
definieren.
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e Sei z = rcis(p) eine komplexe Zahl in Polarform. Dann gilt Z = cos ¢ —isinp =

rcis(—¢) und daher geméss (2.43)
2Z = rrcis(p — @) = r’cis(0) = |2]

Das stimmt mit (2.30)) iiberein.

Mit Hilfe dieser Bemerkung konnen wir Produkte und Potenzen komplexer Zahlen
berechnen.

Beispiele. [Produkte und Potenzen von komplexen Zahlen)]

e Frage: Was ist (1 + 7)%? Antwort: In Polarform haben wir 1 +i = v/2cis (%).
Gemaiss ([2.43)) gilt daher

(1+14)° = 25 cis <8-%) — 16.

3
° (\/3—1— z) =? Antwort: In Polarform haben wir v/3 +i = 2 - cis (%) Gemass
(2.43)) gilt daher

(\/§+i)3:23-cis<3-%> _ 8.

Wir konnen beliebige Wurzeln aus komplexen Zahlen ziehen: Sei z € C und k € N.

Definition 2.25. Eine k-te Wurzel von z ist eine Zahl w € C, sodass
w" = z.

Im Fall z = 0 ist w := 0 die einzige k-te Wurzel von z.

Fall z # 0: Wir schreiben z = rcis ¢ in Polarform. Dann sind genau die Zahlen
9
w; = {“/Fcis(%), 7=0,....k—1,
die k-ten Wurzeln von z. Fiir 2 = 1 erhalten wir die k-ten Einheitswurzeln

. (2m
=16 =G ¢ Ge=as(X)

Bemerkungen. [Potenzen mit nicht ganzzahligem Exponenten)]
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e Fiir komplexe Zahlen z # 0 und w ist die Potenz “2"” ist im Allgemeinen nicht
eindeutig definiert. Es ist jedoch moglich, ihr einen mehrdeutigen Wert zu ge-
ben. Das bedeutet, dass wir z% als eine Menge von komplexen Zahlen definieren
konnen. Im Fall w = % mit k£ € N ist das die Menge

1 1 2 )
Zk = {rkcis(#) 'j:(),...,k—l}.

Zum Beispiel gilt

[N

V—1=(-1)2 = {—i,i}.

In C kénnen wir nicht nur die Gleichung 2? = —1 16sen, sondern jede polynomiale Glei-
chung ausser die Gleichung konstantes Polynom = 0. Das ist der Inhalt des folgenden
Satzes:

Satz 2.26 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht konstante komplexe Polynom
besitzt eind™| komplexe Nullstelle.

Beweis: [Stral Satz 5.5.4., S. 101]

Bemerkungen. [Fundamentalsatz der Algebra]

e Ein komplexes Polynom ist eine Funktion der Form

n

p:C—C, p(z):Zajzj:anz”+...+alz+ao,
=0

wobei ag, ..., a, € C.

e Die Aussage dieses Satzes bedeutet, dass C algebraisch abgeschlossen ist. Im Ge-
gensatz dazu ist R nicht algebraisch abgeschlossen, da die polynomiale Gleichung
2?2 +1 = 0 in R keine Losung x besitzt. Algebraische Abgeschlossenheit ist also
ein Vorteil der komplexen Zahlen gegeniiber den reellen Zahlen.

1Das bedeutet mindestens eine.






Kapitel 3

Folgen und Reihen

Dieses Kapitel entspricht [Stral, Kapitel 3, Folgen und Reihen|. Eine (Zahlen-) Folge ist
eine unendliche geordnete Liste von Zahlen der Form ay, a1, as, . . ., die wir als (a, )nen,
schreiben. Eine Folge konvergiert gegen eine Zahl A g. d. w. die Terme der Folge sich
A immer mehr néhern. Die zu einer Folge (a,)nen, gehorende Reihe ist die Folge der

Partialsummen (325_o ar),en,-

Grob gesagt ist eine Potenzreihe eine Reihe der Form (ZZZO akxk)neNO, wobei z ei-
ne Variable ist. Der Grenzwert einer Potenzreihe ist eine Funktion von x, die auf
der Menge aller x definiert ist, fiir welche die Potenzreihe konvergiert. Mit Hilfe von
Potenzreihen konnen wir daher viele neue Funktionen konstruieren, zum Beispiel die
Exponentialfunktion.

Die Taylorreihe einer beliebig oft differenzierbaren Funktion f ist eine Potenzreihe, die
wir mittels Ableitungen von f in einem festen Punkt bilden. Fiir viele Funktionen f
konvergiert die Taylorreihe von f in vielen Punkten gegen f. Wir kénnen die Funktion
also mit Hilfe ihrer Taylorreihe darstellen.

Die Begriffe Konvergenz und Grenzwert spielen eine zentrale Rolle in der Analysis.
Zum Beispiel ist die Ableitung einer Funktion an einer Stelle der Grenzwert des Diffe-
renzenquotienten.

3.1 Zenons Paradoxon von Achilles und der
Schildkro6te, Folgen, Grenzwerte davon

Zenons Paradoxon von Achilles und der Schildkroéte

Wie erwéhnt, spielen Potenzreihen eine wichtige Rolle in der Analysis. Eine elemen-
tarere Motivation fiir Folgen und Reihen ist dadurch gegeben, dass damit Hilfe der

71
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Abbildung 3.1: Zenon von Elea, ca. 490
v. Chr. - ca. 430 v. Chr., griechischer
Philosoph

Abbildung 3.2: Achilles, ein Held der
griechischen Mythologie

geometrischen Reihe das zweite Paradoxon von Zenon von Elea gelost werden kann.
(Siehe Abbildung|3.1]) Bei diesem Paradoxon handelt es sich um das Folgende:

Zenons Paradoxon von Achilles und der Schildkréte: In diesem Paradoxon
geht es um einen Wettlauf zwischen Achilles (Abbildung |3.2)) und einer Schildkréote.
In diesem Wettlauf startet die Schildkréte mit einem Vorsprung. Geméss Zenon kann
Achilles die Schildkrote aus dem folgenden Grund nicht einholen:

Die Schildkrote startet in einem Punkt py. Sobald Achilles pg erreicht, ist die Schild-
krote schon bei einem anderen Punkt p; angelangt. Sobald Achilles p; erreicht, ist die
Schildkréte schon bei einem anderen Punkt py angelangt. Dieser Prozess geht unendlich
lang weiter. Also bleibt die Schildkréte immer vor Achilles.

Folgen

Informell ist eine Folge eine unendliche Liste von mathematischen Objekten ag, a1, as, . . ..
Oft sind die Objekte Zahlen. Die folgende Definition préazisiert diese Idee.

Definition 3.1 (Folge). Fine komplexe Zahlenfolge (oder kurz Folge) ist eine Funktion
a:NN::{nGNO}nZN}%C,
wobet N € Ng. Wir schreiben
anima(), (@) = (an)neny = a.
Wir nennen n den Folgenindex und a,, das n-te Folgenglied.

Beispiele. [Folge]
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e (an)nenNy := (N)neny, also ag =0, a1 =1, a5 =2,...

e Wir definieren die harmonische Folge als (an = %)neN:Nl. Der Folgenindex n

beginnt hier bei N = 1. (“ag := §” ist keine wohldefinierte Zahl.)

e Sei z € C. Die geometrische Folge mit dem Quotienten z ist gegeben durch

(an)nENo - (Zn)’nGNO .

Fiir z = % ist diese Folge zum Beispiel gegeben durch

1 1 1 1 1
(an)neNo = 2_n nENO, also ap = @ = 1’ a; = 5 = 57 Uy = — =

e Sei z € C mit |z| < 1. Die geometrische Reihe mit gemeinsamem Verhdiltnis z ist
die Folge

(an = Z zk> , also die Folge
k=0 neNg
ag:=2"=1, a;=2"4+2'=142 a=2"+21+22=1+2+ 22

(Wir werden spéter allgemeine Reihen behandeln.)

Bemerkung. [Folge|] Der Einfachheit halber formulieren wir im Folgenden Definitio-
nen und Sétze fiir Folgen, deren Folgenindex bei n = N = 0 beginnt. Die Definitionen
sind auch fiir andere N sinnvoll, und die Sétze gelten auch fiir andere N.

Informell sagen wir, dass eine Folge gegen eine reelle oder komplexe Zahl A konvergiert,
falls ihre Glieder sich A immer mehr néhern, wenn n grosser wird. In diesem Fall nennen
wir A den Grenzwert (oder Limes) der Folge. Die folgende Definition prézisiert diese
Begriffe.

Definition 3.2 (Konvergenz, Grenzwert einer Folge in R oder C). (i) Sei A € C und
(@n)nen, €ine komplexe Zahlenfolgeﬂ Wir sagen, dass (an)nen, gegen A konver-
giert g. d. w. gilt

Ve € (0,00)3ng € NgVn € Ng: n > ng = |a, — A| <e. (3.1)
Wir verwenden dafiir die Notationen

(an)neNo — A> an — A (n — OO) (32)

!Das schliesst den Fall mit ein, dass A € R und (a,,)nen, eine reelle Zahlenfolge ist.
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und sagen auch:
“a,, konvergiert gegen A fiir n gegen unendlich.”

Falls (an)nen, — A, dann nennen wir A den Grenzwert (oder Limes) der Folge
(@n)nen, und schreiben dafiir

lim a, := lim(ay,)nen, := A. (3.3)

n—oo

(i) Wir sagen, dass eine Folge konvergiert g. d. w. es eine komplexe Zahl gibt, wo-

gegen die Folge konvergiert. Andernfalls sagen wir, dass die Folge divergiert.

Bemerkungen. e Die Bedingung (3.1)) besagt:

Fiir jede reelle Zahl ¢ > 0
gibt es eine natiirliche Zahl ny € Ny,

sodass fiir jede natiirliche Zahl n > ng gilt, dass

la, — Al < e.

e spielt hierbei die Rolle einer oberen Schranke fiir den “Fehler”, d. h. die Ab-
weichung des Folgengliedes a,, vom Grenzwert A. (Der griechische Buchstabe ¢
steht fiir error = Fehler.) Konvergenz bedeutet, dass dieser Fehler kleiner gleich
ein beliebiges vorgegebenes € > 0 wird, sobald der Folgenindex n geniigend gross
wird, d. h. grosser gleich ein bestimmtes ng. Dieses ny darf von £ abhéngen.

Das Zeichen “c0”, das in Ausdruck “a, — A(n — o00)” auftritt, hat keine
selbststindige Bedeutung. Es bedeutet nur etwas im Zusammenhang mit dem
ganzen Ausdruck. Wir beniitzen hier das Zeichen “00”, da es bei der Konvergenz
darum geht, wie sich a,, verhélt, wenn n immer grésser wird, also intuitiv “sich
oo anndhert”.

Achtung! Wir konnen den Index n nicht gleich oo setzen, d. h., “as” ist nicht
definiert, da oo keine natiirliche Zahl ist.

Der Grenzwert einer Zahlenfolge ist eindeutig (falls er existiert). Darum ist die

Definition ({3.3]) sinnvoll.

In der Definition der Konvergenz diirfen wir die Bedingung “n > ny” durch
“n > ngy” ersetzen. Wir diirfen auch die Bedingung “< &” durch “< €” ersetzen.
Dadurch ergeben sich dquivalente Definitionen.

Die Begriffe Konvergenz und Grenzwert wurden durch Bernard Bolzano und Karl
Weierstral definiert. (Siehe Abbildungen [3.3] und [4.1])
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Abbildung 3.3: Bernard Bolzano, 1781
- 1848, bohmischer Priester und Ma-
thematiker.

Abbildung 3.4: Karl Weierstraf3, 1815 -
1897, deutscher Mathematiker.

Beispiel 3.3. [konstante Folge konvergiert] Sei z € C. Die konstante Folge (a,, := 2),,oy
konvergiert gegen A := z. (Uberpriifen Sie das!)

Beispiel 3.4. [harmonische Folge konvergiert] Behauptung: Die harmonische Folge
(an = %)neN konvergiert gegen A := 0.

Beweis: Sei ¢ > 0. Geméss dem Archimedischen Prinzip (Proposition 2.18)) gibt es
eine natiirliche Zahl )
ng > — (34)

Wir wihlen ein solches ng. Sei n € Ny, sodass n > ng. Es gilt

1
la, — Al = |- — O'

n

B 1

T n
1

< — (da n > ng)
o

<e  (wegen (3.4)).

Daraus folgt, dass die Folge (%)neN gegen A := 0 konvergiert. Das beweist die Behaup-
tung.

Beispiel 3.5. [geometrische Folge mit |z| < 1 konvergiert] Sei z € C, sodass |z| < 1.
Behauptung: Die geometrische Folge (an = z”) konvergiert gegen 0.

nENg

Beweis: Im Fall z = 0 haben wir 2" = 0, fiir jedes n € N. Daher konvergiert die
geometrische Folge dann gegen 0.
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Fall z # 0: Wir definieren z := |z| und a :== 2 — 1. Da 2 < 1, gilt a > 0. Sei n € Ny.

Es gilt

1
~— - n
=+

>1+na geméss der bernoullischen Ungleichung, Lemma .

Daraus folgt, dass
" < i
na
Sei jetzt € > 0. Wir wéahlen eine natiirliche Zahl

Un Z —.
ea
Sei n > ng. Es gilt
2" = 0] = |=["
1
< — (wegen |z| = 2 und (3.5)))
na
1
< — (weil n > ng)
noa

<e (wegen ([3.6])).
Daraus folgt, dass die Folge (2"),en, gegen 0 konvergiert.

Beispiel. [divergente Folge]

e Behauptung: Die Folge (a, :=n), , divergiert.

neN

Beweis: Gemiss Definition divergiert eine Folge (ay,)nen, g d. w.

—(dA € CVe € (0,00)3Ang € NgVn € N : n > ng = |a, — A| < ¢)

=-3AVedng¥n ... (Der Ubersichtlichkeit halber kiirzen hier 3A € C zu 3A ab, usw. )

SYA-Vedn, .. []
(gemiiss Bemerkung (1.12)

&L de—dngVn ...

(geméiss Bemerkung (1.11))

& L. Yngvn. ..
(gemiiss (1.12)))

& codn=(n>ng = a, — Al <¢)
(gemiiss (TII))
& .dn(n>ngAla, — Al > ¢)

=VA € CJe € (0,00)Vng € NgIn € Ng: n > ng A la, — Al > ¢

(3.7)
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Wir zeigen, dass die letzte Bedingung erfiillt ist: Sei A € C.

Wir definieren ¢ := 1. Sei ng € Ng. Geméiss dem Archimedischen Prinzip
(Proposition [2.18)) gibt es eine natiirliche Zahl

n > max {no, |A| + 1}. (3.8)
Es gilt n > ng und

|n— Al > n—|A| (wegen der Dreiecksungleichung, Satz [2.12)
> 1 (wegen (3.8)).

Somit ist die Bedingung (3.7) erfiillt, d. h., die Folge (a, := n),,o\ divergiert. Das
beweist die Behauptung.

e Die Folge ((—1)"),cn, divergiert. Siehe Ubungsserie 4.

Fiir weitere Beispiele konvergenter und divergenter Folgen siehe die Ubungsserie 4 und
[Stral, Beispiele 3.2.1. iii), 3.2.2. iii,iv)].

3.2 Konvergenzkriterien

Wenn wir zeigen wollen, dass eine Folge konvergiert, wird es schnell schwierig, zu
gegebenem ¢ > 0 ein geeignetes ng zu finden. Es gibt jedoch allgemeine Kriterien
fiir Konvergenz, die das Problem vereinfachen, Konvergenz zu zeigen. Wir behandeln
einige dieser Kriterien in diesem Abschnitt. Sei (a,)nen, eine Folge reeller Zahlen.

Definition (obere und untere Beschrianktheit, monotones Wachstum). o Wir nen-
nen (an)nen, nach oben (unten) beschrénkt g. d. w. die Menge {a, |n € No}
nach oben (unten) beschrinkt ist.

o Wir nennen (a,)nen, monoton wachsend (fallend) g. d. w. gilt

ap < ap <ag < --- (ap > ay > ay>---)
Satz 3.6 (Monotoniekriterium). (i) Jede nach oben beschrinkte und monoton wach-
sende reelle Zahlenfolge (an)nen, konvergiert gegen sup,cn, n = sup{an } n €
No.

(ii) Jede nach unten beschrinkte und monoton fallende reelle Zahlenfolge (an)nen,
konvergiert gegen inf,en, a, := inf {an } n e NO}.

2Wir haben hier eine Kette von Aquivalenzen A4; < --- < As. Damit meinen wir, dass A; < As,
..y, Ay & Aj gilt. Daraus folgt, dass A; < Aj gilt. (Warum?)
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Bemerkung. Fiir jede Folge wie in (jil) gilt also

lim(a,)nen, = lim a, = sup a,.
n—oo nENo

Beispiel 3.7. [Monotoniekriterium, geometrische Reihe] Behauptung: Fiir jedes = €

[0,1) konvergiert die geometrische Reihe (an = Za:l)
1=0 n€eNg

Beweis: Fiir jedes i € Ng gilt 2! > 0. Mittels Induktion folgt daraus, dass die geome-
trische Reihe monoton wachsend ist. (Warum?) Fiir jedes n € Nq gilt

1—2)a,=1—-2)1+1—-2)z+ (1 —2)2*+-+ (1 —z)2"
=l-z4+az—2"+2°—2>+..  +2" — 2"
=1— "

und daher
1 — xn—&-l 1

11—z 11—z
Dabher ist die geometrische Reihe nach oben beschrénkt. Geméiss Satz (Monoto-

niekriterium) konvergiert die geometrische Reihe daher.

(3.9)

Ap —

Bemerkungen. [geometrische Reihe, Paradoxon von Zenon]

e In Beispiel werden wir sehen, dass der Grenzwert der geometrischen Reihe
gegeben ist durch
n
, 1
li ' = )
DD
7=

e Dass die geometrische Reihe konvergiert, 16st das Paradoxon von Zenon: Wir
nehmen an, dass die Schildkrote einen Vorsprung von 1 erhélt und den Weg
x < 1 zuriicklegt, wenn Achilles den Weg 1 zuriicklegt. Dann Achilles holt die
Schildkrote an der folgenden Stelle ein:

2 o s s t— 1 (
l+z+a+---: 7}1_)1120;3: (3.10)
Geméiss Beispiel existiert dieser Grenzwert (und ist endlich).

Der folgende Satz ist sehr niitzlich, um zu zeigen, dass eine Folge konvergiert und um
ihren Grenzwert zu berechnen.
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Satz 3.8 (Konvergenz erhalten unter Summe, Produkt und Quotient, Ordnung im
Limes erhalten). Seien A, B € C, (ay)nen, €ine Folge, die gegen A konvergiert, und
(bp)nen, €ine Folge, die gegen B konvergiert. Dann gilt das Folgende:

(i) (Summe) Die Folge (a, + by,) konvergiert gegen A + B.

n€Ng

(ii) (Produkt) Die Folge (ay, - b,) konvergiert gegen A - B.

neNg
(1ii) (Quotient) Falls B # 0 und b, # 0, fiir jedes n € No, dann konvergiert (‘;—") N
n/n 0
gegen 4.

(iv) (Ordnung im Limes erhalten) Wir nehmen an, dass (an)nen, wnd (bn)nen, reelle
Folgen sind und dass a,, < b, fir jedes n € Ng. Dann gilt A < B.

Beweis: [Stral Satz 3.3.2, p. 31]

Bemerkung. [Ordnung im Limes erhalten] Die zu analoge Aussage mit < statt
< ist im Allgemeinen falsch. Ein Beispiel dafiir sind die konstante Folge (a,, := 0)

und die harmonische Folge (bn = %)HGN, da 0 < %, fiir jedes n € N, aber

neN

1
(0),en = A =0, <—> —~B:=0=A.

N/ neN
(Siehe Beispiel [3.4])

Beispiele 3.9. [Konvergenz erhalten unter Summe und Produkt, geometrische Reihe,
Zenons Paradoxon]

(i) Sei z € C. Gemass Beispielen und konvergieren die Folgen (a, := 2),,cy
und (bn = %)neN gegen A := z und B := 0. Geméss Satz konvergiert die
Folge (z + %)neN darum gegen z 4+ 0 = z. Es gilt also

! ( 1)
Im (z4+—) = z.
n—oo n

(ii) Wegen Beispiel und Satz konvergiert die Folge (# = % . %)neN gegen
0-0=0, also
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(iii) Seiz € C,sodass |z| < 1. Wir betrachten die geometrische Reihe (an = Z zk> :
neNg

Geméiss (3.9)) gilt
1— Zn+1
n=——. 3.11
a T (3.11)
Gemiss Beispiel [3.5] gilt

(z”)neNO — 0.

Darum folgt mit Hilfe von Beispiel und Satz , dass

(1__ZZ . z") — 0.

n€ENg

Mit Hilfe von Beispiel , Satz und (3.11)) folgt daher, dass

< 1 . n) . 1
ap, = z .
L=z 1=z J,eng 1—2

Der Grenzwert der geometrischen Reihe ist also

- 1
lim » 2% = : 3.12
nl%oo P z 1—2 ( )

Im Paradoxon von Zenon ist z = x € [0, 1) der anfingliche Vorsprung der Schild-
krote. Die linke Seite von ist geméss der “unendlichen Zenonrechnung”
die Stelle, bei welcher Achilles die Schildkrote einholt. (Siehe (3.10]).) Die rech-
te Seite von ist die Einholstelle geméss einer elementaren Rechnung. Die
“unendliche Zenonrechnung” und die elementare Rechnung ergeben also dasselbe
Resultat.

Ein wichtiger Grenzwert ist die Eulersche Zahl e. Sie ist die Basis fiir die natiirliche
Exponentialfunktion exp : R — R, exp(x) := e¢”. Um e zu definieren, betrachten wir
die Folge ((1 + %)n)neN. Je grosser die Zahl n ist, desto kleiner wird 1 + % auf der
einen Seite, aber desto grosser wird die Potenz n auf der anderen Seite.

Frage. Wenn n immer grdsser wird, welcher der folgenden beiden Effekte tiberwiegt
dann?
o 1+ % wird immer kleiner.

e Die Potenz n wird immer grosser.
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Abbildung 3.5: Leonhard Euler, Schweizer Mathematiker, 1707-1783

Antwort: Keiner der beiden Effekte iiberwiegt, sondern die beiden Effekte halten sich
die Waage. Das bedeutet, dass die Folge ((1 + %)n)n oy konvergiert. Wir nennen ihren
Grenzwert die Fulersche Zahl.

Proposition 3.10 (Eulersche Zahl). Die Folge ((1 + %)n)neN konvergiert.

Beweis: S. Rl

Definition 3.11. Wir definieren die Eulersche Zahl als den Grenzwert
. 1\" ) 1\"
e:= llm((1+—)) zllm(1+—) :
n—00 n neN n—00 n

Diese Zahl ist nach Leonhard Euler benannt. (Sieche Abbildung [3.5])

Bemerkungen. [Eulersche Zahl]

e Gemiss Proposition [3.10] ist die Eulersche Zahl wohldefiniert.

e ¢ ist irrational. Seine Dezimaldarstellung bis lautet
e=271...

Diese Darstellung ist nicht periodisch.

Beweis der Proposition Wir schreiben

(13)
ap = \1+—-) .
n
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Behauptung 1. Die Folge (a,)nen ist monoton wachsend.

Beweis der Behauptung Sein € N, sodss n > 2. Es gilt
a, [ 1+4% "(H 1)
Ap_1 N 1+— n—1
e ) :
n? n—1
1
(1) ot
n? n—1

(1__> n—1

(Bernoullische Ungleichung, Lemma
=1.

l\')

v

Daraus folgt, dass a,, > a,_1. Daher ist die Folge (a,),en monoton wachsend. [J

Behauptung 2. Die Folge (a,)nen ist nach oben beschrinkt.

Beweis: Siehe [Stral, Beispiel 3.3.1., S. 32]. O
Wegen Behauptungen |1| und [2| und Satz (Monotoniekriterium) konvergiert die
Folge (a,)nen- Das beweist die Proposition [3.10} O

3.3 Limes superior und inferior, Folgen in RY,
Cauchy-Kriterium

Dieser Abschnitt wird in [Stral 3.4 Teilfolgen, Haufungspunkte, 3.5 Cauchy-Kriterium,
3.6 Folgen in R? oder C| behandelt. Der Limes superior einer reellen Zahlenfolge ist
der Grenzwert fiir n — oo des Supremums aller Folgenglieder mit Index grosser gleich
n. Er tritt in Formeln fiir den Konvergenzradius einer Potenzreihe auf. (Siehe spéter.)

Eine Folge in R? konvergiert genau dann, wenn sie die Bedingung fiir Konvergenz
einer reellwertigen Folge mit dem Absolutbetrag ersetzt durch die euklidische Norm
erfiillt. Wir werden Konvergenz von Folgen in R" verwenden, um Abgeschlossenheit
einer Teilmenge von R™ zu charakterisieren.
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Das Cauchy-Kriterium besagt, dass eine Folge in R? genau dann konvergiert, wenn
sie eine Cauchy-Folge ist. (Siehe unten.) In der Definition einer Cauchy-Folge kommt
kein Grenzwert vor. Das Cauchy-Kriterium ist daher niitzlich, falls wir noch keine
Vermutung haben, gegen welchen Wert die Folge konvergiert.

Um den Limes superior und inferior einer allgemeinen reellen Zahlenfolge definieren zu
kénnen, brauchen wir die folgenden Definitionen.

Definition (erweiterte reelle Zahlengerade). Wir definieren die erweiterte reelle Zah-
lengerade als die Menge
[—00, 0] := RU {—00,00}.

Definition (uneigentliche Konvergenz, uneigentlicher Grenzwert). (i) Sei (z,)nen, €i-
ne Folge in [—o0, 00]. Wir nennen (x,)nen, bestimmt divergent gegen oo g. d. w.

VO € Rdng € NgoVvn € Ng:n > ng =z, > C.

In diesem Fall nennen wir oo den uneigentlichen Grenzwert von (z,)nen, und
schreiben
lim(zy, )nen, = 00.

(ii) Wir definieren bestimmte Divergenz gegen —oo und den uneigentlichen Grenz-

wert —oo analog. (Wie?)

Sei I eine Menge und a : I — R eine Abbildung. Wir schreiben a; := a(i). Wir erinnern
uns an die Definition des Bildes von a,

im(a) = a(l) = {a; |,i € I}.

Des Weiteren erinnern wir uns an die Definition des Supremums und Infimums
einer Teilmenge von R. Wir schreiben

sup a; := supa([l).
i€l

Bemerkung. Wir betrachten [ als eine “Indexmenge”. Das ist nur eine Sichtweise.
Das Wort “Indexmenge” hat keine mathematische Bedeutung.
Sei (an)nen, eine Folge in R.

Definition 3.12 (Limes superior und inferior). (i) Wir definieren den Limes supe-
rior von (Gp)nen, alS

limsup a,, := limsup(a,)nen, := lim  sup a; € [—o0, o0].
n—00 N—3 jcNp:i>n
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(i) Wir definieren den Limes inferior von (a,)nen, als

liminf a,, ;= iminf(a,)nen, := lim  inf a; € [—00, ).
n— 00 n—oo 1€ENg:i>n

Bemerkungen. [Limes superior und inferior]

e Wir schreiben

b, == sup a; € [—00,00].
ieNg:i>n

Behauptung: Die Folge (b,)nen, konvergiert in [—oo, o0], d. h., sie konvergiert
gegen eine reelle Zahl oder divergiert bestimmt gegen 4-oc0.

Wegen dieser Behauptung ist Teil (fif) der Definition sinnvoll.

Beweis der Behauptung: Sei n € Nj. Die Menge {ai .1 € Ng 112 > n}
schliesst die Menge {ai |, 1€Ng:i>n+ 1} ein Hieraus folgt, dass b, > b,1.
Das bedeutet, dass die Folge (b,,)nen, monoton fallend ist.

Fall: Es gilt:

— Es gibt ein ny € Ny, sodass b, # oo.

— (bn)nen, ist nach unten beschrénkt.
In diesem Fall konvergiert (by,)nen, geméss Satz (Monotoniekriterium) gegen
eine reelle Zahl.
Fall: Vn € Nob,, = oo: Dann divergiert (b,)nen, bestimmt gegen oo.

Fall: (b,),en, ist nicht nach unten beschrinkt. Dann divergiert (b, ),en, bestimmt
gegen —oo.

Also konvergiert (by,)nen, in jedem Fall in [—o00, 00].
e Falls (ay)nen, in [—00, 00] konvergiert, dann gilt

lim(ay, )nen, = limsup(a,)nen, = liminf(a,)meng -

3Mit einschliessen meinen wir als Teilmenge enthalten.
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Beispiele. [Limes superior und inferior]

limsup (a, == (=1)"),en, = 1
liminf (a, := (=1)"),.en, = —1
1
lim sup (an = (—1)"+ —) =1
n n€Ng
. 1
lim inf (an = (=" — —) =-1
7 neN

limsup (a, == (=1)"n),en, = ©

liminf (a, := (=1)"n),cy, = —00
Sei (@n)nen, eine Folge in R? [lund A € RY. Wir schreiben[]
al, := i-te Komponente von a,,, A' .= i-te Komponente von A,
d. h. an:(a}l,...,aﬁ), A:(Al,...,Ad).
Wir definieren die euklidische Norm || - || wie in (1.7)).

Definition 3.13 (Konvergenz, Grenzwert einer Folge in R?). Wir sagen, dass die Folge
(an)nen, gegen A konvergiert g. d. w.

Ve € (0,00)3ng € No¥n € Ng : n > ng = |la, — Al < e.
In diesem Fall nennen wir A den Grenzwert (oder Limes) der Folge (ay)nen,-

Bemerkungen. [Konvergenz, Grenzwert einer Folge in R

e In den Fillen d = 1,2 stimmt Definition [3.13] mit Definition iiberein. Wir
verwenden auch fiir Folgen in R? die Notationen .

e In [Stral, Definition 3.6.1, S. 39] wird die Konvergenz einer Folge in R? ein bisschen
anders definiert. Diese Definition ist dquivalent zur Definition [3.13

Beispiele 3.14. [Konvergenz einer Folge in R

(i) Beispiele , sind Beispiele konvergenter Folgen in C = R

4Das bedeutet, dass a,, € R?, fiir jedes n € No.

SWir verwenden hier in af, einen oberen Index i fiir die i-te Komponente von a,,, da die untere
Stelle schon durch den Index n besetzt ist. Dieser obere Index stimmt mit der Konvention der Physik
iiberein, einen oberen Index fiir die Komponenten eines Vektors zu verwenden. Der obere Index sollte
nicht mit einer Potenz verwechselt werden.
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(ii) Wir betrachten die Folge (a,)nen in R® gegeben durch
(

, falls n = 3k + 1 fiir ein k € N,

, falls n = 3k + 2 fiir ein k € Ny,

, falls n = 3k fiir ein kK € N.

S
3
I
7\
3O O OO O O3

0

Diese Folge konvergiert gegen A := 0 := (0,0,0),

(ap)nen — A=0.

Das folgt aus der Tatsache ||, — A|| = &, fiir jedes n € N, und Beispiel .
Bemerkung. [Konvergenz von Folgen in R? erhalten unter Summe, Produkt und Quo-
tient] Die Aussagen des Satzes gelten auch fiir Folgen in R?, soweit sie sinnvoll sind.
Préziser gesagt, gilt Folgendes:

e Aussage (i) gilt fiir Folgen (a,)nen und (b,)nen in RY.
o gilt fiir eine Folge (a,)nen in R? und eine Folge (b, )nen in R.
o gilt fiir eine Folge (a,)nen in RY und eine Folge (by,)nen in R.
Der folgende Satz liefert ein weiteres Kriterium fiir die Konvergenz einer Folge in R?.

Sei d € N, (ay,)nen eine Folge in R? und A € R%.

Satz 3.15 (Komponenten-Kriterium fiir Konvergenz einer Folge in RY). Es sind dquivalent:

(i) (an)nen konvergiert gegen A.

(ii) Fiir jeden Index i € {1,...,d} konvergiert die i-te Komponentenfolge (a')nen
gegen At

Beweis: [Stral Satz 3.6.1, S. 39]

Beispiel. [Komponenten-Kriterium fiir Konvergenz einer Folge in R Wir betrachten
die Folge (an)nen aus Beispiel und A := 0 € R®. Wir zeigen noch einmal,
dass (an)nen — A. Dazu tiberpriifen wir die Bedingung des Satzes [3.15] Sei
i€ {1,2,d=3}.
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AN

Abbildung 3.6: Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857, franzosischer Mathematiker.

Fall i = 3: Sei ¢ > 0. Wir wihlen ein ny € Ny wie in Beispiel (harmonische Folge

konvergiert). Sei n € Ny, sodass n > ng. Falls 3|n EI, dann haben wir a} = %, also
- . 1
- =1
n
<e (gemiiss unserer Wahl von ng wie in Beispiel ,

wie gewiinscht. Falls 3 fn, dann haben wir a3 = 0 und daher
|aj, — A’ =0 <e.

Fiir ¢ = 3 ist daher erfiillt. Analoge Argumente zeigen, dass diese Bedingung auch
fir ¢ = 1,2 erfiillt ist. Also ist erfiillt. Geméss Satz ist daher ({ij) erfiillt,
d. h (a/n)neN — A

Der néchste Satz liefert ein hinreichendes Kriterium fiir die Konvergenz einer Folge,
falls wir noch keine Vermutung haben, gegen welchen Punkt die Folge konvergiert. Wir
benotigen dazu die folgende Definition.

Definition 3.16 (Cauchy-Folge). Eine komplexe Zahlenfolge (a,)nen, heisst Cauchy-
Folge g¢. d. w.

Ve € (0,00)3ng € NoVm,n € Ng : m,n > ng = |a, — a,| < e. (3.13)

Cauchy-Folgen sind nach Augustin-Louis Cauchy benannt. (Siehe Abbildung (3.6])

Bemerkungen. [Cauchy-Folge]

6Das bedeutet, dass 3 die Zahl n teilt.
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e Die Bedingung (3.13) bedeutet:
Fiir jede reelle Zahl € > 0

gibt es eine natiirliche Zahl ng € Ny,

sodass fiir jedes Paar natiirlicher Zahlen m,n > ny gilt, dass

| — a,| <e.

e In dieser Bedingung kommt kein Grenzwert vor.

e In der Definition einer Cauchy-Folge diirfen wir die Bedingung “m,n > ng”
durch “m,n > ny” ersetzen. Wir diirfen auch die Bedingung “< &” durch “< &”
ersetzen. Dadurch ergeben sich dquivalente Definitionen.

Sei d € N, (a,)nen eine Folge in RY.

Satz 3.17 (Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz einer Folge in R%). Es sind dquivalent:

(i) (an)nen konvergiert.

(i1) (an)nen ist eine Cauchy-Folge.

Beweis: [Stral Satz 3.6.2, S. 39|

Bemerkung. [Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz einer Folge in RY] In Definition
(Cauchy-Folge) kommt kein Grenzwert vor. Falls wir noch keine Vermutung haben,
gegen welchen Punkt eine gegebene Folge konvergiert, ist die Implikation :> daher
ein niitzliches hinreichendes Kriterium fiir Konvergenz.

Beispiele 3.18. [Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz einer Folge in R

(i) Wir definieren die Folge (xy)gen, durch

27k falls 3|k, 1 1
k= { —27k, SOnst,‘ , d. h. ro=1, x1=—5, Zo=—5, ¥3=

9 4 8’

Wir definieren die Folge

n
Ap = E T .
k=0 neNg

Behauptung: Diese Folge konvergiert.



3.3. LIMES SUPERIOR UND INFERIOR, FOLGEN IN R,
CAUCHY-KRITERIUM 89

(i)

Beweis: Wir zeigen, dass Bedingung des Satzes erfiillt ist, d. h. Bedin-
gung ([3.13]) in Definition |3.16; Sei ¢ > 0. Geméss dem Archimedischen Prinzip
(Proposition [2.18)) gibt es ein ng € Ny, sodass

nyg > —.
9

Geméss der Bernoullischen Ungleichung gilt 20 = (14 1)™ > 1 + ny, also

27" < < €. 3.14
14 No c ( )
Seien m,n € Ny, sodass

n >m 2 ny.
Es gilt ap, — am = > ), .1 Z&. Mittels der Dreiecksungleichung (Satz [2.12)) folgt

daraus, dass

n

’an_am}g Z |$k|

k=m+1

_ 3
k=m+1
27(m+1) . 27(n+1)

= : (Das folgt aus der Rechnung, die (3.9)) zeigt.)

2
—9-m _9g-n

< 27 (da m > ny)
<e  (gemiss (3.14)).

Daher ist Bedingung (3.13]), d. h. Bedingung des Satzes erfiillt. Gemaéss
diesem Satz ist daher auch Bedingung (fi}) erfiillt, d. h. die Folge (a;)nen, konver-
giert. Das beweist die Behauptung.

Wir definieren die harmonische Reihe als die Folge

"1 1
(an ::ZE) N, d. h. al:I’ as =
ne

k=1

1

TEECP R I
27 CL3—1 37

—_ =
DN =

Behauptung: Diese Folge divergiert.
Beweis: Fiir jedes n € N gilt

2n

1 1 1

am == ) =" o0 T 2
k=n-+1

Daher ist Bedingung des Satzes nicht erfiillt. (Warum?) Geméss der
Kontraposition der Implikation :> ist daher ([if) nicht erfiillt. Das bedeutet,
dass die Folge (ay,)nen, divergiert.
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3.4 Reihen

Dieser Abschnitt entspricht [Stral, 3.7 Reihen].

Definition einer Reihe, Konvergenz davon, Beispiele
Sei (ax)ren, eine Folge in RY.

Definition 3.19 (Reihe). Fiir jedes n € Ny definieren wir die n-te Partialsumme der
Folge (ag)ren, als die Summe

n
k=0

Wir definieren die zu (ag)ken, gehorende Reihe (oder Folge der Partialsummen) als
die Folge
(Sn)nENO ‘

Falls diese Folge konvergiert, dann definieren wir

a0+a1+...::Zak (3.15)
k=0

= hm(sn>n€N0
n
= lim 5 ag.
n—oo
k=0

Bemerkungen. [Reihe]

)

e Das Zeichen “00”, das in Ausdruck “Y.° ja;” auftritt, hat keine selbststéndige
Bedeutung. Es bedeutet nur etwas im Zusammenhang mit dem ganzen Ausdruck.
Wir beniitzen hier das Zeichen “oc0”, da wir intuitiv unendlich lange addieren.

Achtung! Der Index k£ nimmt den Wert oo nicht an, d. h. “a.,” ist nicht definiert,
da oo keine natiirliche Zahl ist.

e In [Stral Definition 3.7.1, S. 40] und in gewissen Biichern wird das Wort Reihe
nicht prézise definiert. Es wird dort fiir den intuitiven Begriff einer unendlichen
Summe gebraucht. Eine solche “Reihe” wird dort als >, aj geschrieben. De-
finition priizisiert den Begriff “Reihe”. “Konvergenz” im Sinne von [Stral,
Definition 3.7.1, S. 40] bedeutet, dass die zu (ax)ren, gehorende Folge der Parti-
alsummen (s, =37/ ax), ey, konvergiert.

Beispiele. [geometrische und harmonische Reihe, Konvergenz]
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e Sei z € C mit |z| < 1. Wir betrachten die geometrische Folge mit gemeinsamem
Verhéltnis z, d. h. die Folge

(ar = =) en, -

Die n-te Partialsumme dieser Folge ist

Sy = 2.

k=0

Die zu (ay)gen, gehdrende Reihe ist daher die geometrische Reihe (3,_, ")
Gemiiss Beispiel konvergiert die geometrischen Reihe gegen

keNg”

1
1-27

(sz) 1 (n — 00), also sz:T}LIEOszzl_Z.
k=0 keNg k=0 k=0

e Wir betrachten die harmonische Folge

(o0:=5)
k= = .
k keN

Die zu (ag)ken, gehorende Reihe ist die harmonische Reihe (Zzzl %)keN. Gemaiss
Beispiel divergiert diese Reihe.

Konvergenzkriterien fiir Reihen

Sei (ax)ren, eine Folge in RY und (s, )nen, die zugehdrige Reihe, also Folge der Parti-
alsummen.

Proposition 3.20 (Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz einer Reihe in R?). Aquivalent
sind:

(i) Die Reihe (s,)nen, konvergiert.
(i)

sup —0 (m— o00)

n>m

n
>
k=m

Beweis: Das folgt aus der Tatsache s, — s,,_1 = >_,_  a; und Satz w (Cauchy-
Kriterium fiir Konvergenz einer Folge in RY).

Bemerkungen. [Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz einer Reihe in RY]
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e Aus Proposition |3.20| folgt: Falls die Reihe (sn = Z ak> konvergiert, dann
k=0 neN
konvergiert die Folge (ax)ren, gegen 0. (Betrachten Sie dazu n= m!)

e Die Umkehrung dieser Implikation ist die folgende Aussage:

“Falls die Folge (ax)ren, gegen 0 konvergiert, dann konvergiert die Reihe (sn = Z ak) J
k=0

n€Ng

Diese Aussage ist falsch. Ein Gegenbeispiel ist die harmonische Folge (ak = %) eN®
Gemiiss Beispiel konvergiert diese Folge namlich gegen 0. Ihre Reihe, die har-

1
monische Reihe Z z divergiert jedoch gemiss Beispiel 3.18.
k=1

neN

Der folgende Satz liefert ein Kriterium fiir die Konvergenz einer Reihe in C. Sei (a)ken,
eine Folge in C.

Satz 3.21 (Quotientenkriterium fiir die Konvergenz einer Reihe). Wir nehmen an,
dass a # 0, fiir jedes k € Ny.

n

(i) Die Reihe <Z ak> konvergiert, falls
n€Ng

k=0
a
lim sup bt 1.
k—ro0 Qg
n
(ii) Die Reihe ( ak> divergiert, falls
k=0 n€Ng
a
liminf | =% > 1.
k—o0 ag

Beweis: [Stral Satz 3.7.2., S. 41]

Die komplexe Ezponentialfunktion spielt eine zentrale Rolle in der Analysis. Um sie zu
definieren, benotigen wir das Folgende. Sei z € C.

Definition 3.22. [Exponentialreihe] Wir definieren die Exponentialreihe zu z als die
zur Folge (ak = %)keN gehorige Reihe, also die als die Folge (ZZZO 2—’:)
! . !

nGNﬂ



3.4. REIHEN 93

Bemerkung. In dieser Definition tritt k£ Fakultéit, d. h.k! := Hlei =1-2---- k auf.
Im Fall £ = 0 ist das das leere Produkt, welches wir 1 definieren, also

ol =1.
Beispiel 3.23. [Quotientenkriterium, Exponentialreihe] Behauptung: Die Exponen-

tialreihe zu 2z konvergiert.
Beweis: Falls z = 0, dann stimmt die Aussage. Wir nehmen jetzt an, dass z # 0.
Dann gilt a5, = ‘2—’7 # 0, fiir jedes k € Ny und
L
k+1
—0 (k— o) (geméss Beispiel [3.4).

Gemiiss Satz 3.21 konvergiert die Exponentialreihe zu z, <ZZ:0 i—?) N daher.
U ) neNg

Ak+1
Qg

Definition 3.24 (komplexe Exponentialfunktion). Wir definieren die (komplexe) Ex-
ponentialfunktion als die Funktion

Exp :=exp:C — C, exp(z) 1= Z Z— = lim =

Bemerkung. Geméss Beispiel existiert dieser Grenzwert, d. h. exp(z) ist wohl-
definiert.

Fiir ein weiteres Beispiel, in dem Satz angewendet wird, sieche [Stra, Beispiel
3.7.2. ii)].

Das Quotientenkriterium sagt nichts aus, falls unendlich viele a; gleich 0 sind oder
die Folge der Quotienten “**L stark oszilliert. Das folgende Kriterium behandelt auch

solche Fille. Sei (ay)gen eine Folge in C.

Satz 3.25 (Wurzelkriterium fiir die Konvergenz einer Reihe). (i) Die Reihe <Z ak>
neNg

k=0
lim sup v/ |ax| < 1.

k—o0

konvergiert, falls

n

k=

(ii) Die Reihe <

ak> divergiert, falls
1 n€Ng

lim sup \/|ax| > 1.

k—o0

Beweis: [Stral Satz 3.7.3., S. 43]
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Potenzreihe, Konvergenzbereich und -radius

Als Anwendung des Wurzelkriteriums erhalten wir das folgende Korollar. Um es zu
formulieren, benotigen wir die folgenden Definitionen. Sei ¢ = (¢ )ken, €ine Folge in C.

Definition 3.26 (Potenzreihe, Konvergenzbereich, -Radius, -Kreisscheibe). (i) Wir
definieren die zu (ci)gen, gehorige (komplexe) Potenzreihe als die Abbildung

Coz— (Z ckzk) € {Folge in C}. (3.16)
k=0

n€ENg

Wir nennen ¢ den k-ten Koeffizienten der Potenzreihe (3.16)).
(i) Wir definieren:

n
Konvergenzbereich der Potenzreihe z +— ( E ckzk>
k=0 n€Ng

= zur Koeffizientenfolge (cr)ren, gehoriger Konvergenzbereich
= {z eC ' (Z ckzk> konvergiert} ,
k=0 neNg

n
Konvergenzradius der Potenzreihe z —» ( E ckzk)
k=0 neNg

= zur Koeffizientenfolge ¢ = (c)ren, gehoriger Konvergenzradius
=p

= Pe
1

= € [0
lim supy,_, oo /| x| 0.

o0] :=[0,00) U {o0}, (3.17)

n
Konvergenzkreisscheibe der Potenzreithe z — < E ckzk>
k=0 neNg

= zur Koeffizientenfolge (cx)ken, gehorige Konvergenzkreisscheibe

= B2(0) (3.18)

Bemerkungen. e In (3.17) verwenden wir die Konventionen

1
6 = 00, 55 = 0.
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e In (3.18) bezeichnet B2(0) die offene Kreisscheibe mit Radius p um 0. Siehe
Definition [L.16]

Korollar 3.27 (Konvergenzbereich einer Potenzreihe, Konvergenzradius). (i) Die Rei-

he <Z ckzk> konvergiert fir jedes z € C, sodass |z| < p.
k=0 neNp

(ii) Die Reihe (Z ckzk) divergiert fiir jedes z € C, sodass |z| > p.
n€Ng

k=0

Beweis des Korollars [3.27; Das folgt aus Satz (Wurzelkriterium) mit ay :=

cp?t, da
Nar| = |2| - v/ ekl VEk € N.

(Uberpriifen Sie das!)0]

Bemerkung. [Korollar] Korollar bedeutet Folgerung. Ein Korollar ist also ein Satz,
der auf einfache Weise aus einem anderen Satz folgt. Korollar folgt zum Beispiel
auf einfache Weise aus Satz [3.25] Mathematisch gesehen bezeichnen Korollar und Satz
dasselbe. Siehe auch Bemerkung .

Bemerkungen. [Konvergenzbereich einer Potenzreihe, Konvergenzradius]

n
e Gemaiss Korollar|3.27|enthélt der Konvergenzbereich der Potenzreihe z +— (Z ckzk>
k=0 nENg
die Konvergenzkreisscheibe Bﬁ (0) und ist dieser Konvergenzbereich in der abge-

schlossenen Kreisscheibe Ei(O) enthalten. Die Konvergenzkreisscheibe ist daher
die grosste offene Kreisscheibe, auf der die Potenzreihe konvergiert.

e Das Korollar sagt nichts dariiber, ob ein gegebener Punkt 2z auf dem Kreis S},(O)
im Konvergenzbereich der Potenzreihe liegt.

Beispiel. [Konvergenzbereich einer Potenzreihe, Konvergenzradius|] Wir betrachten
die Folge (cx)ken, gegeben durch

L { 1,  falls k gerade ist,
= 27k falls k ungerade ist.

Fiir jedes gerade k gilt {/c, = 1, fiir jedes ungerade k gilt {/c, = % Hieraus folgt,
dass lim sup,_, . v/|cx| = 1. Daher ist gemiéss (3.17)) der zur Koeffizientenfolge (cx)ren,
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gehorige Konvergenzradius gegeben durch

1

p = - =
lim supy, o V/[ck|

1.

Geméss Korollar [3.27] konvergiert die (Z ckzk> daher fiir jedes z € C, sodass
k=0 n€Ng
|z| < 1, und sie divergiert fiir jedes z € C, sodass |z| > 1.

Bemerkung. Das Quotientenkriterium (Satz [3.21]) sagt in diesem Beispiel nichts, da
hier fiir a;, := c;2* mit z # 0 gilt, dass

Q41
ag

AL41
Qg

= 00, lim inf = 0.

lim sup
k—o0

k—o0

(Uberpriifen Sie das!)

Beispiel 3.28. [Exponentialreihe]Wir definieren die (komplexe) Exponentialreihe als
die zur Folge (%) kN gehorige Potenzreihe, also als die Abbildung

n Zk
2 = Z m .
k=0 neNg

Die rechte Seite ist die Exponentialreihe zu z. (Siehe Definition [3.22])

Konvergenzkriterium von Leibniz fiir alternierende Reihen

Das néchste Konvergenzkriterium ist im Fall alternierender Reihen niitzlich. Sei (ax)ken,
eine Folge in R.

Definition 3.29 (alternierende Folge, alternierende Reihe). Wir nennen (ax)ren, al-
ternierend g. d. w.

Vk € Ng: (—1)*ar >0 oder Yk € Ng: (—1)%a; <0.
Wir nennen die zu (ag)ken, gehorige Reihe alternierend g. d. w. (ay)gen, alternierend
18t.

Beispiel 3.30. [alternierende harmonische Reihe] Wir definieren die alternierende har-
monische Folge als die Folge
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Diese Folge ist alternierend. Wir definieren die alternierende harmonische Reihe als
die Reihe gehorig zur Folge (ag)ken, also als die Folge

= (1)t 1
(sn:—z( ]3 > o odhs =
neN

k=1

W —

|
w»
no
|
—| =
|
N | —
v
w
\
[
|
N | —

Diese Reihe ist alternierend.

Satz 3.31 (Konvergenzkriterium von Leibniz fiir alternierende Reihen). Sei (ax)gen,
eine monoton fallende Folge in R, die gegen 0 konvergiert.ﬂ Dann konvergiert die zu

((—1)kak)keN0 gehirige Reihe, also die Folge | s, = Z(—l)kak

Bemerkung. Diese Reihe ist alternierend.

Dieser Satz ist nach Gottfried Wilhelm Leibniz benannt. (Siehe Abbildung[0.2|) Be-
weis des Satzes Sei k € Ny. Da (a;)ien, monoton fallend ist, haben wir
0 > —Q9k—1 + Qo und daher

Sok—2 = Sok—2 — Q2k—1 + Aok = Sok.

Daher ist die Folge (sax)ren, monoton fallend. Ein dhnliches Argument zeigt, dass
Sok—1 < Sopi1, fir jedes & € N, d. h. die Folge (sor_1)ken ist monoton wachsend.
Mittels Induktion folgt daraus, dass

Sok41 Z S1, Vk € No. (319)

Sei k € Ng. Es gilt sop > Sop —aor11 = Soxs1 und daher wegen , dass s9;, > s1. Die
Folge (sax)ken, ist deshalb nach unten beschrankt. Da sie auch monoton fallend ist,
konvergiert sie daher geméss Satz (Monotoniekriterium). Ein analoges Argument
zeigt, dass die Folge (sar11)ren, konvergiert. Die Folge (—agg11),cy, konvergiert gegen
0, da (an)nen, geméiss Voraussetzung gegen 0 konvergiert. Geméss Satz gilt daher

(82k+1 = Sor — a2k+1)keNO — A + 0, A :=1lim (SQk)k:eNo .

Daraus folgt, dass die Folge (s, )nen, gegen A konvergiert. (Warum?) Das beweist Satz
B3I O

Beispiel 3.32. |alternierende harmonische Reihe konvergiert] Geméss Satz kon-

k

n
-1 k—1
vergiert die alternierende harmonische Reihe <sn = Z Q
k=1 neN

"Daraus folgt, dass aj > 0, fiir jedes k.
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Bemerkung. Das steht im Kontrast zur Tatsache, dass die harmonische Reihe diver-
giert. (Siehe Beispiel [3.18](ii).)

Frage 3.33. Was ist der Grenzwert der alternierenden harmonischen Reihe?

Wir werden diese Frage spiter mittels einer Potenzreihe beantworten. (Siehe Beispiel
6.44.)

Zeta-Reihe, Zeta-Funktion

Das néchste Beispiel liefert eine wichtige Funktion, die mittels einer Reihe definiert
wird.

Beispiel. [Zeta-Funktion| Sei s € R. Wir nennen die zur Folge (a;€ = %)keN gehorige
Reihe, also die Folge (Z:Zl %)nGN’ die Zeta-Reihe zu s. Falls s > 1, dann konvergiert
diese Reihe. (Siehe [Stral, Beispiel 3.7.4, S. 44].) Wir definieren die Riemannsche Zeta-
Funktion (oder ¢-Funktion) als

¢:(1,00) =R, C(s) := Z e = lim e
k=1

Falls s < 1, dann divergiert die Reihe (37 45), - (Siche [Stral, Beispiel 3.7.4, S. 44].)
Fiir s = 1 ist das die harmonische Reihe, deren Divergenz wir in Beispiel gezeigt
haben.

Bemerkungen. e Bei dieser Reihe versagen das Quotienten- und Wurzelkriteri-
um. (Siehe [Stral, Beispiel 3.7.4, S. 44].)

e Das Basler Problem ist das Problem, den Wert

~1 1 1 1
C(2):ZEZI+§+§+“"

also die Summe der reziproken Quadratzahlenﬁ] zu berechnen. Dieses Problem
wurde von Leonhard Euler gelost. Es gilt

71-2

=1
¢(2) = 26
k=1

e Zu ((3) ist einiges unbekannt. Erst 1979 wurde bewiesen, dass ((3) irrational ist.
Man kann ((3) jedoch auf beliebig viele Dezimalstellen berechnen, zum Beispiel
mittels der Definition als Grenzwert einer Reihe.

8ohne 0
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e Die (-Funktion kann zu einer holomorphen Funktion C\ {1} — C fortgesetzt
werden. (Holomorphe, d. h. komplex differenzierbare Funktionen werden in der
Vorlesung Mathematische Methoden fir ITET und RW im 2. Semester behan-
delt.) Die (fortgesetzte) (-Funktion spielt eine wichtige Rolle in der Zahlentheorie,
einem Teilgebiet der Mathematik, in dem ganzzahlige Losungen von Gleichungen
und Primzahlen studiert werden. Die beriihmte Riemannsche Vermutung besagt,
dass die nichttrivialenﬂ Nullstellen der (-Funktion alle Realteil gleich % haben.

3.5 Absolute Summierbarkeit einer Folge,
absolute Konvergenz einer Reihe

Dieser Abschnitt entspricht [Stral 3.8 Absolute Konvergenz, S. 45].

Sei (ax)ren, eine Folge in RY.

Definition 3.34 (absolut summierbar, absolut konvergent). Wir nennen (ax)ken, ab-
solut summierbar g. d. w. die zu (||ag||),on. gehoTige Reihe, also die Folge (37 _, |laxl|)
konvergiert.

€Np neNg

In diesem Fall nennen wir die zu (ay)ken, gehirige Reihe, also die Folge (3, _ ax)
absolut konvergent.

ne€Ng’

Beispiel 3.35. [absolute Konvergenz einer Potenzreihe auf ihrer Konvergenzkreisschei-
be|Sei (cx)ken, eine Folge in C. Fiir jeden Punkt in der zugehorigen Konvergenzkreis-

scheibe konvergiert die zugehorige Potenzreihe absolut. Das bedeutet, dass fiir jedes
n

z € C mit |z| < p die Reihe (Z }ckzk|> konvergiert. Das folgt aus Korollar [3.27]
n€Ng

k=0

(Uberpriifen Sie das!)

Wenn eine Folge absolut summierbar ist, dann konvergiert die zugehorige Reihe. Wir
kénnen dann die Folgenglieder sogar in einer beliebigen Reihenfolge addieren. Das ist
der Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 3.36 (absolute Summierbarkeit und Umordnung). Falls die Folge (ax)ren, absolut
summierbar ist, dann konvergiert fiir jede bijektive Abbildung ¢ : Ng — Nq die zur Folge
(ap(j))jen, gehorige Reihe, und es gilt

Z Qo (j) = Z (-
=0 k=0

9Die trivialen Nullstellen sind die Zahlen —2, —4, —6, ... .
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Beweis: [Stral Satz 3.8.1., S. 46]

Bemerkungen. o (ay())jen, ist die mittels ¢ umgeordnete Folge. Die zugehorige
Reihe ist die mittels ¢ umgeordnete Reihe. Satz besagt also, dass fiir eine
absolut summierbare Folge die umgeordnete Reihe fiir jede Umordnung konver-
giert.

e Inshesondere gilt das also fiir die Identitdt ¢ = id : Ng — Ng. Daher gilt also:
Wenn eine Folge absolut summierbar ist, dann konvergiert die zugehorige Reihe.
Anders gesagt, gilt: Wenn eine Reihe absolut konvergiert, dann konvergiert sie.

e Die Umkehrung dieser Aussage lautet:

“Wenn eine Reihe konvergiert, dann konvergiert sie absolut.”

Diese Aussage ist falsch. Ein Gegenbeispiel dazu ist die alternierende harmonische
Reihe. Geméss Beispiel konvergiert diese Reihe néamlich, aber nicht absolut.
(=11
Die Folge (Z % =7 ist ndmlich die harmonische Reihe, welche
k=1

neN
geméss Beispiel divergiert.

Beispiele. [absolute Summierbarkeit, Konvergenz und Umordnung]

e Sei z € C, sodass |z| < 1. Wir betrachten die geometrische Folge (2¥)pen, und die

zugehorige Reihe, die geometrische Reihe (sn = sz . Da |z| < 1, kon-
k=0

n€ENg

vergiert geméss Beispiel [3.7|die zu (}zk‘ = |Z|k)k€N0 gehorige Reihe (Z |z|k> .
n€Ng

k=0
Daher ist die Folge (2%)zen, absolut summierbar, d. h., die geometrische Reihe

(Z zk> konvergiert absolut. Geméss Satz |3.36| mit ¢ = id konvergiert
k=0 neNg

daher die geometrische Reihe (Z zk> .
neNg

k=0
Bemerkung: Das zeigten wir schon in Beispiel 1. wo wir auch den Grenz-
wert, ﬁ berechneten.

e Mittels des gleichen Arguments folgt, dass fiir jedes z € C mit |z] < 1 und
jede bijektive Abbildung ¢ : Ny — Ny die umgeordnete geometrische Reihe

(Z 29\ konvergiert. Betrachten wir zum Beispiel die Abbildung

J=0 neNg
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j o123 |4|5|6|7|8 |9]10]11]...
eG)y|of1]2]4[3]5]6|8[10[7|9 [11]...

(1 gerade Zahl, 1 ungerade Zahl, 2 gerade Zahlen, 2 ungerade Zahlen, 3 gerade
Zahlen, 3 ungerade Zahlen, ... ) Der Grenzwert der umgeordneten Reihe ist dann
gegeben durch

D+ 2242+ P+ A T

:sz:zo+zl+z2+z3+--- (gemiiss Satz |3.36))
k=0

1

1z

e Wir definieren die Folge (z)ken, durch

o { 27F  falls 3|k,
k= —27*, sonst.

und (s, )nen, als die zu (zg)ren, gehorige Reihe. Gemiiss Beispiel [3.7] konvergiert
die zu (|zx| = %)kGNO gehorige Reihe (37 %)nGNO. Dabher ist die Folge (2 )ken,

absolut summierbar, d. h., die zugehorige Reihe | s, = Zxk> konvergiert
k=0

n€ENg
absolut. Der Grenzwert

1 1 1 1 1
270 ol 972493 o _oh 4. =1 - - — — —

...
2 4 8 16 32

existiert also. Das zeigten wir auch schon in Beispiel [3.18]().

Bemerkungen. [Umordnung einer nicht absolut konvergenten Reihe]

(i) Fiir jedes S € [—o0,00] kann eine konvergente, aber nicht absolut konvergente
Reihe so umgeordnet werden, dass sie gegen = konvergiert. (Im Fall S = +oo
bedeutet das, dass die Reihe bestimmt nach +oo divergiert.) Das ist die Aussage
des Riemannschen Umordnungssatzes. (Siehe [Wal97, 5.17 Riemannscher Umord-
nungssatz, S. 105].)

In [Stral Beispiel 3.8.1, S. 45] wird zum Beispiel gezeigt, wie wir die alternieren-
de harmonische Reihe so umordnen konnen, dass sie divergiert. Als ein anderes

Beispiel betrachten wir die alternierende harmonische Folge (ak : (_ll)f_l)keN.
111

T2y T 103 -

Durch Umordnung erhalten wir daraus die Folge 1,

)

1
]

sl
Sl

)

(S

1
6’

PR
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. Die zugehorige Reihe konvergiert mit Grenzwert gegeben durch

(1 1) 1 N <1 1> 1 N (1 1 ) "

2 4 3 6 8 5 10 12

1 1 1 1 1 1
St

2 4 6 8 10 12

1 1 1 1 1 1
=—|(l1l—==4+-=—-4+-——-4...

2 ( 2 + 3 4 + 5 6 )

1
= 5 Grenzwert der alternierenden harmonischen Reihe.

(ii) Bemerkung ({if) steht nicht im Widerspruch zur Kommutativitét der Addition, da

diese im Allgemeinen nur fiir endliche Summen gilt.

Seien (ak)ren, := a und (by)sen, := b zwei Folgen in C.

Definition 3.37 (Faltung, Cauchy-Produkt). (i) Wir definieren die Faltung (oder

das Faltungsprodukt) von a und b als die Folge

axb:Ng—=C,  (axb)y = (axb)(m)= >

k£eNg:k+f=m

(i) Wir definieren das Cauchy-Produkt der zu a und b gehérigen Reihen als die zur

gefalteten Folge a x b gehorige Rethe, also

K L
Cauchy-Produkt von (Z ak> und (Z bg) =
KeNg LeNg

k=0 /=0

Beispiele. [Faltung]

e Die Faltung von a = 1 mit sich selbst ist gegeben durch

(a*a)m:ZLl:m—i—l.
k=0

e Seien z,w € C. Die Faltung der Folgen

CL,bINO—>C, ap ‘= — by :=

[

M

Z(a * b)m = Z akbm_k

m=0

m
akbg: E akbm_k.
k=0

m

k=0

(3.20)

>M€N0
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ist gegeben durch

m kam—k
(a*b)mzzk‘ R
k=0
1 — !
= kz:% <TZ> ZF . w™ %  (Binomialkoeffizient: (7;) = k;'(mL—k:)')
1
= %(z + w)™(geméss dem binomischen Lehrsatz). (3.21)

Satz 3.38 (Cauchy-Produkt zweier Reihen). Seien a = (ag)ren, und b = (be)een,
absolut summierbare Folgen in C. Dann ist die Faltung a x b absolut summierbar, und

es gilt
> (axb)m 1Lmza*b Zak Zbg (3.22)
m=0 k=0

Beweis: [Bla03], (5.18), S. 189] oder [Stral, Satz 3.8.2., S. 47]

Bemerkungen. [Produkt zweier Reihen]

e Dieser Satz besagt:

— Das Cauchy-Produkt zweier absolut konvergenter Reihen konvergiert abso-
lut.

— Der Grenzwert des Cauchy-Produktes solcher Reihen ist gleich dem Produkt
der Grenzwerte der Reihen.

e Wir betrachten den Fall, dass aj # 0 fiir nur endliche viele £ und b, # 0 fiir nur
endlich viele ¢. Das bedeutet, dass es Zahlen K, L € Ny gibt, sodass a; = 0 fiir
k > K und b, = 0 fiir £ > L. Dann folgt die Aussage von Satz aus dem
Distributivgesetz. Genauer gesagt gilt

00 K+L

Z(a % 0)pm = Z(a *0)m
m=0 m=0
K+L

— Z Z aiby (gemiiss Definition

m=0 k=0,...,K,¢=0,...,L: k+{=m

= Z akbg

K L
= (Z ak> Z by (geméiss dem Distributivgesetz).
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e Der interessante Aspekt von Satz m ist, dass die Identitét (3.22]) auch gilt, falls

ay # 0 fiir unendlich viele k oder b, # 0 fiir unendlich viele £.

Ohne die Voraussetzung, dass a und b absolut summierbar sind, ist die Aussage
des Satzes im Allgemeinen falsch, selbst wenn die zu a und b gehérigen
Reihen konvergieren. Ein Gegenbeispiel wird gegeben durch

(—1)*
VE+1

Die zu a gehorige Reihe konvergiert geméss Satz (Konvergenzkriterium von
Leibniz fiir alternierende Reihen). Die zum Cauchy-Produkt a % a gehorige Reihe
konvergiert jedoch nicht, und daher ist die Aussage des Satzes fiir dieses
a = b falsch. Sei néimlich m € Ny. Geméss Satz 2.13] (Youngsche Ungleichung)
mit z:=vk+1,y:=vm—~k+1und c:=1 gilt

b:=a.

a:Ng—C, a;:=

\/k+1\/m—k+1§%((k+1)+(m—k+1)):m—+2. (3.23)

2
Es gilt

(axa), = iak * (yy—ke
k=0
e e
_;wk+1\/m—k+1

m - 1
=) ;x/k+1x/m—k+1'

Mittels (3.23)) folgt daraus, dass

2(m+1)

)
(a*a)u] > = >1
k:0m+2 m+ 2

Mittels Proposition (Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz einer Reihe in R?)
folgt daraus, dass die zu a x a gehorige Reihe nicht konvergiert. (Warum?)

Bemerkung: Die Folge a ist nicht absolut summierbar. (Warum?) Es ergibt sich
daher kein Widerspruch zu Satz [3.38

Korollar 3.39 (Additionstheorem fiir die Exponentialfunktion). Fiir alle z,w € C gilt

exp(z + w) = exp(z) - exp(w).
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Beweis des Korollars Seien z,w € C. Wir definieren a und b wie in (3.20)).
Gemiss Definition [3.24] gilt

) " (2 w)™
exp(z +) = Jin 32 P
m=0 )

= n11_>11010 Z(a *0)m (wegen ([3.21))

m=0
— Z ap Y by (gemiss Satz[3.38))
k=0 =0
— expl=) exp(uw).

Das beweist Korollar 3.391 [J

3.6 Die Exponentialfunktion und die
trigonometrischen Funktionen Kosinus und

Sinus
Dieser Abschnitt entspricht [Stral 3.9 Die Exponentialreihe und die Funktion e*, 5.3
Die trigonometrischen Funktionen|. An rationalen Stellen ist die Exponentialfunktion

durch Potenzieren von e gegeben. Die Exponentialfunktion héngt iiber die Eulersche
Formel mit den trigonometrischen Funktionen Kosinus und Sinus zusammen.

Wir definieren e wie in Deﬁnitionm (e :=lim, s (1 + %)n) Wir erinnern uns an die
folgende Definition aus dem Gymnasium. Fiir Zahlen b € (0,00) und r € Q definieren
wir die r-te Potenz von b als

b= Vbm, (3.24)
wobei m € Z und n € N so gewihlt sind, dass 7 = .

Bemerkung. b" ist wohldefiniert, d. h. die rechte Seite von ([3.24)) héngt nicht von der
Wahl von (m,n) [[7] ab.

Satz 3.40 (Exponentialfunktion, Eulersche Zahl). Fiir jede rationale Zahl r gilt

e" = exp(r).

Beweis: [Stral Satz 3.9.2, S. 49]

0g0dass r = %
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Bemerkung. Insbesondere gilt

z € C.

Definition 3.41 (komplexe Potenz von e). Wir definieren

e 1= exp(z).

Bemerkung. Fiir ein rationales z = r haben wir ¢” schon mittels (3.24) definiert.
Wegen Satz fallen fiir ein solches z die Definitionen ([3.24]) und zusammen.
Dabher ist die Definition B.41] sinnvoll.

Um den Zusammenhang der Exponentialfunktion mit der Kosinus- und der Sinusfunk-
tion zu erkldaren, bendtigen wir die folgende Definition.

Definition 3.42 (Kosinus- und Sinusreihe). Wir definieren die Kosinusreihe zu z als

die zur Folge <(_(12);;2j> N gehdrige Reihe, also als die Folge (Z;n:o (_(;?)Z,Zj) o
! j€Ng ' m&No

Wir definieren die Sinusreihe zu z als die zur Folge (

also als die Folge (Z}n:o

(—1)i223+1 . .
TS >j€N0 gehorige Reihe,
(—1)7 229 +1

2j+1)! >meN0'

Bemerkung 3.43. Die Kosinus- und die Sinusreihe konvergiert (fiir jedes z € C). Das
folgt aus Satz (Quotientenkriterium). (Uberpriifen Sie das!)

Definition 3.44 (Cos, Sin). Wir definieren die Funktionen

1)7 z25+1
Cos,Sin:C =€, Cos(z) = lim Z . Sin(z) = lm Z —zj)+ ]

Um den néchsten Satz zu formulieren, benotigen wir die folgende Definitionen. Seien
Xo, Yo Mengen, X C Xy und f : Xy — Yy. Wir definieren die Finschrinkung (oder
Restriktion) von f auf X, als die Abbildung

flx = f Ix (X, Yo, {(z, f(2)) |z € X}).

(] stellt eine Harpune dar.) f : X — Yj ist also die gleiche Funktion wie f, ist aber
nur auf X definiert. Wir erinnern uns an Definition [2.21] (cos, sin).
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Satz 3.45 (Kosinus, Sinus). Die Einschrinkung von Cos auf R ist durch cos gegeben
und die Finschrankung von Sin auf R durch sin, d. h.

Cos |gr = cos, Sin |gr = sin.

Beweis: Das folgt aus dem Beweis der Existenzaussage von Lemma (S.[179). Siehe
Bemerkung [5.28]

Korollar 3.46 (Eulersche Formel). Fiir jedes ¢ € R gilt

€'Y = cisp = cos ¢ + isin .

Beweis: Es gilt

e'? = exp(iyp) (geméss Definition [3.41)

i N (9)°
—JLH;;T

-0
( m . ; m 23+1 >
= lim +
m—00 o e 2] ~|» 1
S (—1)]<P2‘7 o~ (—1) !
= lim ~——— 414 lim —
= Cosp +1Singp (geméiss Definition |3.44)) (3.25)
= cos p + isinp (gemiiss Satz |3.45)]). (3.26)

Das beweist Korollar 3.46l [J
Als eine Anwendung der Eulerschen Formel und des Additionstheorems erhalten wir
das folgende Korollar.

Korollar 3.47 (Periodizitéit der komplexen Exponentialfunktion). Fs gilt

Exp(z + 27i) = Exp(z), vz e C.

Beweis: Fiir jedes z € C gilt

Exp(z + 2m1) = Exp(z) Exp(27i) (geméss Korollar [3.39)
=Exp(z) -1 (wegen Korollar und cos(27) = 1, sin(27) = 0).

Das beweist Korollar B.47. [J






Kapitel 4

Stetigkeit, Topologie

Dieses Kapitel entspricht [Stral, Kapitel 4]. Ein zentraler Begriff dieses Kapitels ist
die Stetigkeit einer Funktion mehrerer Verdnderlicher. Anschaulich gesprochen, ist ei-
ne Funktion stetig, falls wir ihren Graphen zeichnen kénnen, ohne den Bleistift vom
Papier zu heben. Das bedeutet, dass sich ihre Werte nur wenig dndern, wenn das
Argument sich wenig dndert. Stetigkeit ist eine Voraussetzung vieler Sétze. Zum Bei-
spiel ist jede stetige Funktion auf einem abgeschlossenen und beschrinkten Intervall
Riemann-integrierbar. (Siehe [Stral Satz 6.2.2].)

Wir werden Stetigkeit mit Hilfe von Topologie charakterisieren. Die Topologie ist ein
Teilgebiet der Mathematik, das sich mit offenen Mengen befasst. Eine Teilmenge von
R™ heisst offen, falls sie die Vereinigung von offenen Billen (= offene Vollkugeln) ist.
(Im eindimensionalen Fall ist ein offener Ball dasselbe wie ein offenes Intervall.) Eine
auf einer offenen Menge definierte Funktion f ist genau dann stetig, wenn das Urbild
unter f jeder offenen Menge wieder offen ist. Das charakterisiert Stetigkeit mittels
Topologie.

4.1 Stetigkeit
Seien n,n’ € N, S CR™, S CR" und f: S — S’ eine Funktion.
Definition 4.1 (Stetigkeit). (i) Seixg € S. f heisst an der Stelle xo [[stetig g. d. w.
Ve € (0,00)3) € (0,00)Vz € S : ||z — x| <0 = ||f(:v) - f(Io)H <e (4.1
(ii) [ heisst stetig g. d. w. f an jeder Stelle seines Definitionsbereiches stetig ist.

Bemerkungen 4.2. [Stetigkeit]

Loder im Punkt z¢ oder schlichtweg in xg

109
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Abbildung 4.1: Karl Weierstraf}, 18151897, deutscher Mathematiker, Vater der Epsi-
lontik (= Wissenschaft des ¢).

(i) Ausgesprochen lautet die Stetigkeitsbedingung (4.1)):

Fiir jedes ¢ € (0,00) gibt es ein § € (0,00), sodass fiir jedes z € S gilt: Falls
der (euklidische) Abstand zwischen z und xy kleiner gleich ¢ ist, dann ist der
Abstand zwischen f(z) und f(x) kleiner gleich €. Das bedeutet, dass sich der
Wert von f nur wenig dndert, wenn sich ihr Argument xy &ndert.

(ii) Die Bedingung (4.1)) heisst das Weierstrafische e-0-Kriterium. Sie ist nach Karl
Weierstrafl benannt. (Siehe Abbildung 4.1])

(iii) In (4.1)) diirfen wir die Bedingung “... < ¢§” durch “... < §” ersetzen. Wir diirfen
auch die Bedingung “... < ¢” durch “... < €” ersetzen. Dadurch ergeben sich
dquivalente Definitionen.

(iv) In [Stral Definition 4.1.3., S. 52] wird Stetigkeit an einer Stelle anders definiert.
Diese Definition und Definition [4.1] sind &quivalent.

(v) Die Funktion f ist an der Stelle xo unstetig, d. h. nicht stetig g. d. w. gilt

= (Ve € (0,00)30 € (0,00)Vz € S« ||z —x0]| <6 = ||f(2) — flzo)|| <€)
=—Ve36Vx ... (Der Ubersichtlichkeit halber kiirzen hier Ve € (0,00) zu Ve ab, usw. )
S = (geméiss Bemerkung [1.18] (1.11))
&L YoV ... (gemiéss Bemerkung (L.12))
& T (e — ol <6 = ||f(2) — flao)|| <e)
& o (lz = zoll SO A||f(x) = flzo)|| £ )
©Fe € (0,00)V6 € (0,00)3x € S : ||z — a0l <IN || f(z) — flmo)| > e (4.2)

Beispiele 4.3. [Stetigkeit]
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()
(i)

(iii)

Jede konstante Funktion ist stetig.

Fiir jede Teilmenge S C R™ ist die Identitétsabbildung id :=idg : S — S stetig.
Seien namlich o € S und € € (0,00). Wir definieren 0 := ¢. Sei x € S, sodass
|z — 20| < 6. Dann gilt

|| id(z) —id(zo)|| = ||z — x| < 0 =€.
Daher ist id fiir jedes xg € S an der Stelle x( stetig. Also ist id = idg stetig.

Sein € Nund ¢ € {1,...,n}. Wir definieren die (kanonische) i-te Projektion
(oder Projektion auf die i-te Koordinatenachse) als die Funktion

pr; : R" = R, pr;(z) = z;. (4.3)
Diese Abbildung ist stetig. (Siche Ubungsserie 6.)

Fiir jede Teilmenge A von R definieren wir die Indikatorfunktion (oder charakte-
ristische Funktion) der Menge A als

(4.4)

xa:R—R, XA($):={1’ falls z € A

0, sonst.

Die Funktion
J=xq :R—R

ist an der Stelle 2y = 0 unstetig. Um das zu sehen, iiberpriifen wir die Bedingung
(4.2). Wir definieren ¢ := . Sei § € (0,00). Wir wihlen ein z € R, sodass
x # 29 =0und |z| < § (zum Beispiel x := 0). Es gilt

1
[z — 0] <4, |X{o}($)—X{o}(0)\=|1—0\=1>§=5-
Daher ist die Bedingung (4.2)) erfiillt. Geméss Bemerkung ist x{oy daher
an der Stelle xg = 0 unstetig.

Wir definieren die Dirichletsche Sprungfunktion als xq : R — R, die charakteristi-
sche Funktion der rationalen Zahlen. Diese Funktion ist in jedem Punkt unstetig.
Siehe [Stra, Beispiel 4.1.3. v), S. 53]. Die Funktion ist nach Peter Gustav Lejeune
Dirichlet?] benannt.

Satz 4.4 (Stetigkeit, Rechenoperationen, Komponenten). (i) Addition, Subtraktion,

Multiplikation und Division komplexer Zahlen sind stetige Funktionen.

21805-1859, deutscher Mathematiker
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(ii) Seienn € N, S CR™, f.g:S — C,a € Cundxy €S, sodass f und g in xg
stetig sind. Dann sind die Funktionen

f‘+'ga a'.fv j,'g

in xq stetig. Falls g(xg) # 0, dann ist die Funktion 5 in xqy stetig. (Diese Funktion
ist auf der Menge aller x € S definiert, wofiir g(x) # 0.)

(iii) Seien n,n’ € N, S CR", S" CRY, f=(fi,....fw): S — S und zo € S. Die
Funktion f ist in xo stetig g. d. w. fir jedesi € {1,...,n'} die Funktion f; in
stetig 1st.

Beweis: [Bla03, (3.6,3.7,3.5)]

Bemerkungen. [Stetigkeit, Rechenoperationen]

e (): Addition komplexer Zahlen ist die Abbildung
+:CxC—=C, +(z,w) =z + w.

Subtraktion und Multiplikation sind analoge Abbildungen. Division ist die Ab-
bildung

+:Cx (C\{0}) —C, —(z,w) == —.

e Seien f : S — 5 eine Funktion, A C S und zy € A. Falls f in z( stetig ist,
dann ist die eingeschréankte Funktion f|4 in xy stetig. Aus Teil des Satzes
folgt daher, dass Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division reeller
Zahlen stetige Funktionen sind.

o (ii): Die Funktionen fi,..., fr : S — R sind die (Standard-) Komponenten der
Funktion f :.S — S’. Betrachten wir zum Beispiel die Funktion

f:R* =R flz) = (ml —|—x2> .

1T

(21, z2 sind die Komponenten von z, d. h. = (21, x2).) Die Komponenten von
f sind gegeben durch

fi,f2 : R* =R, fi(z) = 21 + 29, fo(x) = 2120

Beispiele 4.5. [Stetigkeit der Rechenoperationen und eines Polynoms]
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(i) Seien ag,a; € R. Die Abbildung
f:R—=R, f(z) = a1z + ay,

ist stetig. Die Funktion x — a;x, also a; id ist ndmlich geméss Beispiel und
Satz stetig. Die konstante Funktion ag ist geméss Beispiel stetig. Da
[ = a1id +ag, folgt daher aus Satz [L.4|{i), dass f stetig ist.

(ii) Jedes reelle Polynom p : R — R ist stetig. Das folgt aus Beispiel M3, Satz
und Induktion iiber den Grad des Polynoms. (Uberlegen Sie sich das!)

(iii) Jedes komplexe Polynom p : C — C ist stetig. Das folgt analog zum Beispiel .

Definition 4.6 (Polynom in mehreren Veréinderlichen). Eine Funktion f : R* — R
heisst Polynom (auf R") g. d. w. sie eine (endliche) Linearkombination von Funktionen
der Form

Qn
n

Tt
ist, wobei oy, ..., a, € Nog. (x; bezeichnet die i-te Komponente von x € R™.) Der Grad
des Polynoms f ist die grosste Zahl oy + - -+ + «y,, sodass der Term x{'---z%" in f

(mit einem nichtverschwindenden Koeffizienten) auftritt.

Beispiel. [Polynom in mehreren Variablen] Ein Beispiel fiir ein Polynom auf R? ist die
Funktion

1
f:R* =R, f(z) = —a] + 37125 — 5:1:%:03

Der Grad dieses Polynoms ist 4, da fiir a; = 0,2 = 3, a3 = 1 der Term z{"z5%x5® in

f auftritt und kein Term hoherer Ordnung auftritt.

Beispiel 4.7. [Stetigkeit eines Polynoms in mehreren Variablen, Rechenoperationen,
Komponenten| Behauptung: Jedes Polynom auf R™ ist stetig.

Beweis: Seien aq,...,a, € Ng und i € {1,...,n}. Gemiss Beispiel ist die
Projektion pr; : R® — R stetig. Mittels Satz folgt hieraus, dass pry" stetig ist
und daher pr*---pro" stetig ist. Indem wir Satz nochmals anwenden, folgt
daraus, dass jede Linearkombination von Funktionen der Form prj" -- - pro» stetig ist.
Eine solche Linearkombination ist dasselbe wie ein Polynom auf R™. (Das folgt aus der
Tatsache, dass (pry! - - pror) (z) = a7* - - - 28.) Das beweist die Behauptung.

Die Verkniipfung zweier stetiger Funktionen ist stetig. Das ist der Inhalt des folgenden
Satzes.

Satz 4.8 (Verkniipfung stetiger Funktionen). Seien n,n’,n"” € N, S C R*, S’ C R",
S"CRY, f:8 =8, g:8 — 5" Funktionen und xo € S ein Punkt, sodass f in xg
stetig ist und g in f(xg) stetig ist. Dann ist die verknipfte Funktion go f : S — S” in
Ty stetig.
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Beweis: [Bla03), (3.2), S. 108]

Bemerkung 4.9. [Wurzelfunktionen stetig] Fiir jedes n € N ist die n-te Wurzelfunk-

tion g/ : [0,00) = [0,00) stetig. Siehe Beispiel .

Beispiel. [Verkniipfung stetiger Funktionen] Behauptung: Die Funktion
h:[-1,00) = R, h(z) = vz +1,

ist stetig.

Beweis: Sei zy € [—1,00). Wir definieren die Funktionen
f:]=1,00) = [0,00), flz) =z +1, g:=,/:[0,00) = [0, 00).

Es gilt
h=gof.
Gemiiss Beispiel ist die Funktion f im Punkt z, stetig. Geméiss Bemerkung [4.9

ist die Funktion g im Punkt f(xq) stetig. Aus Satz folgt daher, dass die Funktion
h im Punkt z, stetig ist.

Sei (cg)ken, eine Folge in C. Wir schreiben p fiir den zugehérigen Konvergenzradius.
(Siehe Definition [3.26]) Wir definieren die Funktion

f: B2(0) — C, f(z):= chzk = lim chzk.
k=0 g,
Satz 4.10 (Durch Potenzreihe definierte Funktion ist stetig.). Die Funktion f ist stetig.

Beweis: Siehe Korollar [4.61].

Bemerkung. Wir definieren die zu (¢)ken, (oder zur Potenzreihe z — (Z ckzk> )

k=0 nENg
gehorige Konvergenzkreisscheibe als die grosste offene Kreisscheibe, auf der die Potenz-
reihe konvergiert. Satz besagt, dass die durch die Potenzreihe definierte Funktion
auf der Konvergenzkreisscheibe stetig ist.

Beispiele 4.11. [Exponentialfunktion, Kosinus, Sinus stetig| Die Funktionenlﬂ exp, Cos, Sin :
C — C sind stetig. Das folgt aus Satz [£.10] und der Tatsache, dass die Konvergenzra-
dien der Potenzreihen, die exp, Cos, Sin definieren, gleich oco sind. (Siehe Beispiel
und Bemerkung [3.43])

3Siehe Definitionen und
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Beispiel. [komplizierte stetige Funktion] Wir betrachten die Funktion

F=(ffo) R R @) = (\/exp(mlxg) - xz) .

i+ a3
Behauptung: Diese Funktion ist stetig.

Beweis: Wir definieren die Funktion
p:R* =R, p(z) = z129.
Wir definieren die 2-te Projektion pr, : R? — R wie in . Es gilt
fi= /o (expop+pry). (4.5)

(Uberpriifen Sie das!) Die Funktion p ist ein Polynom (in zwei Variablen). Gemiss
Beispiel ist p daher stetig. Gemiss Beispiel ist exp stetig. Gemiss Satz
ist daher exp op stetig. Gemiss Beispiel ist die Projektion pr, stetig. Gemiss
Satz folgt hieraus, dass expop + pr, stetig ist. Geméss Bemerkung ist die
Quadratwurzelfunktion |/ stetig. Gemiiss Satz folgt hieraus, dass NG ( exp op—+pr, )
stetig ist. Geméss stimmt diese Funktion mit f; iiberein. Daher ist f; stetig.

Die Komponente f5 ist ein Polynom. Geméss Beispiel ist fo daher stetig. Da f;
und f> stetig sind, ist gemdiss Satz die Funktion f stetig. Das beweist die
Behauptung.

4.2 'Topologie, innerer Punkt, Inneres, Offen- und
Abgeschlossenheit einer Menge, Rand,
Konvergenz einer Funktion an einer Stelle

Topologie befasst sich mit offenen und abgeschlossenen Mengen. Eine Teilmenge von
R™ heisst offen g. d. w. sie die Vereinigung von offenen Billen (= offene Vollkugeln)
ist. Sie heisst abgeschlossen g. d. w. ihr Komplement offen ist. Mit Hilfe von Topologie
konnen wir Stetigkeit einer Funktion charakterisieren. Eine auf einer offenen Teilmenge
von R™ definierte Funktion ist ndmlich genau dann stetig, falls das Urbild jeder offenen
Teilmenge unter der Funktion offen ist.

Eine Funktion konvergiert an einer Stelle xy gegen einen Wert 1y, falls ihre Werte sich
immer mehr yy ndhern, wenn sich ihr Argument der Stelle zy néhert.

Ein zentraler Begriff der Topologie ist Kompaktheit. Dieser Begriff ist zum Beispiel
darum wichtig, weil jede auf einer kompakten nicht leeren Menge definierte stetige
Funktion ihr Maximum annimmt.
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Sei S C R™. Wir bezeichnen mit BJ'(x) den offenen Ball um z mit Radius r. (Siche
Definition [1.16])

Definition 4.12 (innerer Punkt, Inneres, Offenheit). (i) Ein Punkt x € S heisst

innerer Punkt von S ¢. d. w. es ein r € (0,00) gibt, sodass
Bl(z) €S

Wir definieren Int S, das Innere von S (oder den offenen Kern von S), als die
Menge aller ihrer inneren Punkte,

Int S := Int(S) := S° := {mnerer Punkt von S}.

(i1) S heisst offen (in R™) g. d. w. jeder Punkt von S ein innerer Punkt ist.

Bemerkungen. e “Int” steht fiir interior.

e Das Innere von S ist in S enthalten,

Int S C S.

e Eine Menge ist offen g. d. w. sie gleich ihrem Inneren ist.

Beispiele 4.13. [innerer Punkt, Inneres, Offenheit]

(i)

(if)

Sei zp € R" und R € [0, 00] = [0, 00) U {o0}.

Behauptung: Jeder Punkt des offenen Balles S := B}(x) ist ein innerer Punkt.
Das Innere des offenen Balles ist daher der offene Ball, und der offene Ball ist
offen. Das rechtfertigt den Namen “offener Ball”. Insbesondere ist R" = B2 (0)
offen.

Beweis der Behauptung: Sei © € S = B} (zo). Wir setzen r := R — ||z — xo]|.
Fiir jedes y € B"(x) gilt geméiss der Dreiecksungleichung]

ly — 20|l < ly — 2|l + ||z — zol| <7+ ||lz — 0| = R.

Daher liegt y in S = B%(xg). Also ist B*(x) in S enthalten und daher = ein
innerer Punkt von S, wie behauptet.

Jedes offene Intervall I ist offen, da es um jeden Punkt in I einen offenen Ball
gibt, der in I enthalten ist. (Warum?)

4Die Aussagen gelten auch im Fall R = oo.
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(iii) Das Innere des abgeschlossenen Balles ist der offene Ball, genauer
Int (Bly(xo)) = Bjy(0).
(Siche Ubungsserie 6 (Inneres).)

(iv) Seien a < b reelle Zahlen. Wir betrachten das halb-offene Intervall S := [a, b].
Gemaéss ist jeder Punkt im offenen Intervall ]a, b[ ein innerer Punkt von |a, b
und daher ein innerer Punkt von S = [a, b[. Andererseits ist zy := a kein innerer
Punkt von S. (Warum?) Das halb-offene Intervall [a, b] ist daher nicht offen. Wir
haben gezeigt, dass das Innere des halb-offenen Intervalls S = [a, b das offene
Intervall ]a, b ist,

Int[a, b[=]a, b|.

(v) Jedes nicht leere beschriankte abgeschlossene Intervall ist nicht offen, da keiner
der Randpunkte ein innerer Punkt ist. Insbesondere ist fiir jedes xy € R die
Einpunktmenge {z(} nicht offen.

Im Folgenden benédtigen wir die Vereinigungsmenge einer beliebigen Kollektion (=
Menge) von Mengen. Diese Menge ist wie folgt definiert. Sei S eine Kollektion von
Mengen.

Definition (Vereinigung, Durchschnitt). (i) Wir definieren|J S, die Vereinigung von
S (oder Vereinigungsmenge von S oder Vereinigung aller Elemente von S) als
die Menge aller Objekte, die Element (mindestens) eines Elementes von S sind,

d. h.
US::US::{x‘HSES:xGS}.

SeS

(i) Wir nehmen jetzt an, dass S nicht leer ist. Wir definieren (S, den (Durch-
)Schnitt von S (oder die Schnittmenge von S oder den Schnitt aller Elemente
von S) als die Menge aller Objekte, die Element aller Elemente von S sind, d. h.

ﬂS::ﬂS::{x‘VSES:xGS}.

SeS

Bemerkungen. [Vereinigung, Durchschnitt]

e Wenn S aus zwei Mengen A und B besteht, d. h. S = {A, B}, dann ist

J{A,B}=AuB, ({A,B}=AnB.
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e Sei jetzt I eine Menge (die “Indexmenge”) und S eine Abbildung, die jedem ¢ € [
eine Menge S; := S(7) zuordnet. Wir schreiben (.S;);c; := S und nennen dies eine
indizierte Familie von Menge. Wir setzen

Es gilt
US:USZ-, ﬂsz ﬂsi.
i€l el

Bemerkung. Eine Teilmenge von R” ist offen g. d. w. sie die Vereinigung offener
Bille ist, d. h. die Vereinigung einer beliebigen Kollektion (= Menge) offener Bille.
(Die Kollektion darf unendlich viele Elemente besitzen.) Die Implikation “offen <=
Vereinigung ...” folgt aus Beispiel . (Uberpriifen Sie das!)

Der folgende Satz fasst wichtige Eigenschaften von offenen Mengen zusammen.

Satz 4.14 (Eigenschaften offener Mengen). FEs gilt:

(i) 0,R™ sind offen in R".
(ii) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

(111) Jede Vereinigung offener Mengen ist offen.

Beweis: [Stral Satz 4.3.1, S. 59]

Beispiele. e Wir definieren den “offenen Halbmond” S als den Durchschnitt des
offenen Einheitsballes in R? und der offenen rechten Halbebene, also

S := B;(0) N ((0,00) x R).
(Zeichnen Sie diese Menge!) Gemiss Satz ist der “offene Halbmond” offen.
e Gemiss Satz und Beispiel sind die Mengen

10, 1[U]2, 4], U{]z‘,z‘+1[(z’ez}=U]z,z‘+1[, UH%{

iez ieNo
offen. (Zeichnen Sie diese Mengen!)

Bemerkung. Die Aussage des Satzes ohne das Wort endlich ist falsch. D. h.,
der Durchschnitt unendlich vieler offener Teilmengen ist im Allgemeinen nicht offen.
Zum Beispiel gilt

() B(0) = {0}.

keN
Diese Menge ist geméss Beispiel nicht offen.
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Als Néchstes behandeln wir den topologischen Begriff einer abgeschlossenen Menge.
Dieser Begriff ist zum Beispiel darum wichtig, da eine Teilmenge von R™ genau dann
kompakt ist, falls sie abgeschlossen und beschréankt ist.

Definition 4.15 (Abgeschlossenheit). Eine Teilmenge A C R™ heisst abgeschlossen
(in R™) g. d. w. ihr Komplement A°=R"™\ A offen ist.

Beispiele 4.16. [(Nicht-)Abgeschlossenheit]

(i) Jedes abgeschlossene Intervall ist abgeschlossen. Sei I zum Beispiel ein nicht leeres
beschrinktes abgeschlossenes Intervall, d. h., I = [a,b] mit a < b. Das Komple-
ment von [ ist I¢ =] — 0o, alU]b, oo[, also die Vereinigung zweier offener Inter-
valle. Gemaéss Satz ist diese Vereinigung offen. Also ist I abgeschlossen.
Fiir unbeschrinktes abgeschlossenes Intervall folgt Abgeschlossenheit aus einem
dghnlichen Argument.

(ii) Jeder abgeschlossene Bal]ﬂ ist abgeschlossen. Das folgt aus der Dreiecksunglei-
chung fiir die euklidische Norm. (Siehe Ubungsserie 7.)

(iii) Seien a,b € R mit a < b. Das offene Intervall |a, b[ und die halb-offenen Intervalle
[a,b] und ]a, b sind nicht abgeschlossen. (Warum?)
Aus Satz folgt das nichste Korollar, das Analoges fiir abgeschlossene Mengen

aussagt.

Korollar 4.17 (Eigenschaften abgeschlossener Mengen). FEs gilt:

(i) 0,R™ sind abgeschlossen in R™.
(i) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
(11i) Jeder Durchschnitt abgeschlossener Mengerﬂ st abgeschlossen.

Bemerkung. Aussage (i) ohne das Wort endlich ist falsch. D. h., die Vereinigung
unendlich vieler abgeschlossener Teilmengen ist im Allgemeinen nicht abgeschlossen.
Es ist sogar so, dass jede Teilmenge S C R"™ eine Vereinigung von abgeschlossenen

Teilmengen ist, da
S =|J{=}.

eSS

(Die Einpunktmenge {z} ist abgeschlossen.)

5Siehe Definition
6Damit meinen wir den Durchschnitt einer beliebigen nicht leeren Kollektion von abgeschlossenen
Mengen. Diese Kollektion kann unendlich viele Elemente besitzen.
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Bemerkungen. [Unterschied zwischen Teilmengen und Tiiren]

o Gemiss Satz und Korollar sind die leere Menge und der ganze
Raum R™ sowohl offen als auch abgeschlossen. Andererseits gibt es Teilmengen
von R", die weder offen noch abgeschlossen sind, zum Beispiel halboffene Inter-

valle. (Siehe Beispiele und [4.16}(ii).
Teilmengen von R™ sind also keine Tiiren. Ein Tiir ist ndmlich entweder offen

oder geschlossenm. Eine Teilmenge dagegen kann offen, abgeschlossen, beides oder
keines von beiden sein.

e Die Mengen () und R™ sind die einzigen Teilmengen von R™, die sowohl offen als
auch abgeschlossen sind. Siehe [Stra, Korollar 4.6.1., S. 72].

Beweis des Korollars Fiir n = i, i, iii folgt Aussage (n) aus Satz[4.14(n), in-
dem wir das Komplement betrachten und die de Morganschen Gesetze anwenden FlDetails
des Beweises von : Siehe Ubungsserie 7.

Details des Beweises von : Seien k € Nund Ay, ..., Ay C R™ abgeschlossene Mengen.
Gemiiss Definition sind dann die Mengen Af,..., AS offen. Geméss Satz [4.14|(ii]) ist
daher der Durchschnitt A{N---NA¢ offen. Gemiiss einem de Morganschen Geset7’| gilt

(AjU---UAp) = AN N AL

Da diese Menge offen ist, ist A; U --- U Ay abgeschlossen. Das beweist . U

Der folgende Satz charakterisiert Abgeschlossenheit.

Satz 4.18 (Folgenkriterium fiir Abgeschlossenheit). Fiir jede Teilmenge S C R™ sind
aquivalent:

(a) S ist abgeschlossen.

(b) (Folgenabgeschlossenheit) Der Grenzwert jeder konvergenten Folge in S liegt wie-
derum in S, d. h.

Vo € R" <El(xk)k€N0 Folge in S : zp — z (k — oo)> =z eb. (4.6)

"Wir setzen hier abgeschlossen mit geschlossen gleich.

8Die de Morganschen Gesetze gelten fiir beliebige (auch unendliche) Vereinigungen und Durch-
schnitte. Siehe Ubungsserie 6.

9Siehe Ubungsserie 2 (Mengenoperationen).
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Beweis: [Stral Satz 4.3.5, S. 62]

Bemerkung. Die Bedingung (4.6)) ist logisch dquivalent zur Bedingung
Vo € R"V(xy)ken, Folge in S(wk —z(k—o00)=1x€ S). (4.7)

Das folgt daraus, dass fiir jede Aussagenform A(y) und jede Aussage B gilt:
Vy(A(y) = B) = (3yoA(y)) = B.
(Wir verwenden das mit

y = (zk)ken, Folge in S, Aly) == “y — 27, B:=“efS”.

Die Bedingung (4.7)) wird in [Stral Satz 4.3.5, S. 62] verwendet. Die Formulierung (4.6
scheint mir natiirlicher, da sie die Form Vz : P(z) = Q(z) hat, wobei

P(z) := “x € R" A 3(zx)ren, Folge in S : xp — x (k — 00)”, Qz) == “x e S”.
Beispiel. Das halb-offene Intervall S :=]0, 1] ist nicht abgeschlossen.

Beweis: Das Kontraponierte der Implikation @é@ ist ﬁ@:> ﬁ@. Gemiss Satz
gilt diese Aussage. Die Folge 2, := ¢ (k € N) liegt in S =]0, 1], aber ihr Grenzwert
o = limg_o . = 0 liegt nicht in S. Daher ist die Bedingung (]ED nicht erfiillt. Da
ﬂ@:> ﬂ@, folgt, dass nicht erfiillt ist, also, dass S =0, 1] nicht abgeschlossen ist,
wie behauptet.

Der Grenzwert einer Funktion ist in Punkten im Abschluss des Definitionsgebiets der
Funktion definiert. Der Abschluss einer Menge S ist die kleinste abgeschlossene Menge,
die S enthélt. Sei S C R™.

Definition 4.19 (Abschluss). Wir definieren den Abschluss von S als den Durchschnitt
aller abgeschlossenen Obermengen von S EL

S = clos(S) = ﬂ A. (4.8)

ACR™ abgeschlossen: SCA

Bemerkungen 4.20. [Abschluss]

(i) Der Abschluss von S enthélt S (als Teilmenge),

SD&.

0Eine Obermenge von S ist eine Menge, die S als Teilmenge enthélt.
"Die Notation clos steht fiir closure.
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(ii) Der Abschluss einer Menge S ist ein Durchschnitt abgeschlossener Mengen. Geméss
Korollar ist der Abschluss von S daher abgeschlossen. Daraus folgt, dass
der Abschluss von S die kleinste abgeschlossene Menge ist, die S enthélt.

(iii) Eine Menge ist genau dann abgeschlossen, wenn sie mit ihrem Abschluss iibereinstimmt.

(iv) In [Stral, Definition 4.1.1., S.51] wird der Abschluss auf eine andere Weise, mittels
Folgen, definiert. Diese Definition ist dquivalent zu Definition [4.19, Siehe [Stral,
Satz 4.3.3, S. 61].

Beispiel. [Abschluss] Behauptung: Fiir S :=]0, 1] haben wir S = [0, 1].

Beweis: A := [0, 1] ist eine abgeschlossene Obermenge von S. Gemiss (4.8) gilt daher
S Co,1].

Jeder offene Ball um zy := 0 schneidet die Menge S. Jede offene Menge, die 0 enthélt,
schneidet daher die Menge S. Sei jetzt A eine abgeschlossene Obermenge von S. Dann
ist AL = R\ A offen. Da AL die Menge S nicht schneidet, folgt, dass 0 ¢ AL, d. h. 0 € A.
Da ]0,1] = S C A, folgt daraus, dass [0,1] C A. Es gilt daher

0,1] € N A=75.

ACR™ abgeschlossen: SCA

Es folgt, dass S = [0, 1].

Wir erinnern uns an Definition m (offener und abgeschlossener Ball, Sphére).

Beispiel 4.21. [Abschluss| Sei zy € R” und r € [0, 00] = [0,00)U{oco}. Der Abschluss
des offenen Balles ist der abgeschlossene Ball, d. h.

By (x9) = B, (w9).

Siehe [Stral Beispiel 4.1.2 iii), S. 52].

Der folgende Satz beschreibt das Innere einer Menge mittels offener Mengen und den
Abschluss mittels Folgen.

Satz 4.22 (Charakterisierung des Inneren und des Abschlusses). Fir jede Teilmenge
S CR" gilt:

(i) Das Innere von S ist die Vereinigung aller offenen Teilmengen von S,

IntS =5°= U U.

UCR™ offen: UCS
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(i) Der Abschluss von S ist gegeben durch

S={z eR"|I(xp)ren: Folge in S : x), — x (k — c0)}.

Beweis von Satz folgt aus Definition [4.12] (innerer Punkt, Offenheit).
(ii): [Stral, Satz 4.3.3, S. 61] O

Bemerkungen. e Gemaiss Satz ist das Innere einer Menge S eine Verei-
nigung offener Mengen. Geméss Satz ist das Innere von S daher offen.
Wegen Satz ist das Innere von S die grdsste offene Menge U, die in S
enthalten ist.

e Eine Menge ist genau dann offen, wenn sie mit ihrem Innern iibereinstimmt.
Im Integralsatz von Gauf}, den wir in Analysis 2 behandeln werden, kommt ein Inte-

gral iiber den Rand eines Gebietes vor. Anschaulich ist der Rand die Begrenzung des
Gebietes. Die néchste Definition macht diesen Begrift prézise. Sei S C R™.

Definition 4.23 ((topologischer) Rand). Wir definieren 0S, den (topologischen) Rand
von S als das Komplement des Inneren von S im Abschluss von S,

05 =S\ Int S.

Bemerkungen. Das Zeichen 0 ist ein geschwungenes d. Es wird “del” ausgespro-
chen, in Anlehnung an den griechischen Buchstaben ¢ (delta). Es steht fiir den letzten
Buchstaben im Wort Rand.

Sei 2o € R" und r € (0,00). Wir definieren S"!(z), die Sphiire mit Mittelpunkt zg
und Radius r, als die Menge aller Punkte in R", die Abstand r zu xq haben,

St wo) == {x € R | |lz — mo|| = r}. (4.9)
Beispiel. [Rand] Der Rand des offenen Balles ist die Sphére, genauer
OBy (x0) = B, (z0) \ By (x0) = 57" (o).
Das folgt aus Definition und den Beispielen und [4.13{(i).

Der Rand des abgeschlossenen Balles ist ebenfalls die Sphére, genauer
OB, (w9) = B, (20) \ By (x0) = S} (o). (4.10)

Aus der Definition (Abschluss) oder Beispiel folgt némlich, dass B, (z)
sein eigener Abschluss ist. Mittels Beispiel folgt daraus (4.10)).
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Bemerkung. Der Rand einer Menge S ist abgeschlossen, da
0S =S\IntS=S5nN(R"\9)

und gemiss Korollar die rechte Seite abgeschlossen ist.

Der folgende Satz charakterisiert den Rand einer Menge.

Satz 4.24 (Charakterisierung des Randes). Der Rand einer Teilmenge S C R™ ist die
Menge aller Punkte x, fir die jeder Ball um x sowohl S als auch das Komplement von
S schneidet, also

0S ={z eR"|Vre (0,00): B(x)NS#0# B.(x)\ S}

Beweis: [Stral Satz 4.3.4, S. 62].

Eine Funktion konvergiert an einer Stelle xy gegen einen Wert g, falls ihre Werte
sich immer mehr gy, ndhern, wenn sich ihr Argument der Stelle xg néhert. Um das zu
prézisieren, betrachten wir n,p € N, X CR" Y CRP 2 € X, f: X — Y und
Yo € RP.

Definition 4.25 (Konvergenz und Grenzwert einer Funktion). Wir sagen, dass die
Funktion f an der Stelle z [?] gegen yo konvergiert g. d. w.

Ve € (0,00)30 € (0,00)Ve € X : |lz — zol| <0 = || f(x) —wol| <e. (4.11)
In diesem Fall nennen wir yo den Grenzwert von f an der Stelle ¢ und schreiben wir

lim f(x):=lim f = yo.

T—rT0

Bemerkungen 4.26. [Grenzwert und Grenzwert einer Funktion)]

(i) Der Grenzwert von f an der Stelle zy ist wohldefiniert, d. h., eindeutig (falls
er existiert). Wir verwenden hier, dass z im Abschluss des Definitionsbereichs
X von f liegt. Falls das nicht der Fall ist, ist die Bedingung fiir jedes yo
erfillt, d. h. f “konvergiert in xg gegen jeden Punkt y,”. (In diesem Fall haben
wir Konvergenz in xz( allerdings gar nicht definiert.)

(ii) Falls f an der Stelle xy konvergiert und xy € X, dann gilt

lim f(z) = f(zo).

T—T0

20der im Punkt xy oder schlichtweg in
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(i)
(iv)

(vi)

Falls o € X, dann konvergiert f an der Stelle g g. d. w. f in x( stetig ist.

Die Bedingung ist der Bedingung dghnlich. Der Unterschied liegt darin,
dass in yo dort steht, wo in (4.1) f(z) steht. f braucht im Punkt x
nicht definiert zu sein, um iiber Konvergenz von f in xq sprechen zu konnen.
Im Gegensatz dazu muss f in zy definiert sein, um iiber Stetigkeit von f in xq
sprechen zu konnen.

In [Stral Definition 4.1.2.; S. 52] wird der Grenzwert einer Funktion an einer
Stelle anders definiert. Diese Definition und der Begriff eines Grenzwertes wie in
Definition sind dquivalent.

In gewissen Biichern wird in der Definition der Konvergenz, also in , ange-
nommen, dass x # xy. Diese Definition ist nicht dquivalent mit Definition [4.25]
Ein Vorteil der Definition ist, dass damit die Substitutionsregel fiir Grenz-
werte gilt. (Siehe [DK04al, Theorem 1.4.2, p. 17])

Beispiele 4.27. [Konvergenz und Grenzwert einer Funktion]

(i)

(i)

(iii)

Seien n,p € N, X CR", X C X,Y CRP, f: X - Y und 7y € X N X. Wir
definieren f := f|x : X — Y. Falls f im Punkt x( stetig ist, dann konvergiert f
an der Stelle zy gegen yo := f(x0).

Beispiel: X = R, X :=R\ {0}, Y =R, f:: idg, o := 0. In diesem Fall ist f
gegeben durch

f=1drlryoy : R\{0} = R, f(z) ==
Die Funktion idg ist stetig, da sie ein Polynom ist. Daher konvergiert f an der
Stelle zg := 0 gegen yo := idr(0) = 0.

Bemerkung: Die Funktion f ist an der Stelle 2y = 0 nicht definiert. Daher ist
es nicht sinnvoll, iiber Stetigkeit von f an dieser Stelle zu sprechen.

Wir betrachten

1 1

:(0,1] = R, = —, fall E( ,—], €N
701 fla) = fallswe (— | m
Diese Funktion konvergiert im Punkt z, := 0 gegen yo := 0. (Uberpriifen Sie

das!)
Wir betrachten
e —1

T

f:=R\ {0} =R, f(z) =
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Diese Funktion konvergiert an der Stelle 2y := 0 gegen yo := 1, d. h.

(Warum?)

(iv) Wir betrachten die Funktion
PRV} 5 R f)=1

Diese Funktion konvergiert an der Stelle zy := 0 nicht.
Bemerkung 4.28. [Divergenz einer Funktion in einem Punkt|Seien n,p € N, X C R",

Y CRP, 29 € X und f : X — Y. Die Funktion divergiert im Punkt o, d. h. sie
konvergiert im Punkt xq nicht, g. d. w.

Vyo € YIe € (0,00)¥0 € (0,00)3x € X : ||z — zol| KON f(z) —woll > e  (4.12)

(Siehe Ubungsserie 7, Konvergenz und Grenzwert einer Funktion an einer Stelle.)

Ein zentraler Begriff der Topologie ist Kompaktheit. Dieser Begriff ist zum Beispiel
darum wichtig, weil jede auf einer kompakten nicht leeren Menge definierte stetige
Funktion ein Maximum besitzt. Um den Begriff definieren zu kénnen, bendtigen wir
das Folgende.

Definition 4.29 (Beschréanktheit). Eine Teilmenge von R™ heisst beschrénkt g. d. w. sie
in einem abgeschlossenen Ball enthalten ist, der nicht ganz R™ ist.

Definition 4.30 (Kompaktheit). Fine Teilmenge von R™ heisst kompakt g. d. w. sie
abgeschlossen und beschrinkt ist.

Bemerkung. [Kompaktheit] In [Stra, Definition 4.2.2., S. 57] wird Kompaktheit an-
ders definiert. Geméss [Stral, Satz 4.3.6., S. 63] sind diese Definition und Definition
4.30] dquivalent.

Beispiele. [(Nicht-)Kompaktheit]
e Sei 2y € R” und 7 € (0, 00). Der abgeschlossene Ball B, (z4) ist gemiss Beispiel

abgeschlossen. Da er auch beschrankt ist, ist er kompakt. Insbesondere
ist jedes abgeschlossene und beschrinkte Intervall [ kompakt.

13Das ist eine Teilmenge von R der Form I = [a,b] mit a,b € R und a < b.
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e Scien a,b € R mit a < b. Das offene Intervall (a,b) =]a,b] und die halb-offenen
Intervalle [a,b) = [a,b] und (a,b] =]a,b] [Y] sind nicht kompakt, da sie gemiss
Beispiel nicht abgeschlossen sind.

e Die Menge R™ ist nicht kompakt, da sie nicht beschrankt ist.

Fiir weitere (Nicht-)Beispiele siehe [Stral, Beispiel 4.2.2. i)].

Jede auf einer kompakten nicht leeren Menge definierte stetige Funktion besitzt ein
Maximum. Das folgt aus dem néchsten Satz.

Satz 4.31 (Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung). Das Bild
einer kompakten Menge K C R™ unter einer stetigen Abbildung f : K — RP st
kompakt.

Beweis: [Stral Satz 4.2.3, S. 58].

Sei X eine Menge und f : X — R eine Funktion. Ein Punkt z, € X heisst Mazimal-
stelle von f g. d. w.
flzy) > f(x), Ve e X. (4.13)

Falls f eine Maximalstelle x, besitzt, dann definieren wir das Mazimum von f als
max f := max f(z) := f(z4).
In diesem Fall sagen wir auch, dass f ein Maximum besitzt.

Bemerkung. Das Maximum ist wohldefiniert, d. h., es héngt nicht von der Maximal-
stelle ab.

Analog definieren wir den Begriff einer Minimalstelle und die Sprechweise ein Minimum
besitzen.

Bemerkungen. e Es gilt
max f = maxim(f).

e Anstelle von “f besitzt ein Maximum” sagen wir auch “f nimmt ihr Maximum
an” (und zwar im Punkt z, wie oben). Bei dieser Sprechweise sind wir uns
allerdings bewusst, dass dieses Maximum nur existiert, wenn es angenommen
wird.

YWa,b:={z €eR|a <z <b}, [a,b:={z eR|a<z<b},]ab] :={zeR|a<z<b}
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e Das Supremum sup A einer Teilmenge A von R ist die kleinste obere Schranke von
A. (Siehe Definition M) Das Supremum existiert immer.ﬁ Sei X eine Menge
und f : X — R. Wir definieren das Supremum von f als das Supremum des
Bildes von f, d. h.

sup f :=sup f(z) := supim(f). (4.14)
zeX

Die Funktion f besitzt genau dann ein Maximum, wenn sie ihr Supremum an-
nimmt, d. h., wenn es einen Punkt 2, € X gibt, sodass f(z;) = sup f. In diesem
Fall ist das Supremum von f gleich dem Maximum von f,

sup f = max f.

e Analoge Bemerkungen gelten fiir das Infimum einer Teilmenge von R und einer
Funktion.

Korollar 4.32 (stetige Funktion auf kompakter Menge, Maximum, Minimum). Sei
K CR™ kompakt und nicht leer. Jede stetige reellwertige Funktion f auf K besitzt ein
Maximum und ein Minimum.

Um dieses Korollar zu beweisen, benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.33. Fir jede nicht leere kompakte Teilmenge () von R gilt:
sup @, inf Q € Q.

Beweis: S. 129

Beweis des Korollars [4.32; Da K nicht leer ist, ist @ := im(f) = f(K) nicht leer.
Gemaéss Satz ist @ kompakt. Geméss Lemma |4.33 gilt daher
sup @ € @ =im(f),

d. h., es gibt ein x, € K, sodass

S Q = f(a).

Da sup () eine obere Schranke fiir ) ist, gilt fiir jedes y € @, dass y < sup@Q. Das
bedeutet, dass
Vee K: f(x) <supQ = f(xy).

Daher ist x, eine Maximalstelle von f. Die Funktion f besitzt also ein Maximum.

Ein analoges Argument zeigt, dass f ein Minimum besitzt. Das beweist Korollar [£.32]
U
Im Beweis des Lemmas werden wir die folgende Bemerkung verwenden.

15Falls A leer ist, dann verwenden wir die Konvention sup A = —oo. Falls A nach oben unbeschrankt
ist, dann verwenden wir die Konvention sup A = oc.
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Bemerkung 4.34. [obere Schranke fiir eine abgeschlossene Menge]Sei A C R abge-
schlossen und b € A" = R\ A eine obere Schranke fiir A. Dann gibt es eine obere
Schranke fiir A, die (strikt) kleiner als b ist. (Warum?)

Beweis des Lemmas [4.33: Da () kompakt ist, ist es beschrinkt, also nach oben
beschrénkt. Da ) nicht leer ist, liegt sup () daher in R. Da ) kompakt ist, ist es abge-
schlossen. Da sup ) die kleinste obere Schranke fiir () ist, folgt daher aus Bemerkung

mit A :=Q und b :=sup @, dass sup@Q € Q.

Ein analoges Argument zeigt, dass inf () € (). Das schliesst den Beweis des Lemmas

433 ab. OJ

Beispiel 4.35. [Maximum einer stetigen Funktion auf einer kompakten Menge]Wir
betrachten die Menge
K:={z¢e Rﬂx‘f—kxé <1}
und die Funktion
f: K —R, f(z):=||z||* = 2% + 2.

Die Menge K ist abgeschlossen. (Siehe Beispiel unten.) Sie ist beschrénkt, da

sie im Ball E%(O) enthalten ist. (Uberpriifen Sie das!)Gemiss Definition [4.30] ist K
daher kompakt.

Die Menge K ist nicht leer, da z := 0 in K liegt. Gemiiss Beispiel ist f stetig.
Gemiiss Satz besitzt f daher ein Maximum und ein Minimum.

4.3 Topologisches Kriterium fiir Stetigkeit

In diesem Abschnitt charakterisieren wir Stetigkeit einer Funktion mit Hilfe von offenen
und abgeschlossenen Mengen. Wir charakterisieren auch Stetigkeit an einer Stelle. Dazu
brauchen wir den Begriff einer Umgebung eines Punktes.

Seien n € N und X C R™.

Definition 4.36 (relative Offen- und Abgeschlossenheit). (i) Fine Teilmenge U C
X heisst relativ offen in X (oder schlichtweg offen in X oder relativ offen)
g. d. w. es eine offene Teilmenge U von R" gibt, sodass U = Unx.

(ii) Fine Teilmenge A C X heisst relativ abgeschlossen in X E] g. d. w. es eine
abgeschlossene Teilmenge A von R® gibt, sodass A = ANX.

16oder schlichtweg abgeschlossen in X oder relativ abgeschlossen
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Beispiele. e Sei X :=[0,2). Die Menge U := |
kénnen wir U wihlen?) Die Menge A := [1,2
(Wie konnen wir A wihlen?)

0,1) ist (relativ) offen in X. (Wie
) ist (relativ) abgeschlossen in X.

Seienn,p e N, X CR" Y CRPund f: X — Y.

Satz 4.37 (Charakterisierung von Stetigkeit mittels (relativ) offener und abgeschlos-
sener Mengen). Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

(a) f ist stetig (in jedem Punkt xo € X ).

(b) Das Urbild U = f~Y(V) jeder relativ offenen Menge V' C Y ist relativ offen (in
X).

(¢c) Das Urbild A = f~'(B) jeder relativ abgeschlossenen Menge B C Y st relativ
abgeschlossen.
Beweis: [Stral Satz 4.5.2, S. 67]

Als Anwendung dieses Satzes erhalten wir, dass eine mittels einer strikten Ungleichung
definierte Menge offen ist, falls “die Bedingung stetig” ist:

Beispiele 4.38. [Anwendung von Satz [4.37]

(i) Behauptung: Die Menge
U := {xER‘x5—x<1}

ist offen (in R).
Beweis: Wir definieren X := R, Y := R, die Funktion f : X =Y, f(z) :=2°—x
und V := (—o00,1). Diese Funktion ist ein Polynom und daher geméss Beispiel
stetig. Es gilt

U=f1V).

Geméss Beispiel ist das Interval V' = (—o0, 1) offen (in Y = R). Geméss
Satz ist die Menge U = f~(V) daher offen (in X = R).

(i) Behauptung: Die Menge
U:={zel0,00)|2°—z <1}

ist offen in [0, c0).

Beweis: Die Aussage folgt analog zu (fil) mit X := [0, 00).
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(iii) Die Menge
A={z eR*|z]+a3 <1}
ist abgeschlossen (in X := R?).

Beweis: Wir definieren
f:R*=R,  f(z):=ai+r;,  B:=(-001]

Es gilt

A= f7(B).
Die Funktion f ist polynomial und daher geméss Beispiel stetig. Das Kom-
plement von B ist das offene Intervall (1,00), welches geméss Beispiel [4.13](i)

offen ist (in R). Daher ist die Menge B abgeschlossen. Geméss Satz ) = ()
ist die Menge A = f~!(B) daher abgeschlossen.

Bemerkung: Wir haben dieses Beispiel in Beispiel verwendet.

Wir charakterisieren jetzt Stetigkeit einer Funktion in einem Punkt mittels Umgebun-
gen. Dafiir brauchen wir also den folgenden Begriff. Sei X C R” und zy € X.

Definition 4.39 (Umgebung). Eine Teilmenge U C X heisst Umgebung von x relativ
zu X (oder in X )g. d. w. es einen offenen Ball um xo gibt, dessen Durchschnitt mit
X in U enthalten ist, d. h. es gibt ein r € (0,00), sodass

Im Fall X = R™ nennen wir ein solches U auch schlichtweg eine Umgebung von z.

Beispiele. e Scien X := R und a < 2y < b reelle Zahlen. Die Intervalle ]a, b[, [a, b],
Ja,b] und [a, b] sind Umgebungen von z, (in X = R).

e Scien X := [0,00). Das Intervall [0, 1] ist eine Umgebung von zy := 0 in X. Es
ist jedoch keine Umgebung von 0 in R.
Seienn,p e N, X CR" Y CRP, f: X =Y und o € X. Wir definieren Stetigkeit an

einer Stelle wie in Definition [4.11

Satz 4.40 (Charakterisierung von Stetigkeit in einem Punkt mittels und Umgebun-
gen). Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

(a) f ist stetig an der Stelle x.

(b) (Umgebungskriterium) Das Urbild jeder Umgebung von f(xq) inY unter f ist eine
Umgebung von o in X.
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Bemerkung. Die Bedingung (b)) bedeutet: Fiir jede Umgebung V' von f(z) (in Y)
ist U := f~1(V) eine Umgebung von z, in X.

Beweis des Satzes [1.40} [Stral, Satz 4.5.1, S. 66].

Beispiel. [Charakterisierung von Stetigkeit in einem Punkt mittels Umgebungen] Wir
betrachten die charakteristische Funktion der Menge {0},

X{o} : R —R.

(Siehe Beispiel [4.3](iv]).) Diese Funktion ist an der Stelle z := 0 unstetig, da das Urbild
U der Umgebung V := (0,00) von x10}(0) = 1 in ¥ := R keine Umgebung von 0 in
X =Rist. (Was ist U := f~1(V)?)

4.4 Zwischenwertsatz und Folgerungen, Stetigkeit
der Umkehrfunktion

Dieser Abschnitt entspricht [Stral, 4.6 Zwischenwertsatz und Folgerungen|. Der Zwi-
schenwertsatz besagt, dass eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall jeden
Wert annimmt, der zwischen den Werten der Funktion an den Endpunkten des Inter-
valls liegt. Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir das Bild gewisser Funktionen bestimmen.
Wir werden ihn verwenden, um zu zeigen, dass fiir jedes k € N die k-te Potenzfunktion
P [0,00) — [0,00), f(z) := 2%, bijektiv ist{”] Damit konnen wir die k-te Wurzel-
funktion als die Umkehrfunktion der k-ten Potenzfunktion definieren. Ebenso werden
wir den Zwischenwertsatz verwenden, um zu zeigen, dass die reelle Exponentialfunk-
tion exp : R — (0, 00) bijektiv ist. Damit konnen wir die Logarithmusfunktion als die
Inverse der reellen Exponentialfunktion definieren.

Satz 4.41 (Zwischenwertsatz). Seien a,b € R, sodass a < b, f : [a,b] — R stetig,
sodass f(a) < f(b), und y € [f(a)j(b)]. Dann gibt ein x € [a,b], sodass f(x) =y.

Beweis: [Stral Satz 4.6.1., S. 68|

Bemerkungen. [Zwischenwertsatz]

e Im Fall f(a) < f(b) gilt diese Aussage mit “[f(a), f(b)]” ersetzt durch “[f(b), f(a)]”.

e Dic Voraussetzung f(a) < f(b) kann auch erfiillt sein, falls f nicht monoton
steigend ist. (Kennen Sie ein Beispiel dafiir?)

"Fiir k ungerade ist die k-te Potenzfunktion auch eine bijektive Funktion von R nach R.
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Beispiele 4.42. [Anwendungen des Zwischenwertsatzes: Quadratwurzel von 2, Bild
der Potenzfunktion und der reellen Exponentialfunktion]

(i) (Quadratwurzel aus 2) Behauptung: Es gibt eine Zahl z € [0, 2], sodass x? = 2.

Beweis: Wir definieren
a:=0, b:=2, f:[a, 0] =[0,2] =R, f(z) =2 y = 2.

Geméss Beispiel 4 . ) ist die Funktion f stetig. Es gllt y € [0,4] = [£(0), f(2)].
Gemiss Satz [4.41] glbt es daher ein z € [0,2], sodass z° = f(z ) = 2. Das beweist
die Behauptung.

Bemerkung: Die Behauptung folgt auch aus Proposition . (Uberpriifen Sie
das!)

(ii) (gerade Potenzfunktion) Sei k& € N gerade. Wir betrachten die k-te Potenzfunk-
tion auf [0,00), d. h. die Funktion

Pk [0,00) = R, pr(x) = 2"

Behauptung: Das Bild dieser Funktion ist das abgeschlossene Intervall [0, co),

d. h.
im(px) = pr([0, 00)) = [0, 00). (4.15)
Beweis: Fiir jedes x € [0, 00) gilt 2% > 0. Daher gilt
im(px) € [0, 00).

Wir zeigen die umgekehrte Inklusion “27: Sei y € [0,00). Wir definieren z :=
max{y, 1} := das Maximum von y und 1. Es gilt

<y (daye0,00))

<z (da z = max{y, 1})

< 2P (da z>1)

= pi(2).
Also gilt y € [pr(0),pr(2)]. Geméss Beispiel ist die Funktion pj stetig.
Daher folgt aus Satz [4.41] (Zwischenwertsatz), dass es ein z € [0, z] gibt, sodass
f(z) =y. Da [0, z] C [0,00), folgt daraus, dass y € pi([0,00)) = im(pg). Daher
gilt die Inklusion
Da auch die Inklusion “C” gilt, folgt daraus, dass im(p;) = [0,00), d. h. (4.15).
Das beweist die Behauptung.
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(ungerade Potenzfunktion) Sei k& € N ungerade. Wir betrachten die k-te Potenz-
funktion auf R, d. h. die Funktion

p: : R— R, pr(z) = k.
Ein Argument wie in (fii) zeigt, dass px(]0,00)) = [0,00). Daraus folgt, dass
pr((—00,0]) = (—00,0]. (Warum?) Daraus folgt, dass das Bild von py gegeben ist
durch im(px) = px(R) = R.

Behauptung: Das Bild der reellen Exponentialfunktion exp : R — R ist das
offene Intervall (0, c0), d. h.

im(exp |r) = exp(R) = (0, 00). (4.16)
Beweis: Wir zeigen “C”: Es gilt
. xk 2l
exp(z) = o > o= 1>0, Vz € [0, 00). (4.17)
— k! !
Sei jetzt x € (—o0,0]. Aus Satz (Additionstheorem) folgt, dass
1
eXp(x) = m

(Warum?) Da —z > 0, gilt geméss (£.17)), dass exp(—z) > 0. Es folgt, dass
exp(xz) > 0. Daher gilt exp(R) C (0, 00), d. h. die Inklusion “C” in (4.16].
p(R

Wir zeigen die umgekehrte Inklusion exp(R) 2 (0, 00): Sei y € (0, 00).

Fall y > 1: Es gilt y = % < Zzozoy = exp(y), also y € [1,exp(y)]. Da 1 =
exp(0) und exp : R — R stetig ist, folgt darum aus Satz (Zwischenwertsatz),
dass es ein x € [0,y] C R gibt, sodass exp(z) = y. Daraus folgt, dass y € exp(R).

Fall y < 1: Dann gilt

-~ 1
yi=->1
Y

Wie wir soeben gezeigt haben, gibt es daher ein = € R, sodass exp(z) = y. Wir
definieren = := —x. Wir haben

_ 1 1
exp(z) = exp(—7) = @ 5

Daraus folgt, dass y € exp(R).

Also gilt die Inklusion exp(R) 2 (0,00), d. h. die Inklusion “2” in (4.16]). Da
auch exp(R) C (0,00) gilt, folgt daraus, dass exp(R) = (0,00). Das beweist die
Behauptung.

Bemerkung: Dieses Beispiel war Teil einer Aufgabe in Ubungsserie 2 (Bild,
Urbild).



4.4. ZWISCHENWERTSATZ UND FOLGERUNGEN, STETIGKEIT DER
UMKEHRFUNKTION 135

Fiir weitere Beispiele siehe [Stral, Beispiel 4.6.1., S. 69].

Als néchstes zeigen wir, dass fiir £ € N die Potenzfunktion p, und die reelle Exponen-
tialfunktion injektiv sind. Dazu verwenden wir das folgende Kriterium. Sei X C R und
f: X —=R.

Definition 4.43 ((strenge) Monotonie). (i) Wir nennen f monoton wachsend g. d. w. fiir
alle v,x’ € X qilt, dass
<= f(z) < f2).

(ii) Wir nennen f streng monoton wachsend g. d. w. fir alle z,2' € X gilt, dass
<z = f(z) < f(2).

Bemerkung 4.44. [strenge Monotonie und Injektivitét] Falls f streng monoton wach-
send ist, dann ist f injektiv. (Uberpriifen Sie das!)

Beispiele 4.45. [Potenzfunktion, reelle Exponentialfunktion streng monoton wach-
send]

(i) Sei k € N. Die k-te Potenzfunktion py ist auf [0, 00) streng monoton wachsend.
(Das folgt aus der Tatsache, dass (R, +,., < ) ein geordneter Korper ist, d. h. die
Eigenschaften A.i)-iv), M.i)-iv), D), O.i)-iv), K.i),ii) in [Stral 2.2 Die reellen Zah-
len] besitzt.) Daraus folgt, dass py, fiir ungerades k auf R streng monoton wachsend
ist. (Uberpriifen Sie das!) Gemiss Bemerkung ist die Funktion pj, daher fiir
gerades k auf [0,00) und fiir ungerades k auf R injektiv.

(ii) Die reelle Exponentialfunktion exp : R — R ist streng monoton wachsend. Siehe
Ubungsserie 8.

Aus den Beispielen und folgt, dass fiir gerades k die k-te Potenzfunktion
eine bijektive Funktion von [0,00) nach [0,00) ist. Aus den Beispielen und
folgt, dass fiir ungerades k die k-te Potenzfunktion eine bijektive Funktion
von R nach R ist. Die folgende Definition ergibt daher Sinn. Wir erinnern uns an
Definition m (Umkehrfunktion f~' = f{~1 einer bijektiven Funktion f: X — Y).

Definition 4.46 (k-te Wurzelfunktion). Fiir jede gerade Zahl k € N definieren wir die
k-te Wurzelfunktion y/ als die Umkehrfunktion der k-ten Potenzfunktion py, : [0, 00) —
[0,00), d. h.

= pgl :[0,00) — [0, 00).
Fiir jede ungerade Zahl k € N definieren wir die k-te Wurzelfunktion 1 als die Um-
kehrfunktion der k-ten Potenzfunktion pp : R — R, d. h.

\k/::p,;l:R—>R.
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e, R
Abbildung 4.2: Jost Biirgi, 1552-1632,

Schweizer Uhrmacher und Mathemati-
ker.

Abbildung 4.3: John Napier, 1550—
1617, schottischer Mathematiker.

Aus den Beispielen und folgt, dass die Exponentialfunktion eine bijektive
Funktion von R nach (0, 00) ist. Die folgende Definition ergibt daher Sinn.

Definition 4.47 (Logarithmus). Wir definieren den (natiirlichen) Logarithmus log
als die Umkehrfunktion von exp : R — (0, 00), d. h.

log := Log :=exp ' : (0,00) — R.

Logarithmen wurden von Jost Biirgi und John Napier erfunden. (Siehe Abbildungen

2 und [3)

Bemerkungen. [Logarithmus| In der hoheren Mathematik bezeichnet log den natiirlichen
Logarithmus, also den Logarithmus zur Basis e. Gewisse Autoren verwenden dafiir die
Schreibweise In, was fiir logarithmus naturalis steht. Ausserhalb der Mathematik wird
log manchmal fiir den Logarithmus zur Basis 10 gebraucht.

Der Logarithmus verwandelt Multiplikation in Addition. Das ist der Inhalt des folgen-
den Korollars zu Satz (Additionstheorem fiir Exp).

Korollar 4.48 (Produktregel fiir den Logarithmus). Fiir alle z,y € (0,00) gilt

log(zy) = log(z) + log(y).

Beweis: Ubungsserie 8.

Bemerkung. [Produktregel fiir den Logarithmus, Rechenschieber] Geméss diesem Ko-
rollar gilt
vy = exp (log(x) +log(y)),  Va,y € (0,00)
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Wir kénnen daher das Produkt von x und y berechnen, indem wir in einer Logarith-
mentafel log(x) und log(y) nachschlagen, diese Zahlen addieren und danach in der
Logarithmentafel auf der linken Seite die Zahl z suchen, die der Summe log(z) +log(y)
entspricht. Die Zahl z ist dann das gesuchte Produkt zy.

Diese Methode erspart gegeniiber der schriftlichen Multiplikation@viel Rechenzeit. Sie
bildete die Basis fiir den Rechenschieber, eines mechanischen Geréts zur Multiplikation
zweiere Zahlen. Die Methode kann natiirlich auch von einem Computer ausgefiihrt
werden.

Die folgenden Sétze liefern Kriterien fiir die Stetigkeit einer Umkehrfunktion. Seien
n,peEN, KCR" Y CRPund f: K =Y.

Satz 4.49 (Stetigkeit der Umkehrfunktion bei kompaktem Definitionsbereich). Wir
nehmen an, dass f bijektiv und stetig ist und dass K kompakt ist. Dann ist die inverse
Funktion f~' = f&1 .Y — K ist stetig.

Beweis des Satzes [4.49; Wir iiberpriifen die Bedingung (d) des Satzes mit f
ersetzt durch f(=1. Sei A C K relativ abgeschlossen. Es gilt

(F72) " () = ra). (418)
(Uberpriifen Sie das!)

Behauptung 1. A ist kompakt.

Beweis der Behauptung l Gemaéss Definition “ i) gibt es eine abgeschlossene
Teilmenge Avon R", sodass A = ANK.Da K kompakt ist, ist K abgeschlossen in R™.
Gemaiss Satz ’ ist daher der Durchschnitt K N A = A abgeschlossen in R™. Da
K kompakt 1st ist K beschriankt. Daher ist A beschrankt. Es folgt, dass A kompakt
ist. Das beweist Behauptung [} O

Da f stetig ist, ist wegen Behauptung [1| und Satz das Bild f(A) kompakt. Daher
ist f(A) abgeschlossen in RP. Da f(A) = f(A) NY, folgt, dass f(A) abgeschlossen in
Y ist. Wegen (|4.18)) folgt daraus, dass das Urbild ( f <’1>)_1 (A) abgeschlossen in Y ist.
Gemaéss Satz :>@ ist die inverse Funktion (% daher stetig. Das beweist Satz
149 O

18Das ist die Standardmethode fiir die Multiplikation, die Sie in der Schule gelernt haben.
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Beispiel. [Stetigkeit der Umkehrfunktion bei kompaktem Definitionsbereich]| Sei k €
N. Wir definieren

K:=10,1, Y:=[0,1,  f:[0,1] —=10,1], f(x):= 2"

Geméss Beispiel ist diese Funktion injektiv. Aus Satz (Zwischenwertsatz)
folgt, dass f surjektiv ist. (Uberpriifen Sie das!) Die Umkehrfunktion ist die k-te Wur-
zelfunktion auf dem Intervall [0, 1],

[ =y :0,1] = [0,1].

Gemiiss Beispiel ist f stetig. Da Y = [0, 1] kompakt ist, folgt daher mittels Satz
4.49, dass die Wurzelfunktion ¢ : [0, 1] — [0, 1] stetig ist.

Bemerkung 4.50. [Voraussetzung der Kompaktheit des Definitionsbereiches| Ohne
die Voraussetzung, dass der Definitionsbereich kompakt ist, ist die Aussage des Satzes
4.49)im Allgemeinen falsch. Um das zu sehen, betrachten wir zum Beispiel

x, falls x <0,

X = (—00,0] U (1,00), Y =R, f:X—>Y,f(x)::{$_1 falls 7 > 1.

Diese Funktion ist bijektiv und stetig. Thre Umkehrfunktion ist gegeben durch

-1, “1, Y falls y < 0,
LY =X, f (y)—{y+1, falls y > 0.

Diese Funktion ist im Punkt yy = 0 unstetig.

Bemerkung: Der Definitionsbereich X von f ist nicht kompakt. (Warum?) Daher
ergibt sich kein Widerspruch zu Satz [£.49]

Sei jetzt I ein Intervall. (I darf offen, halb-offen oder abgeschlossen sein. Es darf be-
schrénkt oder unbeschrinkt sein.)

Satz 4.51 (Bild, strenge Monotonie und Stetigkeit der Umkehrfunktion einer Funktion
von einem Intervall nach R). Sei f : [ — R eine stetige Funktion. Dann gilt:

(i) Das Bild von f ist ein Intervall.

(ii) Falls f streng monoton wachsend ist, dann ist die Umkehrfunktion der Funktion
f I —im(f) streng monoton wachsend und stetig.

Bemerkung. Unter der Voraussetzung von ist f: I — R geméss Bemerkung |4.44
injektiv. Daher ist die Funktion f : I — im(f) bijektiv. IThre Umkehrfunktion ist daher
wohldefiniert.
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Bemerkung. [Voraussetzung, dass der Definitionsbereich ein Intervall ist] Bemerkung
4. 00

Beweis: ({ij) folgt aus dem Zwischenwertsatz m

(ii): [Bla03, (4.24) Hauptsatz iiber monotone Funktionen, S. 166]. (Siehe auch [Stral,
Satz 4.6.2., S. 70, Satz 4.6.3., S. 70].)

Beispiele 4.52. [Monotonie und Stetigkeit der Wurzelfunktion und des Logarithmus]

(i) Sei k € N gerade. Die Potenzfunktion p; : [0,00) — R, pp(z) := xF, stetig.
Da ihr Definitionsbereich [0, 00) ein Intervall ist, folgt daher aus Satz [4.51(),
dass das Bild von py ein Intervall ist. Das hatten wir schon in Beispiel [4.42f(ii)
herausgefunden. (Das Bild von pj ist ndmlich das Intervall [0, 00).)

Gemaiss Beispiel ist pr streng monoton wachsend. Geméss Satz ist
die Umkehrfunktion von py : [0,00) — im(pg) = [0, 00), also die k-te Wurzelfunk-

tion g/ : [0,00) — [0,00), daher streng monoton wachsend und stetig.

(ii) Ein analoges Argument zeigt, dass fiir ungerades k die die k-te Wurzelfunktion
VE R — R streng monoton wachsend und stetig ist.

(iii) Ein analoges Argument zeigt, dass die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion,
d. h. die Logarithmusfunktion log : (0,00) — R, streng monoton wachsend und
stetig ist. (Uberlegen Sie sich das!)

Satz 4.53 (Stetigkeit der Umkehrfunktion bei offenem Definitionsbereich). Seienn,p €
N, sodass n > p, U C R™ nicht leer und offen und f : U — RP stetig und injektiv.
Dann gilt:

(i) Es gilt n = p.

(i1) Das Bild im(f) = f(U) ist offen (in R™).

(111) Die Umkehrfunktion der Funktion f: U — im(f) ist stetig.

Bemerkung. [Stetigkeit der Umkehrfunktion bei offenem Definitionsbereich] Ohne
die Voraussetzung n > p sind alle drei Aussagen dieses Satzes im Allgemeinen falsch.
Ein Gegenbeispiel zu den ersten beiden Aussagen ist dann gegeben durch die Funktion

f:R—=R?% f(z):= (z,0).

Beweis des Satzes [4.53} folgen aus [Hat02, Theorem 2B.3., p. 172].
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Abbildung 4.4: Luitzen Egbertus Jan Brouwer, 1881-1966, niederléindischer Mathema-
tiker.

(iil): Sei U" C U eine offene Menge. Es gilt

-1

((F:U—m()™) @)= f) (4.19)

(Uberlegen Sie sich das!) Gemiiss ist f(U’) offen in R™. Daher ist f(U’) = f(U") N
f(U) offen in f(U). Mittels (4.19) und Satz @—E) folgt daraus, dass (f U —

im(f))<71> stetig ist. Das beweist 1) O

Bemerkungen. [Invarianz des Gebietes]

o Teil des Satzesheisst Invarianz des Gebietes. Mit Gebiet meinen wir hier
eine offene Teilmenge des R"H Teil des Satzes besagt, dass die Eigenschaft,
ein Gebiet zu sein, invariant ist @ unter jeder injektiven stetigen Funktion mit
Zielbereich R™. Das erkléirt den Namen Invarianz des Gebietes.

® Satz wurde durch Luitzen Egbertus Jan Brouwer bewiesen. Siehe Abbildung
£4

Beispiel. [Stetigkeit der Umkehrfunktion bei offenem Definitionsbereich, Polarkoor-
dinaten] Wir definieren die Polar-Kartesisch-Transformation als die Abbildung

f:U:=(0,00) x (—m,m) — R?, f(r o) = (:Z?ﬁ:ﬁ) :

19Normalerweise wird auch vorausgesetzt, dass ein Gebiet nicht leer und zusammenhingend ist.
Das braucht hier nicht der Fall zu sein.
204. h. sich nicht dndert
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Diese Abbildung ist stetig und injektiv. (Uberlegen Sie sich das!) Gemiiss Satz ist
daher das Bild im(f) = f(U) offen und die Umkehrfunktion der Funktion f : U —
im(f) stetig.

Wir konnen diese Tatsachen auch direkt iiberpriifen. Das Bild von f ist ndmlich gege-
ben durch

im(f) =V :=R*\ ((—00,0] x {0}) = {z € R? |z, > 0V x5 # 0}.
(Uberlegen Sie sich das!) Diese Menge ist offen.
Die Einschrédnkung der Umkehrfunktion von f : U — V auf V' := (0,00) x R ist

gegeben durch
1 X Vi + 23
-1 .37/ — _
foavi=u fe) = arctan (ﬁ)
T
(arctan bezeichnet den Arkustangens, d. h. die Umkehrfunktion des Tangens.) Diese
Einschréankung ist stetig. (Uberlegen Sie sich das!) Man kann auch auf &hnliche Weise
zeigen, dass die Einschrinkungen f~! : R x (0,00) — U und f~! : R x (—00,0) = U
stetig sind. Daher ist die Umkehrfunktion f=!:V — U stetig, wie behauptet.

4.5 Punktweise und gleichmissige Konvergenz

Dieser Abschnitt entspricht [Stral 4.8 Punktweise und gleichmiéssige Konvergenz|. Wir
sagen, dass eine Folge von Funktionen punktweise konvergiert, falls die Folge der Punk-
te konvergiert, die wir erhalten, indem wir die Funktionen an einer beliebigen festen
Stelle auswerten. Wir sagen, dass eine Folge (f,,)men, von Funktionen gleichmissig
konvergiert, falls es eine Funktion f gibt, sodass das Supremum der Norm des Un-
terschieds zwischen f,, und f gegen 0 konvergiert fiir m — oo. Falls eine Folge von
Funktionen gleichméissig konvergiert, dann konvergiert sie punktweise, aber nicht um-
gekehrt.

Der gleichméssige Limes stetiger Funktionen ist stetig, d. h., Stetigkeit bleibt unter
gleichméssigen Limites erhalten. Als Anwendung davon erhalten wir, dass jede durch
eine Potenzreihe definierte Funktion auf ihrer Konvergenzkreisscheibe stetig ist.

Seien n,p € N, X CR", f, f,, : X — RP fiir m € N.

Definition 4.54 (punktweise Konvergenz). Wir sagen, dass die Folge ( f)men, punkt-
weise gegen f konvergiert ¢. d. w.

Ve € Xt (fn(2))men, — f(@) E (4.20)
21Die Konvergenz auf der rechten Seite ist wie in Definition definiert.
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Bemerkung. [punktweise Konvergenz]Ausgesprochen lautet Bedingung (|4.20)):

Fiir jedes x € X konvergiert die Folge (f,.(z)) in R? gegen den Punkt f(z).

mENO

Diese Art der Konvergenz heisst punktweise Konvergenz, da wir fir jeden Punkt x € X
fordern, dass sein Bild unter der Funktion f,, gegen sein Bild unter f konvergiert. In
Quantoren ausgeschrieben lautet diese Bedingung

Vo € XVe € (0,00)3mg € NgVm € Ng : m > mg = || fn(z) — f(z)]| <e.  (4.21)
Der Index mg darf hier von x abhéngen, da Va vor dkgy steht.

Beispiel 4.55. [punktweise Konvergenz] Wir betrachten die Folge (f,,)men, gegeben
durch

fm 2 [0,1] = R, fn(x) == 2™,

Diese Folge konvergiert punktweise gegen die Funktion

0, falls x <1,
f:00,1] =R, f(z) ':{ 1, fallsz=1.

(Siehe Ubungsserie 8.)

Definition 4.56 (gleichméssige Konvergenz). Wir sagen, dass die Folge (fm)men,
gleichméssig gegen f konvergiert g. d. w.

(swp 1nte) ~ 7)) 0. 1.22)

meENg
Bemerkungen. [gleichmissige Konvergenz] Ausgesprochen lautet Bedingung (4.22)):

Das Supremum tiber alle x € X der euklidischen Norm von f,,(x) — f(x) konvergiert
gegen 0 fiir m gegen unendlich. Diese Bedingung ist logisch dquivalent zu folgender
Bedingung;:

Ve € (0,00)3Imgy € Ng¥m € NoVz € X : m > mg = Hfm(:c) — f(x)H <e. (4.23)

Der Index mq darf hier nicht von x abhéngen, da Img vor Va steht. (Zum Zeitpunkt,
in dem wir mg einfiihren, gibt es noch kein x. Der Index m( kann daher nicht von z
abhéngen.) Das bedeutet, dass die Bilder der Punkte x € X unter den Funktionen
fm in gleichem Masse gegen ihre Bilder unter f konvergieren. Das erklédrt den Namen
gleichmdssige Konvergenz.

Als ein Beispiel konvergiert jede Potenzreihe gleichméssig auf jedem kompakten Ball,
der in ihrer Konvergenzkreisscheibe enthalten ist. Das ist der Inhalt der folgenden
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Proposition. Sei (¢x)ren, eine Folge in C. Wir definieren den zur Koeffizientenfolge
¢ = (ck)ken, gehorigen Konvergenzradius wie in Definition als

1

p=- :
lim supy,_, o /||

Wir nehmen an, dass p > 0. Sei r € (0, p). Wir definieren die Funktion

D: Fi(O) — C, p(z) = chzk = nli_rgchkzk. (4.24)
k=0 k=0

Geméss Korollar ist p wohldefiniert, d. h. der Grenzwert in (4.24)) existiert.
(Das ist der Grenzwert der zur Koeffizientenfolge ¢ = (¢ )ren, gehorigen Potenzreihe
im Punkt z.) Sei m € No. Wir definieren das Polynom

m

5m :C— C, ﬁm<2) = chzk.
k=0

Bemerkung. [Potenzreihe als Folge von Polynomen] Wir kénnen die Potenzreihe z —
> k2"™) e, Wit der Folge von Polynomen (py)men, identifizieren.

Wir definieren p,, als die Einschrénkung
P = 57”‘?3 © (4.25)

Proposition 4.57 (Potenzreihe konvergiert gleichméissig auf kompaktem Ball). Die
Folge (pm)men, konvergiert gleichmdssig gegen p.

Beweis der Proposition [4.57; Wir iiberpriifen die Bedingung mit fr, == Pm
und f := p: Sei ¢ € (0,00). Wir wihlen s € (r,p). Da s < p, konvergiert geméiss
Beispiel die zu (ck)ren, gehorige Potenzreihe in s absolut, d. h. der Grenzwert
oo ekl ™ = limy, oo Y4ty |ck|s™ existiert und ist kleiner co. Da £ < 1, gibt es daher
ein mg € Ny, sodass

(g)m f: leals® < e. (4.26)

k=0
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(Warum?) Sei m € Ny, sodass m > mg, und z € B,(0). Sei £ € Ny, sodass £ > m. Es
gilt

14

E Cka

k=m+1

¢
< Z ’ck 2* ‘ (Dreiecksungleichung)
k=m+1

l
< > et (da Jww'| = |w]|w'] und |z| < r)
k=m+1

¢
< Z |eg|r™mo sk =mo (dar<sund k >m+1>myg)
k=m+1

<e (wegen (4.26) und Satz [3.§|{iv)). (4.27)

Es gilt p(2) — pm(2) = Sope, s 2t = limoo 35,1 cr2®. Mittels (#27) und Satz
folgt daraus, dass

p(2) = pu(2)| < e

Daher ist Bedingung (4.23)) erfiillt, d. h. (py,)men, konvergiert gleichméssig gegen p.
Das beweist die Behauptung. [J

Bemerkungen 4.58. [gleichmissige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz|

(i) Mit Quantifizierung meinen wir einen Ausdruck der Form Va € A oder Ja € A.
Die Bedingungen und unterscheiden sich dadurch, dass der Ausdruck
Vr € X in den Anfang der Kette von Quantifizierungen bildet und in
das Ende der Kette von Quantifizierungen bildet. In darf mg von x

abhéngen, aber in (4.23)) nicht.

(ii) Falls die Funktionenfolge (f,)men, gleichméssig gegen f konvergiert, dann kon-
vergiert sie punktweise gegen f. Das bedeutet, dass die Bedingung (4.23)) die
Bedingung (4.21)) impliziert. Das folgt aus folgenden Tatsachen:

(a) (Vertauschen von Quantoren gleichen Typs) Es gibt zwei Typen von Quan-
toren: Allquantoren und Existenzquantoren. Wenn wir Quantoren gleichen
Typs vertauschen erhalten wir logisch dquivalente Aussagen. Das bedeutet
das Folgende: Sei P(a,b) eine Aussageform in den Variablen a,b. Es gilt

Vavb : P(a,b) = VbVa : P(a,b), da3b : P(a,b) = 3b3a : P(a,b).

(= bedeutet logische Aquivalenz.)
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(b) (Nach-Links-Ziehen einer Allquantifizierung) Wenn wir eine Allquantifizie-
rung iiber eine Existenzquantifizierung hinweg nach links ziehen, erhalten wir
eine (nicht strikt) schwiichere Aussage. Das bedeutet das Folgende: Sei P(a, b)
eine Aussageform in den Variablen a, b. Aus JaVb : P(a,b) folgt Vb3a : P(a,b).
Ausgesprochen bedeutet das:

Falls es ein aq gibt, sodass fiir jedes b die Bedingung P(aq, b) erfiillt ist, dann
gibt es fiir jedes b ein a, sodass P(a,b) erfiillt ist.

Wir kénnen namlich a := ag nehmen [

Wir erhalten (4.21]) aus (4.23]), indem wir Vo € X iiber alle anderen Quantifizie-

rungen hinweg nach links ziehen. Geméss und folgt (4.21]) (punktweise
Konvergenz) daher aus (4.23)) (gleichméssige Konvergenz).

Wenn wir eine Allquantifizierung iiber eine Existenzquantifizierung hinweg nach rechts
ziehen, erhalten wir eine (nicht strikt) stirkere Aussage. Diese braucht nicht mehr wahr
zu sein, auch wenn die urspriingliche Aussage wahr ist. Siehe Beispiel . Wie

steht es hierbei mit (4.21]) und (4.23))7

Frage. Gilt die Umkehrung von Bemerkung , d. h., impliziert punktweise Kon-
vergenz gleichmdssige Konvergenz?

Das néchste Beispiel beantwortet diese Frage negativ.

Beispiel 4.59. [punktweise konvergente, nicht gleichméssig konvergente Funktionen-
folge] Wir betrachten die Funktionenfolge (f.,)men, aus Beispiel

Behauptung: Diese Folge konvergiert nicht gleichmissig, d. h. fiir jedes f : [0,1] = R
ist die folgende Bedingung erfiillt:

Je € (0,00)Vmg € NoIm € N3z € [0,1] : . > mo A | fn(z) — f(2)| > €. (4.28)
Beweis: Sei f : [0,1] — R eine Funktion.
Fall: f =0 auf [0,1): Wir wihlen ¢ € (0,1). Sei mg € Ng. Wir definieren m := my. Da
fm im Punkt 1 stetig ist, gibt es ein x € (0, 1), sodass
|fm(1) = fn(z)] <1 —e. (4.29)
Es gilt
|[fm(z) = f(@)| = [fm(@)]  (da f(z)=0)
>1—|1— fula)] (wegen der Dreiecksungleichung)
> e (wegen 1 = f,,(1) und (4.29)).

22Es war hier praktisch, das erste a in ag umzubenennen. Gemiiss dem Goethe-Prinzip (Prinzip

1.19) ist das erlaubt.
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Also ist die Bedingung (|4.28]) erfiillt.

Fall: Es gibt ein « € [0,1), sodass f(x) # 0: Wir wahlen ein solches . Wir wihlen
€€ (O, |f(x)|) Sei my € Ng. Es gibt ein m € Ny, sodass m > my und

[fm(@)| = 2™ < [f(2)] —e. (4.30)

(Warum?) Wegen der Dreiecksungleichung gilt

[f(@) = fu(@)] = [f(@)] = | fn(2)] > &,

wobei wir in der letzten Ungleichheit (4.30|) verwendet haben. Also ist die Bedingung
(4.28)) erfiillt.

Da die obigen Fille alle Moglichkeiten abdecken, ist fiir jedes f : [0,1] — R die Bedin-
gung (4.28)) erfiillt. Das bedeutet, dass die Folge (f,,)men, nicht gleichmdssig konver-
giert. Das beweist die Behauptung.

Stetigkeit bleibt unter gleichméssiger Konvergenz erhalten. Das ist die Aussage des
folgenden Satzes. Seien X C R", f: X — RP und (f,,)men, €ine Folge von Funktionen
von X nach RP.

Satz 4.60 (Stetigkeit erhalten unter gleichméssiger Konvergenz). Wir nehmen an, dass
fiir jedes m € Ng die Funktion f,, stetig ist, und dass die Folge (fm)men, gleichmissig
gegen f konvergiert. Dann ist f stetig.

Beweis: [Stral Satz 4.8.1., S. 76]

Bemerkung. Die Aussage dieses Satzes mit “gleichméssig” ersetzt durch “punktwei-
se” ist falsch, d. h. es gibt eine punktweise konvergente Folge stetiger Funktionen, deren
Limes unstetig ist. Ein Beispiel dafiir ist die Folge (f.,)men, aus Beispiel 4.55,

Geméss Beispiel konvergiert diese Folge nicht gleichméssig. Es ergibt sich daher
kein Widerspruch zu Satz [4.60]

Als eine Anwendung der Proposition [4.57] und des Satzes [4.60] erhalten wir, dass jede
durch eine Potenzreihe definierte Funktion auf ihrer Konvergenzkreisscheibe stetig ist.
Das ist der Inhalt des folgenden Korollars. Sei (¢x)ren, eine Folge in C. Wir schreiben
p fiir den zugehorigen Konvergenzradius. Wir definieren die Funktion

oo m

f: Bi(O) — C, f(z):= chzk = liin chzk.

k=0 k=0
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Korollar 4.61 (durch Potenzreihe definierte Funktion auf Konvergenzkreisscheibe ste-
tig). Die Funktion f ist stetig.

Beweis des Korollars [4.61 Sei r € (0, p). Wir definieren p, p,, wie in (4.24}/4.25)).

Sei m € Ng. Da p,, die Einschrédnkung eines Polynoms ist, ist diese Funktion geméss
Beispiel stetig. Aus Proposition und Satz folgt daher, dass p stetig
ist. Die Funktion p ist die Einschrinkung von f auf Ei(O). Es folgt, dass f stetig ist.
(Wir verwenden hier, dass r € (0, p) beliebig ist.) Das beweist Korollar 4.61] O

Beispiel. [Exponentialfunktion, (Ko-)Sinus stetig] Gemiss Definition [3.24] Definition
und Korollar [4.61] sind die Funktionen exp, Cos, Sin : C — C stetig.






Kapitel 5

Differentialrechnung auf R

Dieses Kapitel entspricht [Stral, Kapitel 5 Differentialrechnung auf R]. Intuitiv ist die
Ableitung einer Funktion f : R — R an einer Stelle zy € R die Steigung der Tangente an
den Graphen von f durch den Punkt (xo, f (a:o)). Genauer gesagt, ist die Ableitung der
Grenzwert der Steigungen der Sekanten durch (o, f(z0)) und (z, f(x)) fiir 2 gegen .
Die Tangente ist die beste affine Ndherung fiir f (= “Linearisierung”) in einer kleinen
Umgebung von x.

Ableitungen sind daher allgegenwértig in den Wissenschaften und im Ingenieurwesen.
In der Mechanik ist die Geschwindigkeit eines Teilchens zum Beispiel die Ableitung
seines Ortes als eine Funktion der Zeit. Als ein anderes Beispiel ist in einem elektrischen
Schwingkreis [[] die Stromstirke gleich der Ableitung der Ladung des Kondensators als
eine Funktion der Zeit.

5.1 Differential und Differentiationsregeln

Dieser Abschnitt entspricht [Stral 5.1 Differential und Differentiationsregeln]. Wir de-
finieren hier Differenzierbarkeit und die Ableitung einer Funktion. Wir behandeln die
folgenden Eigenschaften der Differenzierbarkeit und Rechenregeln fiir Ableitungen. Dif-
ferenzierbarkeit impliziert Stetigkeit. Sie bleibt erhalten unter Summen-, Produkt- und
Quotientenbildung. Wir werden Formeln fiir die Ableitung der Summe, des Produk-
tes und des Quotienten zweier Funktionen sehen. Die Kettenregel besagt, dass die
Ableitung der Verkniipfung zweier Funktionen die Ableitung der dusseren Funktion,
verkniipft mit der inneren Funktion, mal die Ableitung der inneren Funktion ist. Sie
ist ein wichtiges Werkzeug zur Berechnung von Ableitungen.

Sei U CRoffen,pe N, f:U — RP und z¢g € U.

1Siehe Abbildung

149
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Definition 5.1 (Differenzenquotient, Differenzierbarkeit, Ableitung (in einem Punkt)). (7
Wir definieren den Differenzenquotienten von f zu xq als die Funktion

Q:=Ql U\ {z} =R, Qz):= Jl@) = Flwo) (5.1)
Tr — 2o
(i) Wir nennen f im Punkt z, differenzierbar g. d. w.

Q konvergiert im Punkt x. (5.2)

In diesem Fall definieren wir die Ableitung von f an der Stelle zy als den Grenz-
wert

(o) :==1limQ = lim Q(z). (5.3)

o T—T0

(i1i) Wir nennen f (auf U) differenzierbar g. d. w. f in jedem Punkt differenzierbar
ist. In diesem Fall definieren wir die Ableitung von f als die Funktion

fU—RP

gegeben durch (5.3)).

Bemerkungen. [Differenzenquotient, Ableitung in einem Punkt]

e Der Quotient (5.1]) ist wohl-definiert,da x — xy # 0 fiir jedes = im Definitionsbe-
reich von F.

e Der Differenzenquotient von f in xg, ausgewertet bei x, ist die Steigung der
Gerade durch die Punkte (2o, f(20)) und (z, f(x)). Diese Gerade schneidet den
Graphen von f in mindestens zwei Punkten. Daher ist sie eine Sekante zum
Graphen von f.

e Die Ableitung von f in x( ist der Grenzwert der Steigungen der Sekanten fiir
x gegen xy. Intuitiv “konvergieren” die Sekanten gegen die Tangente an den
Graphen von f im Punkt (zo, f(20)). Anschaulich ist die Ableitung von f in g
daher die Steigung dieser Tangente.

e Wir haben den Begriff einer Tangente noch nicht definiert. Wir werden das gleich
nachholen. Dazu werden wir die Ableitung von f in xq verwenden. “Konvergenz”
der Sekanten haben wir ebenfalls nicht definiert. Wir benotigen diese zwei Begriffe
offensichtlich nicht, um die Ableitung von f zu definieren.

e Der Definitionsbereich des Differenzenquotienten @ ist U \ {zo}. Da U eine of-
fene Menge ist, enthélt der Abschluss dieses Definitionsbereichs den Punkt z.
Der Grenzwert von ) an der Stelle x, ist daher wohldefiniert. (Siehe Definition
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M) Falls der Definitionsbereich X von f eine allgemeine Teilmenge von R ist,
braucht das nicht der Fall zu sein. Ein Beispiel dafiir X = {z(}. In diesem Fall
ist X \ {xo} = 0. Diese Menge enthélt xy nicht. Der Grenzwert von @ in z, ist
nicht wohldefiniert, da @ in zy “gegen jeden Punkt Yy € RP” konvergiert. (Siehe

Bemerkung [4.26(i).)

e In [Stral Definition 5.1.1. ii), S. 79] wird Differenzierbarkeit einer vektorwertigen
Funktion komponentenweise definiert. Diese Definition und Definition sind
dquivalent.

Definition (Tangente an Graphen). Wir nehmen an, dass f in xq differenzierbar ist.
Wir definieren die Tangente an den Graphen von f im Punkt (:Uo, f(aco)) als die Gerade
durch den Punkt (xo, f(xo)) mit Steigung f(xo).

In Beispiel werden wir eine affine Funktion betrachten. Dieser Begriff ist wie folgt
definiert. Seien V' und W reelle Vektorrdume. (Fiir eine Definition des Begriffs eines
Vektorraumes siehe die Vorlesung Lineare Algebra. Fin Beispiel fiir einen Vektorraum

ist V=R")
Definition (linear, affin). (i) Fine AbbildungT : V' — W heisst (reell- linear g. d. w. gilt
T(av) = aT(v), Tv+v)=T()+T), VaeR, v, €V. (5.4)

(ii) Eine Abbildung f :V — W heisst affin g. d. w. f die Summe einer linearen und
einer konstanten Abbildung ist.

Beispiel 5.2. [affine Abbildung]Eine Abbildung f : R — R ist genau dann affin, falls
es ap,a; € R gibt, sodass f(x) = ajz + ay.

Bemerkung. Eine Abbildung wie in Beispiel [10.25] wird manchmal unprézise als “li-
near” bezeichnet.

Beispiele 5.3. [Differenzierbarkeit und Ableitung einer Funktion in einem Punkt]

(i) (affine Funktion) Seien zg, ag, a; € R. Wir betrachten die affine Funktion f : R —
R, f(z) := a1z + ao.

Behauptung: Diese Funktion ist im Punkt xq differenzierbar mit Ableitung
[ (z0) = ay.

Beweis: Der Differenzenquotient von f im Punkt z ist die Funktion F' : R\
{zo} — R gegeben durch

~ f@) = f(wo)  aww+ag— (a1w0 +ag)
Q(.’L’)— T — 7 - T — 7, = Q.




152 KAPITEL 5. DIFFERENTIALRECHNUNG AUF R

Gemaiss Beispiel konvergiert () an der Stelle oy gegen a;. Daraus folgt,
dass f im Punkt z( differenzierbar ist mit Ableitung

f(zo) =limQ = lim Q(z) = a;.

T—T0

Das beweist die Behauptung.

(i) (quadratische Funktion) Seien g, a € R. Wir definieren f : R — R, f(x) := az?.
Diese Funktion ist im Punkt z differenzierbar mit Ableitung

f'(z0) = 2ax.
Siehe Ubungsserie 8.

(iii) (Exponentialfunktion) Die Funktion exp : R — R ist an jeder Stelle zy € R
differenzierbar mit Ableitung

exp’(z9) = exp(zp).
(Siehe Ubungsserie 9.)

Bemerkung. [Nicht-Differenzierbarkeit in einem Punkt] Sei U C R offen, zy € U
und f : U — R. Gemaiss Bemerkung ist die Funktion f nicht im Punkt xzg
differenzierbar g. d. w. (4.12)), d. h. die folgende Bedingung erfiillt ist:

VYy € Y3e € (0,00)V6 € (0,00)dz € X : ||l — x0]| <A |Q£0(1‘) ~Yy| >e.  (55)

Beispiel 5.4. [Funktion, die in einem Punkt nicht differenzierbar ist] Wir betrachten
die Betragsfunktion

f:R—=R, f(z) = |z|.
Behauptung: Diese Funktion ist im Punkt xg := 0 nicht differenzierbar.

Beweis: Wir schreiben Q := Q} : R\ {0} — R. Sei Y; € R. Wir definieren ¢ := 1. Sei
6> 0.

Fall: Y; < 0: Wir definieren
x:=4. (5.6)
Es gilt
re€R\{xo}, |z—wo|=2=0<4, (5.7)
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T — X
x—0
x—0
=1—1 (wegen unserer Annahme, dass Yy < 0)

o)l = [ L),

— Y

>3 (nochmals wegen Yy < 0)
=¢

und daher {Q(z) — y0| > ¢. Daraus folgt, dass @ im Fall Y5 < 0 im Punkt xg nicht
gegen 7o konvergiert. Ein analoges Argument zeigt, dass ) im Fall Y; > 0 im Punkt
xo nicht gegen Y, konvergiert. (Uberpriifen Sie das!) Daher konvergiert @ in keinem
Fall im Punkt zy gegen Y. Daraus folgt, dass ) im Punkt z( divergiert. Daher ist f
im Punkt xq nicht differenzierbar.

Sei U CRoffen,peN, f:U — RP und 2oy € U.

Bemerkung 5.5. [komponentenweise Differenzierbarkeit und Ableitung] Wir schrei-
ben f; fiir die i-te Komponente von f. (Es gilt also f = (f1,..., f,).) Die Funktion f
ist an der Stelle x differenzierbar g. d. w. fiir jedes i € {1,...,p} die Funktion f; an
der Stelle z( differenzierbar ist. In diesem Fall gilt

fi(wo)
f(wo) = :
fp(o)

Beispiel. [komponentenweise Differenzierbarkeit und Ableitung] Wir betrachten die
Funktion

fiR=RYL  f(z):= <””>
und zy € R. Gemiiss Beispiel und Bemerkung [5.5]ist f an der Stelle zq diffe-

renzierbar mit Ableitung
/ _(filmo)) _ (1
fwo) = <f2(x2)> B (em) ’

Satz 5.6 (Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit). Falls f an der Stelle xy differen-
zierbar ist, dann ist f an der Stelle xq stetig.

Beweis: [Stral Satz 5.1.1., S. 80]

Beispiele. [Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit]
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e Jede affine Funktion von R nach R ist stetig. Das folgt aus Beispiel (affine
Funktion ist differenzierbar) und Satz[5.6] (Es folgt auch aus der Tatsache, dass
jede affine Funktion ein Polynom ist.)

e Wir definieren die charakteristische Funktion
f = X{o} - R—R

wie in (4.4]). Diese Funktion ist an der Stelle zy := 0 nicht differenzierbar. Das
folgt aus Beispiel (x{o} ist an der Stelle zo = 0 unstetig) und der Kontra-
position des Satzes [5.6]

Bemerkung. [Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit] Die Umkehrung des Satzes
lautet:

“Falls f an der Stelle xq stetig ist, dann ist f an der Stelle xy differenzierbar.”

Diese Aussage ist im Allgemeinen falsch. Ein Gegenbeispiel ist der Absolutbetrag f :=
|- | : R — R. Diese Funktion ist stetig. (Uberpriifen Sie das!) Gemiss Beispiel ist
sie jedoch im Punkt zy := 0 nicht differenzierbar. Es gibt sogar stetige Funktionen, die
nirgends E| differenzierbar sind.

Bemerkung 5.7. [alternative Definition der Ableitung] Sei U C R offen, p € N,
f:U — RPund xg € U. Wir definieren

U= {x—xo}mGU}
und den verschobenen Differenzenquotienten von f zu xq als

fxo+h) — f(xo)
- :

Q:U\{0} =R, Q(h):=

Die Funktion f ist im Punkt x( differenzierbar g. d. w. @ im Punkt 0 konvergiert. In
diesem Fall ist die Ableitung von f im Punkt xy gegeben durch

f(zg) = flng(l) @(h) _ ;llli% flxo + h}i — f(:):o)'

Bemerkungen 5.8. [Differenzenquotient, Ableitung als Anderungsrate, infinitesimale
Grossen, Differentialquotient, Nichtstandardanalysis, (Nicht-)Schreibweisen, f(z)]

(i) (Differenzenquotient) Wir schreiben z fiir die unabhéngige Variable, y fiir die
abhéngige Variable und

Arv =z -0, yo:= f(x0), y:=f(v), Ay:=y—uw.
2d. h. an keiner Stelle zp € R
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(i)

(i)

Die Differenz Az ist Anderung von . Sie misst, wie stark z sich zunimmt, wenn
es sich von xy nach z dndert. Analog ist Ay die Anderung von y. Der Differen-
zenquotient von f zu zq ist gegeben durch

Qz) = f(@) = f(o) _ %

T — T Az’

(Ableitung als Anderungsrate) Die Ableitung von f im Punkt z ist der Grenz-
wert dieses Quotienten fiir = gegen xo. Wir konnen diesen Grenzwert als die
Anderungsrate von y bei sich d&nderndem x (im Punkt x = z) auffassen.

(infinitesimale Grossen, Differentialquotient) Heuristisch meinen wir mit “infini-
tesimal” “unendlich klein, aber mdoglicherweise nicht gleich 0”. Philosophisch ist
eine “positive infinitesimale Grosse” also eine Grosse, die grosser als 0 ist, aber
kleiner als jede positive reelle Zahl. Intuitiv betrachten wir eine “infinitesimale”
Differenz Az # 0, die wir ein “Differential dz” nennen. Wir schreiben “dy” fiir
die zugehorige “infinitesimale” Differenz Ay. Heuristisch ist die Ableitung von f
im Punkt xy durch den Quotienten dieser “Differentiale” gegeben, d. h.

ccd 9
Y
udxﬂ .

f'(xo) = (5.8)

Die Ableitung f'(zo) wird daher manchmal Differentialquotient genannt.

Gemaiss ([5.8) konnen wir dem Quotienten der “Differentiale” “dy” und “dz” einen
prazisen Sinn zuerkennen, ndmlich den der Ableitung f’(z¢). Intuitiv kann der
Quotient zweier “infinitesimaler Grossen” also eine (endliche) Zahl sein.

Der Quotient der “Differentiale dx und dy” hingt geméss (5.8) nicht von der
Wahl der infinitesimalen Grosse “dz” ab. Das steht im Unterschied zum Differen-
Ay

zenquotienten T2, der sehr wohl von Ax abhiéingt. Beim Ubergang von endlichen

Differenzen zu “Differentialen” verschwindet also diese Abhéngigkeit.

(Nichtstandardanalysis) In unserer Vorlesung ist der Begriff einer “infinitesimalen
Grosse”, wie zum Beispiel “dz” oder “dy”, nur ein heuristisches Konzept. Wir
konnen einer solchen Grosse keinen mathematischen Sinn als eine reelle Zahl zu-
erkennen, da es keine (strikt) positive reelle Zahl gibt, die kleiner als jede strikt
positive reelle Zahl ist. Es ist jedoch mdglich, infinitesimale Grossen im Rah-
men der sogenannten Nichtstandardanalysis EI auf eine andere Art (mathematisch
prézise) zu definieren.

3Das ist ein Teilgebiet der Analysis.
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(vi) (Schreibweisen) Falls es aus dem Kontext ersichtlich ist, dass x der Name der un-
abhéngigen Variable und y der Name der abhéngigen Variable ist, dann schreiben
wir die Ableitung von f im Punkt xy auch als

dy _df _
%(%) = %(Io) = f'(wo).

Das ist die Leibniz-Notation. Der Grund fiir diese Notation ist die obige heuristi-
sche Interpretation der Ableitung als Quotient zweier “infinitesimaler Grossen”.

d

Bemerkung: Wir definieren nur die ganze Notation 5%(z¢), nicht die einzelnen

Teile “dz,dy,df”. Wegen des Goethe-Prinzips diirfen wir die Namen der
unabhéngigen und der abhéngigen Variable &ndern. Falls wir zum Beispiel den
Namen ¢ fiir die unabhéngige Variable verwenden, dann schreiben wir

dy,, . df
E(tO) = %(to) = f'(to).

In diesem Fall schreiben wir auch einen Punkt statt eines Striches, also

f(to) = f'(to)-

Das ist die Newton-Notation. Sie ist nach Isaac Newton benannt. (Siehe Abbil-
dung [0.1}) Diese Notation ist in der Physik weitverbreitet, falls ¢ die Rolle der
Zeit spielt.

(vii) (f(x)) Der Ausdruck f(z) ist keine Funktion, sondern eine reelle Zahf!] Betrach-
ten wir zum Beispiel die Funktion f :=id : R - R, id(z) := z und = := 0. Es
ist nicht sinnvoll, iiber die Ableitung von f(z) = id(0) = 0 zu sprechen. Die Ab-
leitung ist ndmlich nur fiir Funktionen, nicht fiir Zahlen, definiert. Die Ableitung
von f an der Stelle z héngt von den Werten von f in einer Umgebung von z ab,
nicht nur von f(z).

(viii) (Nichtschreibweisen) Im Einklang mit Bemerkung schreiben wir nicht

f@)y,  (f(=)

fiir die Ableitung von f an der Stelle z, sondern f'(z). (Die Reihenfolge der
Symbole spielt eine Rolle.)

Bemerkungen. [Ableitung und beste affine Nédherung]

(i) Seien z und y physikalische Grossen, wobei y eine Funktion f von z ist. Wie in
Bemerkung erwahnt, konnen wir die Ableitung von f im Punkt xq als die
Anderungsrate von y bei sich dnderndem x (im Punkt o = ) auffassen. Wenn
wir x um kleines Az éndern, dann éndert sich y um ein Ay, das ungefdahr gleich
1 (xo) Az ist.

fiir ein gegebenes z, falls f reellwertig ist
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(ii) Daraus folgt, dass f(z) ungeféhr gegeben ist durch

f(a) = p(x) := f(wo) + f'(wo) (& — wo),

falls x nahe bei ¢ ist. Die Funktion ¢ ist affin (=linear + konstant). Sie beschreibt
die Tangente an den Graphen von f durch den Punkt (2o, f(o)). Sie ist die beste
affine Niherung von f im Punkt x,. In dieser Tatsache liegt die Relevanz der
Ableitung in vielen Anwendungen.

(iii) Oft wird der Term “lineare Naherung” oder “Linearisierung” statt beste affine
Ndherung verwendet. “Affin” ist préziser, da die Naherung auch den konstanten
Term f(zg) — f'(x0)xo enthélt.

(iv) In Anwendungen in der Physik wird die Funktion f manchmal durch ihre (beste)
affine Ndherung ersetzt, um das physikalische Modell zu vereinfachen. Als ein
Beispiel dafiir betrachten wir einen Federschwinger. (Siehe dazu die Erklarungen
auf S. pl) Die Riickstellkraft der Feder ist eine Funktion der Auslenkung z der
Feder. Diese Funktion wird in der Linearisierung des Systems durch ihre affine
Néherung ersetzt. (In diesem Fall ist das eine lineare Funktion, d. h. der kon-
stante Term ist null.) Das bedeutet, dass wir nédherungsweise annehmen, dass
die Riickstellkraft proportional zur Auslenkung ist. Diese Annahme heisst das
Hookesche Gesetz.

Beispiel. [Geschwindigkeit als Ableitung] Wir betrachten ein Teilchen, das sich auf
einer Geraden bewegt. Wir schreiben:

t:= Zeit
x:= Ort des Teilchens, aufgefasst als eine Funktion von ¢

Fiir jedes ty € Rist die Ableitung 2/(ty) = @(to) = % (t) die (Momentan-)Geschwindigkeit
des Teilchens zum Zeitpunkt .

Der folgende Satz liefert Rechenregeln fiir das Ableiten. Seien U C R offen, f,g: U — R
und zg € U.

Satz 5.9 (Summen-, Produkt-, Quotientenregel fiir Ableitung). Wir nehmen an, dass
f und g an der Stelle xqy differenzierbar sind. Dann sind die Funktionen f+ g, f - g
und, falls g(xg) # 0, auch die Funktion § an der Stelle xqy differenzierbar, und es gilt:

(i) (Summenregel) (f + g (zo) = f'(x0) + g (o)

(ii) (Produktregel = Leibnizregel) (fg) (zo) = f'(x0)g(x0) + f(20)g (z0)
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(iii) (Quotientenregel) (g) (z0) = f’(x@g(a:;)(;o )J;@O)g,(%)

Teil dieses Satzes ist nach Gottfried Wilhelm Leibniz benannt. (Siehe Abbildung
0.2})

Beweis: (i): Ubungsserie 8
(ilfiii): [Stra, Satz 5.1.2. ii),iii), S. 81]
Bemerkungen 5.10. [Multiplikation mit Konstante, Linearitéit des Ableitens]
(i) (Multiplikation mit Konstante) Sei a € R. Aus Satz mit g = a folgt: Falls

f an der Stelle xq differenzierbar ist, dann ist die Funktion af an der Stelle xzq
differenzierbar mit Ableitung

(af) (zo) = af'(xo)-
(ii) (Linearitdat des Ableitens) Wir definieren die Menge

V.= {in xq differenzierbare Funktion von U nach R}

und punktweise Skalarmultiplikation und punktweise Addition auf V' als die Ab-
bildungen

< RXV =V, (e, f) :=cf, +:VxV =V, +(f,g9) :=f+g

Das Tripel (V. +) ist ein Vektorraum. (Siehe die Vorlesung Lineare Algebra.)
Wir definieren Ableiten an der Stelle xq als die Abbildung

T:V =R, T(f) := f'(xo).

Ableiten an der Stelle z ist linear, d. h. erfiillt die Bedingungen ([5.4]). Das folgt
aus der Summenregel (Satz [5.9i)) und Bemerkung ().

Beispiele 5.11. [Summen-, Produkt-, Quotientenregel fiir Ableitung] Fiir & € Ny

schreiben wir die k-te Potenzfunktion als py : R — R, p(z) := .

(i) (quadratische Funktion) Sei xy € R.

Behauptung: Die quadratische Funktion p, ist an der Stelle xq differenzierbar
mit Ableitung

f/(ZL’o) = 21’0.
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Beweis: Wir definieren f := g :=id : R — R, id(z) := . Es gilt po = fg. Geméss
Beispiel ist f = g in y differenzierbar. Gemiéss Satz ist daher die
Funktion p, in z( differenzierbar mit Ableitung

pa(z0) = f'(w0)g(zo) + f(20)g'(x0) = 1 - 20 + 20 - 1 = 2.
Das beweist die Behauptung.
Bemerkung: In Ubungsserie 8 zeigten wir die obige Behauptung direkt mittels

der Definition.

(ii) (Potenzfunktion) Sei zy € R. Fiir jedes n € Ny betrachten die Aussage
P(n) := “p, an der Stelle z differenzierbar mit p/,(zo) = nay '

Behauptung: Fiir jedes n € N gilt P(n).

Beweis: Wir verwenden Induktion.

Induktionsverankerung: Fiir die Funktion p; gilt die Aussage gemiss Beispiel
B3, d. h. P(1) gilt. (Uberpriifen Sie das!)

Induktionsschritt: Sei £ € N, sodass P(k) gilt. Das bedeutet, dass p; in xg
differenzierbar ist mit p} (zo) = kxi~'. Gemiss P(1) ist p; differenzierbar ist mit

Py (zo) = 1. Da pry1 = prp1, folgt mittels Satz (Leibnizregel), dass pgy1 in
1o differenzierbar ist mit

Prr1(@o) = pi(w0)p1(20) + pr(wo)py (w0)
= kaf oy +ab 1 (geméss der Induktionsannahme P(k))
= (k + 1)zg.

Daher ist P(k + 1) erfiillt. Das schliesst den Induktionsschritt ab.

Mittels Induktion folgt, dass fiir jedes n € N die Aussage P(n) gilt. Das beweist
die Behauptung.

(iii) (Polynom) Seien ay,...,a, € R. Wir definieren das Polynom p : R — R, p(x) :=
Yo apz®. Fiir jedes zy € R ist p an der Stelle z differenzierbar mit

p'(xo) = Z kayrht.
k=0

Das folgt aus Beispiel (ii), Bemerkung [5.10](), Satz (Summenregel) und
Induktion. (Siehe Ubungsserie 9.)

(iv) (rationale Funktion) Seien p, ¢ Polynome mit ¢ # 0. Wir definieren

U:=q '(R\{0}) = {z e R|qg(x) # 0}, f:zS:U—>R.
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Die Menge U ist offen. (Warum?) Eine solche Funktion f heisst rational. Sei
xy € U. Geméss Beispiel sind p und ¢ in z, differenzierbar. Geméss Satz
ist f daher an der Stelle x( differenzierbar mit

f(wo) = pq%@so»

Die Ableitung f’: U — R ist daher wieder eine rationale Funktion.

Ein wichtiges Werkzeug zur Berechnung von Ableitungen ist die Kettenregel. Seien
UV CRoffen, f: U — V und g : V — R Funktionen und zy € U. Wir definieren die

Verkniipfung von f und g wie in (1.25]), d. h.
gof:U—=R,  gof(x):=g(f(z)).

Satz 5.12 (Kettenregel). Fualls f in xq differenzierbar ist und g in f(xy) differenzierbar
ist, dann ist g o f in xo differenzierbar mit Ableitung

(g0 f) (o) = g'(f(x0))f (o). (5.9)

Beweis: [Stral Satz 5.1.3., S. 82]
Bemerkungen. e Im Zusammenhang mit der Kettenregel nennen wir g die dussere
Funktion und f die innere Funktion. Die Kettenregel besagt also:

Die Ableitung der Verkniipfung zweier Funktionen ist die Ableitung der dusseren
Funktion, verkniipft mit der inneren Funktion, mal die Ableitung der inneren
Funktion.

e Wir verwenden die Notationen

dy dz ,  dz

_ — — / _~ A !/
y=1rf2), ==gly), - =1, TR (gof),
wie in Bemerkung [5.8|(vi). Die Gleichheit (8.11)) besagt, dass

dz dz d
w0 = 5 (w0 2= (o)) (o),

oder préagnanter:

dz dz @

dr  dydx’

(Wir miissen uns hier daran erinnern, an welcher Stelle jede Ableitung genommen
wird.) In dieser Schreibweise erscheint die Gleichheit (8.11)) plausibel. Intuitiv

interpretieren wir die Ableitung f'(zo) = %(x9) nimlich als den Quotienten

(5.10)
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von “dy”, der “infinitesimalen Anderung von y”, und “dz”, der “infinitesimalen
Anderung von z” und die Ableitung ¢'(yo) = Z—Z(yo) als den Quotienten der
“infinitesimalen Anderungen dz und dy”. (Siche Bemerkung E) Mit dieser

heuristischen Interpretation erhalten wir die Gleichheit (5.10) dadurch, dass wir
auf der rechten Seite die beiden “dy” wegstreichen.

e Die vorherige Bemerkung beweist nicht, da wir den Begriff einer “infinite-
simalen Grosse” nicht definiert haben. Wir kénnen einer solchen Grosse keinen
mathematischen Sinn als eine reelle Zahl zuerkennen. Es ist jedoch moglich, infi-
nitesimale Grossen im Rahmen der sogenannten Nichtstandardanalysis (mathe-
matisch prézise) zu definieren.

e (Name der Kettenregel) Wir kénnen uns eine Funktion wie ein Kettenglied vor-
stellen und die Verkniipfung von Funktionen wie eine Verkettung. Indem wir die
“Kettenglieder” f und g verketten, erhalten wir die (kurze) Kette g o f E| Das
erkldart den Namen Kettenregel.

Beispiele 5.13. [Kettenregel]

(i) (affine Funktionen) Fiir ¢ = 0,1 seien a;,b; € R. Wir betrachten die affinen
Funktionen

fr9:R—=R, f(x) == a1z + ap, 9(y) = by + bo.
Sei zy € R. Gemaéss Beispiel ist f in xq differenzierbar mit Ableitung
f(@o) = ar.
Des Weiteren ist g in yo := f(zo) differenzierbar mit Ableitung
f'(yo) = b1
Gemiss Satz [8.12]ist g o f daher in zq differenzierbar mit Ableitung
(g0 f)(20) = g'(f(20))f'(z0) = bra1. (5.11)

Bemerkung: Wir konnen das auch direkt iiberpriifen. Die Verkniipfung von f
mit ¢ ist ndmlich gegeben durch

g o f ‘R — R, go f(l‘) = g(f(l’)) = bl(alx + ao) + bo = Alflf + AQ,
wobei A1 = blal, AO = b1a0 + b(].

SWir kénnen auch lingere Ketten bilden, wie zum Beispiel f3 o (f2 0 f1) und fyo (f3 o(fao fl))
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Diese Funktion ist ebenfalls affin. Geméss Beispiel ist g o f daher in xzg
differenzierbar mit Ableitung

(go f)(xg) = Ay = bray.
Das stimmt mit {iberein.
Seien ¢, o € R. Wir definieren
h:R—R, h(z) = e“.
Behauptung: Diese Funktion ist in x( differenzierbar mit Ableitung
h'(x) = ce®™.
Beweis: Wir definieren
f:R—=R, f(z) := cx, g:=exp:R—=R.
Es gilt h = g o f. Gemiiss Beispiel ist f in x¢ differenzierbar mit
f'(@o) = c.
Gemiss Beispiel ist die Funktion g = exp in yo := f(x¢) differenzierbar

mit exp’(yo) = exp(yo). Gemiss Satz ist h = go f daher in x, differenzierbar
mit Ableitung

W (o) = (9.0 f) (o) = ¢'(f(0)) f' (o) = exp(exo)e = ce™,

wie behauptet.

Fiir weitere Beispiele siche [Stral Beispiel 5.1.4. i),iii), S. 83] und Ubungsserie 9.

5.2 Der Mittelwertsatz und Folgerungen,

Kettenregel

Dieser Abschnitt entspricht [Stral 5.2 Der Mittelwertsatz und Folgerungen|. Der Mittel-
wertsatz besagt, dass es fiir jede auf einem kompakten Intervall definierte reellwertige
Funktion einen Punkt auf dem Intervall gibt, in dem die Ableitung der Funktion gleich
der Steigung der Sekante durch die Endpunkte des Graphen ist[f] Eine Folgerung aus
diesem Satz ist, dass eine Funktion konstant ist, falls ihre Ableitung konstant gleich null

5Wir nehmen hierbei an, dass die Funktion stetig und im Innern des Intervalls differenzierbar ist.
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Abbildung 5.1: Joseph-Louis Lagrange, 1736-1813, italienischer Mathematiker und
Astronom.

ist. Wir werden das anwenden, um zu zeigen, dass die gewthnliche Differentialgleichung
f" = cf eine eindeutige Losung besitzt, die eine gegebene Anfangsbedingung erfiillt.
(Differentialgleichungen beschreiben zahlreiche naturwissenschaftliche Gesetze.)

Eine weitere Anwendung des Mittelwertsatzes ist die Regel von Bernoulli-de I’'Hospital.
Diese besagt ungefihr, dass der Quotient % zweier Funktionen einer reellen Variable

an einer Stelle zy gegen den Quotienten der Ableitungen ! :gg; konvergiert, falls f

und g an der Stelle xy gegen 0 konvergieren. Sie liefert also eine Methode, um einen

“unbestimmten Grenzwert der Form %” zu berechnen.

Seien a,b € R, sodass a < b, und f : [a,b] — R.

Satz 5.14 (Mittelwertsatz). Wir nehmen an, dass f stetig und auf dem offenen In-
tervall |a, b[ differenzierbar ist. Dann existiert ein xo €]a, b[, sodass

f(b) ~ fla)

flwo) = b—a

Dieser Satz wurde durch Joseph-Louis Lagrange und Augustin-Louis Cauchy bewiesen.

(Siehe Abbildungen [5.1] und [3.6])

Bemerkung. [Mittelwertsatz] Das bedeutet, dass f’(zg), die Ableitung von f im
Punkt xg, gleich der Steigung der Sekante zum Graphen von f durch die Punkte

(a, f(a)), (b, f(b)) ist.

Beweis: [Stral Satz 5.2.1., S. 84]

Als eine Anwendung dieses Satzes erhalten wir das folgende Korollar.
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Korollar 5.15 (verschwindende Ableitung impliziert Konstanz, positive Ableitung
strenges Wachstum). Sei f wie in Satz|5.14. Dann gilt Folgendes:

(i) Falls f' =0 auf]a,b], dann ist f konstant.

(i) Falls f' >0 auf |a,b], dann ist f monoton wachsend'|

(11i) Falls f" > 0 auf |a,b|, dann ist f streng monoton wachsemﬁ.

Beweis des Korollars[5.15} (f)): Sei  €]a, b]. Geméss Satz gibt es ein xq €la, z,
sodass

=0 (wegen unserer Voraussetzung f' = 0).

(Wir wenden diesen Satz mit b ersetzt durch x an. Geméss dem Goethe-Prinzip [1.19
ist das erlaubt.) Also gilt f(x) = f(a). Daher ist f konstant.

folgen mittels eines analogen Arguments. (Uberlegen Sie sich das!) Das beweist
Korollar 5.15l O

Beispiel. [Mittelwertsatz, Exponentialfunktion] Wir betrachten die Exponentialfunk-

tion exp : R — R. Gemaéss Beispiel gilt exp’ = exp. Geméss Beispiel ist
exp (strikt) positiv. Mittels Korollar folgt, dass exp streng monoton wachsend
ist.

Bemerkung: Das folgt auch aus Korollar (Additionstheorem fiir die Exponenti-
alfunktion). Siehe Ubungsserie 8.

(Fiir ein weiteres Beispiel einer Anwendung von Korollar sieche [Stral, Beispiel
5.2.1. i), S. 85].)

Im néchsten Beispiel werden wir Platzhalter verwenden.

Bemerkungen 5.16. [Punktnotation fiir das Argument, Platzhalter]

(i) In der Punktnotation fir das Argument schreiben wir einen Punkt « fiir das Ar-
gument einer Funktion. Betrachten wir zum Beispiel die Funktion

f:R—=R, f(z) == e*.

"Siehe Definition 4.43)(i).
8Siehe Definition [4.43 |D
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Wir schreiben diese Funktion in der Punktnotation als:
f=e

Der Punkt - ist also ein Platzhalter fiir das Argument. Gemaéss Beispiel
ist die Ableitung der Funktion z — e** gegeben durch

(z— 625”)/ = (z > 2¢*) .
Das kénnen wir mittels der Punktnotation eleganter ausdriicken als
(e*)" = 2¢*. (5.12)

Mit der Punktnotation sparen wir hier also viermal das Zeichen x und zweimal
das Zeichen .

(ii) Wir schreiben ([5.12)) nicht als
(e%)/ = 2",

Wie in Bemerkung erkldrt, ist die linke Seite ndmlich nicht sinnvoll. Des
Weiteren ist die rechte Seite keine Funktion, sondern eine Zahl. (Siche Bemerkung

b-3([vii)-)
(iii) Wir kénnen (5.12) jedoch auch schreiben als

d 2x 2
—e" = (x — 2e7).
e ( )
Der Ausdruck % bedeutet hier “z — ... ableiten”. Er unterscheidet sich von ’

also dadurch, dass % die Abhéangigkeit von x ableitet.

Beispiel 5.17. [Mittelwertsatz, gewohnliche Differentialgleichung] Sei ¢ € R und f :
R — R differenzierbar mit

f=cf, d. h. f'(x) =cf(x), Vo € R. (5.13)

Behauptung: Es gilt
f(z) = f(0)e™, Vo € R. (5.14)

Beweis: Wir verwenden die Punktnotation wie in Bemerkung [5.16]({). Wir definieren

g:=¢e¢ “:R—=R, h:= fg.
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Gemiiss Beispiel ist g differenzierbar mit ¢' = —cexp(—c+). Gemaéss der Leib-
nizregel (Satz [5.9([i)) ist h = fg daher differenzierbar mit

h=(fg)
=flg+fg
— fle—c- o Cfe—c-

=0 (gemdss unserer Voraussetzung (5.13))).

Geméss Korollar ist h daher konstant, d. h. fiir jedes € R gilt

f(@)g(x) = h(zx) = h(0) = f(0)g(0) = f(0)e™*" = £(0),
d.- b f(z) = f(0)g(x)™" = f(0)e.

Das beweist die Behauptung ((5.14]).

Bemerkungen. [gewohnliche Differentialgleichung]

e Gleichung ist eine gewdhnliche Differentialgleichung (GDG). Grob ge-
sagt, meinen wir damit eine Gleichung fiir eine gesuchte Funktion einer reellen
Verénderlichen, in der die Funktion und ihre Ableitungen auftreten. Sei gy, € R.
Geméiss Beispiel besitzt die GDG (5.13)) zusammen mit der Anfangsbedin-
gung f(0) = yo die eindeutige Losung f := yoe®" . (Geméss Beispiel 16st
diese Funktion die GDG tatséchlich.)

e Die gewohnliche Differentialgleichung beschreibt zum Beispiel radioaktiven
Zerfall mit Zerfallskonstante —c. Die Variable x = t spielt dabei die Rolle der
Zeit. Die Grosse f(t) ist die Anzahl Atome eines bestimmten Elementes, die zur
Zeit t noch nicht zerfallen sind.

Als eine weitere Anwendung des Mittelwertsatzes erhalten wir die Regel von Bernoulli-
de I’Hospital. Mit dieser Regel konnen wir gewisse “unbestimmte Grenzwerte der Form
%” bestimmen. Um die Regel zu formulieren, benétigen wir die folgenden Begriffe. Seien
o €ER, pEN,yp € R, X CR,und f: X — RP.

Definition 5.18 (rechts- und linksseitige Konvergenz). (i) Wir nehmen an, dass es
ein xy > xqy gibt, sodass (rg,xy) C X. Wir sagen, dass f im Punkt xy von rechts
gegen yo konvergiert g. d. w. die eingeschrinkte Funktion f|,2.) im Punkt xo
gegen 1o konvergierﬂ In diesem Fall schreiben wir

2\
fz) = yo (2 \(z0) oder f(z) %
9wie in Definition @
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und definieren den rechts-seitigen Grenzwert von f in zy als

rli\rgo f(z) = iﬁfﬁ f(z) == yo. (5.15)

(i) Wir nehmen an, dass es ein x_ < xq gibt, sodass (x_,xo) C X. Wir sagen, dass f
im Punkt xy von links gegen yg konvergiert ¢g. d. w. die eingeschrdnkte Funktion
flz_z0) im Punkt o gegen yo konvergierﬂ. In diesem Fall schreiben wir

fl) =y (z o) oder f(z) w750 Yo

und definieren den links-seitigen Grenzwert von f in xq als

li = i = Yo.
Jim f(x) = lim f(x) = yo

(111) Wir sagen, dass f im Punkt xo von links (rechts) konvergiert g. d. w. es ein
Yo € RP gibt wogegen f im Punkt xo von links (rechts) konvergiert.

Bemerkungen. [Eindeutigkeit des rechts- und linksseitigen Grenzwertes, Schreibwei-
sen dafiir, Wert in

e Das yp wie in ist eindeutig (falls es existiert). Der rechtsseitige Grenzwert
(5.15)) ist daher wohldefiniert.

e Der Wert von f in z spielt im Zusammenhang mit rechts- und linksseitiger
Konvergenz keine Rolle.

e In gewissen Biichern werden fiir den rechtsseitigen Grenzwert die Schreibweisen

lim f(z), lim f(z),  f(zot),  flxg)
T=T0+ z—ad

verwendet. Ich tue das nicht, da diese Schreibweisen verwirrend sein konnten. Die
Ausdriicke z§ und xo+ haben néimlich keine selbststiindige Bedeutung. Analoges
gilt fiir linksseitige Grenzwerte.

Beispiel. [rechts- und linksseitige Konvergenz] Wir definieren die Vorzeichenfunktion
(oder Signumfunktion) als
-1, firz <0,
fi=sgn:R—=R, sgn(z):=4¢ 0 fir x = 0, (5.16)
1, fiirz>0.

Diese Funktion konvergiert im Punkt zy := 0 von rechts gegen yq := 1. Sie konvergiert
im Punkt zy := 0 von links gegen y, := —1. Es gilt also

9101{% sgn(z) =1, il}% sgn(z) = —1.

10wjie in Definition @
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Wir kénnen nun die Regel von Bernoulli-de I'Hospital formulieren. Seien X C R,
fig: X ->Rund zg € X.

Korollar 5.19 (Regel von Bernoulli-de I'Hospital). Wir nehmen an, dass es ein x €
|zo, 00 gibt, sodass das Folgende gilt:

(a) Es gilt f(zo) = 0= g(z).

(b) Es gilt |xg, 2, [C X.

(¢) Die Funktionen f,qg sind auf [xg, x| stetig und auf |xo, x| differenzierbar.
(d) Es gilt ¢ # 0 auf |xo, x|, d. h. ¢'(x) # 0, fiir jedes x €|xqy, x|

(e) Der Quotient g—,/ konvergiert an der Stelle xy von rechts.

Dann gilt das Folgende:

(i) g #0 auf]$o,$+[m
f(@) axao 1. f'(2)

W 5@ W

Beweis: S. [I74

Dieses Korollar wurde von Johann I Bernoulli entdeckt. Er verkaufte es Guillaume de
L’Hospital. (Siehe Abbildungen [5.2 und [5.3])

Bemerkungen. [Regel von Bernoulli-de 'Hospital, “2”]

e Unter den Voraussetzungen des Korollars m gilt gemaéss , dass

lim @) = lim J'w)
aNro () aNamo ¢'(2)

e Eine analoge Aussage mit linksseitigen Grenzwerten gilt ebenfalls.

e Gemiiss den Voraussetzungen (glld) sind f und g im Punkt z gleich 0 und stetig
auf [z, z,[. Gemiss Bemerkung konvergieren f und g daher im Punkt

xo gegen 0. Formal ist der “unbestimmte Grenzwert % = 8” gleich dem
x fEO
f(=)

Grenzwert limg~ 4, Ok Korollar [5.19| liefert daher eine Methode, den “unbe-

stimmten Grenzwert %” zu berechnen.

Hd. h. g(x) # 0 fiir jedes = €]xg, 24|
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Abbildung  5.3:  Guillaume  de
L’Hospital, 1661-1704, franzosischer
Mathematiker. Manchmal wird Hopital
statt Hospital geschrieben.

Abbildung 5.2: Johann I Bernoul-
li, 1667-1748, Schweizer Mathematiker
und Arzt.

Beispiel 5.20. [Regel von Bernoulli-de 1'Hospital] Wir betrachten die Funktionen

fag:R_>R7 f(x)::l'; g(:U):ew—l

Problem: Zeige, dass § an der Stelle xy := 0 von rechts konvergiert und berechne

AC)

limg~ o ok

Uberlegung: Formal ist hmx\o o) ) ) der “unbestimmte Grenzwert hmxé—zﬁg = %”. Wir

versuchen daher, Korollar anzuwenden.

Losung: Wir wihlen x, €]0, 00[. Die Voraussetzungen ([aljb) des Korollars sind
erfiillt. Die Funktionen f, g sind differenzierbar mit Ableitungen

fle)=1,  g(z)=e"

Die Voraussetzungen (d[d) sind daher erfiillt. Wir verwenden hier Satz [5.6| (Differen-
zierbarkeit 1mphzlert Stetigkeit) und Be1splel Mit Hilfe von Satz 4 4fiif) folgt,
dass der Quotient % f an der Stelle zp = 0 stetig 1st Gemass Bemerkung [4.26|(iiil) kon-

Verglert L daher an der Stelle xy = 0 gegen Eog = 1. Daher ist auch die Voraussetzung

() des Korollars erfiillt.
Es gelten daher die Aussagen des Korollars d. h.

f@) oo (fx) 1Y
g # 0 auf |0,z [, m_)ilgtl)(g’(x) —€—w>—1,
also lim M = lim f(z) =

A0 g(x) 0 g()
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(Wir konnten das Korollar also tatséchlich anwenden, um diesen Grenzwert zu
berechnen.)

Manchmal kénnen wir einen “unbestimmten Grenzwert der Form 8” durch mehrmali-
ges Anwenden der Regel von Bernoulli-de I’Hospital berechnen:

Beispiel. [zweimalige Anwendung von Bernoulli-de 1'Hospital] Wir betrachten die
Funktionen

f,g:R—=R, f(z) =22, g(z) = —e® +u.

Problem: Zeige, dass g an der Stelle xy := 0 von rechts konvergiert und berechne
. f x

lim,~ o ﬁ.

Uberlegungen: Formal ist hmm\o der ‘unbestimmte Grenzwert hm—“”f\‘ﬂ 0”.

Wir versuchen daher, Korollar anzuwenden Aus den Beispielen ﬁ.. der
Kettenregel (Satz|8.12)) und der Summenregel (Satz [5.9({) folgt, dass f und g diffe-
renzierbar sind mit Ableitungen

f(z) =2z, J(x) =2z — " + 1. (5.17)
Formal ist lim, g M Wieder der “unbestimmte Grenzwert w =97 Wir ver-
g (x) limg\og'(z) ,0

suchen daher, das Korollar mit f, g ersetzt durch F':= f' und G := ¢’ und g =0

anzuwenden, um diesen Grenzwert zu berechnen.

Losung: Wie wir gesehen haben, sind f und g differenzierbar mit Ableitungen gegeben
durch ((5.17). Wir definieren

F:=f, G:=¢.

Mit Hilfe der Ketten-, Summen- und Produktregel (Satz und Satz folgt,
dass F und G differenzierbar sind mit Ableitungen

F'(z) =2, G'(z) = e“”2(2x)2 T e¥2— et =" (42 + 2) —

Es gilt G'(xo = 0) = 1. Da G’ stetig ist, gibt es daher ein z, €]0, co[, sodass G' # 0 auf
]0, 24 [. Wir wihlen ein solches z. Die Voraussetzungen (allblid/d) des Korollars
fiir F, G sind dann erfiillt. Mit Hilfe von Satz 1.} folgt, dass der Quotient £ &7 an der
Stelle zy = 0 stetig ist. Geméss Bemerkung -1.) gilt daher

F'(z) o F/(0) 2
G @0 1

. . . . K k .
12Wir verwenden hier die Konvention e* := e(®") | also nicht (e*)* = e*=.

= 2.
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Dabher ist auch die Voraussetzung (E[) des Korollars fiir F, G erfiillt.
Es gelten daher die Aussagen des Korollars fir £, G, d. h.

G # 0 auf |0,z
@) F(z) o
J@) "G (518)

Somit ist Voraussetzung @ des Korollars fiir f, g erfiillt. Die Voraussetzungen
des Korollars fiir f, g sind ebenfalls erfiillt. Die Voraussetzung (d)) folgt aus
den Tatsachen ¢'(0) = G(0) = 0, G'(x) > 0, Va €]z, [, und Korollar [5.151i

Es gelten daher die Aussagen des Korollars fir f,g, d. h.

g # 0 auf |0, 2],
f@) ng e T)
g

() N0 g'(x)
=2 (gemiss (5.18)).

Es gilt also
o S )

" gla) 2 ga)
(Wir konnten das Korollar also tatséchlich anwenden, um diesen Grenzwert zu
berechnen.)

In der néchsten Bemerkung werden wir die folgende Bemerkung verwenden.

Bemerkung 5.21. [Quotientenregel fiir Konvergenz von Funktionen an einer Stelle]
Seien X CR", f,g: X = R, 2y € X, sodass f und g an der Stelle xy gegen 1y, und z
konvergieren und zg # 0. Dann konvergiert g an der Stelle xy gegen z—g

Bemerkung. [Voraussetzung f(zg) = 0 = g(zo) in Bernoulli-de I’'Hospital notwen-
dig|Bevor wir Korollar anwenden, ist es wichtig, die Voraussetzungen dieses Ko-
rollars zu iiberpriifen, insbesondere Bedingung (d)). Falls f(zo) # 0 oder g(zo) # 0,
dann konnen wir die Regel nicht anwenden. Im folgenden Beispiel geht das Anwenden
der Regel auch tatséchlich schief. Wir betrachten

fig :R—R, f(z) =1, g(x) =z +1, xo := 0.

Die Funktion g ist ein Polynom und daher stetig. Geméss Bemerkung kon-
vergiert g daher an der Stelle zp = 0 gegen ¢(0) = 1. Mittels der Quotientenregel
(Bemerkung [5.21)) folgt daraus, dass

fo o fo) 1

=Lt =_ =1 an der Stelle o = 0.
g 90) 1 '
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Es gilt jedoch

/ /
L, —0 an der Stelle g =0 und daher lim @ =1+#0=lim J'z)

g 2=0 g(z) 20 ¢'(z)’

Wir diirfen in diesem Beispiel die Regel von Bernoulli-de I’'Hospital nicht anwenden,
da die Voraussetzung @ nicht erfiillt ist.

Bemerkungen. [Konvergenz ohne die Regel von Bernoulli-de 1’'Hospital]

e Oft konnen wir ohne die Regel von Bernoulli-de I’Hospital auf einfachere Art zei-
gen, dass ein Quotient zweier Funktionen an einer Stelle konvergiert. Betrachten
wir zum Beispiel die Funktionen

f7g:R_>R7 f(I)::QZS—l, g(l‘):xQ—l

; I -
und den Quotienten ¢ : X := R\ {1} = R.

Behauptung: Der Quotient % konvergiert an der Stelle zy := 1 gegen %
Beweis: Fiir jedes z € X gilt f(z) =2 —1= (z—1)(2*+2+1), g(x) = 2> -1 =

(x — 1)(x 4+ 1) und daher

=(z) = =(x), FG:R—R, F(x) =2 +2+1, G(x) =2+ 1.

(5.19)
Die Funktion F'ist ein Polynom und daher stetig. Geméss Bemerkung
konvergiert F' daher an der Stelle o = 1 gegen F(1) = 3. Aus einem analogen
Grund konvergiert G an der Stelle 1 gegen G(1) = 2. Mittels und der
Quotientenregel (Bemerkung folgt daraus, dass

F
F RO 3 der Stelle g = 1,

g GO) 2
wie behauptet.

e Wir konnen diese Konvergenz auch mittels der Regel von Bernoulli-de I’'Hospital
zeigen. (Uberlegen Sie sich das!)

e Wir betrachten die Funktion

FrRV{0} R f(r) =

Behauptung: f konvergiert an der Stelle xg := 0 gegen 1.
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Beweis: Gemaiss Definition (Ableitung) und Bemerkung [5.7| gilt, dass

el —1 ,
T exp (0) (h—0).
Gemaéss dem Goethe-Prinzip bedeutet das, dass
r—1
Fla) =S S exp/(0) =exp(0) =1 (2 — 0). (5.20)

e Wir kénnen das in Beispiel ([5.20]) gestellte Problem auch mittels der Quotien-
tenregel fiir die Konvergenz von Funktionen behandeln. Dazu betrachten wir die

Funktion
T

PRV} 5 R )=
Behauptung: f konvergiert im Punkt xq := 0 gegen 1.
Beweis: Fiir jedes x € R\ {0} gilt

r 1
ew_1_e””—1

x
20 1 .

it B (geméss ([5.20) und der Quotientenregel, Bemerkung [5.21))
=1

Y

wie behauptet.

Im Beweis des Korollars werden wir das folgendeéemma verwenden. Seien n,p,q € N,
XCRUYCRL.F: X —>Y, G:Y —>RY 29€ X, yp €Y und z5 € R

Lemma 5.22 (Konvergenz einer verkniipften Funktion, Substitution fiir Grenzwer-
te). Falls F an der Stelle o gegen yo konvergiert und G an der Stelle yo gegen 2o
konvergiert, dann konvergiert die verkniipte Funktion G o F' an der Stelle xq gegen z.

Beweis: [DK04al, Theorem 1.4.2; p. 17]
Bemerkung. Unter den Voraussetzungen dieses Lemmas gilt also

lim Go F(z) = lim G(y).
T—T0 Y—Yo

Dieses Lemma besagt also, dass wir auf der linken Seite F'(z) durch y und x — 2 durch
y — Yo substituieren (=ersetzen) diirfen. Das ist plausibel, da geméss Voraussetzung
ja F(x) — yo fiir x — o gilt. Wir sollten uns an dieser Stelle jedoch daran erinnern,
dass “y — yo” keine selbststindige (mathematische) Bedeutung hat. Nur der ganze
Ausdruck “G(y) — 2 fiir y — yo” (respektive “lim,_,,, G(y)”) hat eine Bedeutung.
(Siehe Definition [4.25] )
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Beweis des Korollars [5.19; Wir wihlen ein 2, wie in der Voraussetzung des Korol-
lars. E[) Sei x €]xg, x4[. Wegen Voraussetzung gibt es gemiss dem Mittelwertsatz
(Satz [5.14) ein y €]z, z[, sodass

x)—g(z ,
r — Xy
#0 (wegen der Voraussetzung (d)). (5.21)

(Gemiiss Voraussetzung (b)) ist g(x) wohldefiniert.) Geméss Voraussetzung () gilt
g(zo) = 0. Mittels (5.21) folgt daraus, dass g(z) # 0. Das beweist ().

({i): Sei x €]z, z[. Wir definieren die Funktion

b hy - %g Cfiled =R by = 1) — ).

Wegen Voraussetzung (c)) ist diese Funktion stetig und auf |z¢, z[ differenzierbar. We-
gen unserer Voraussetzung () gilt h(zo) = 0. Es gilt auch h(z) = 0. Geméss dem
Mittelwertsatz (Satz [5.14]) gibt es daher ein y, €]z, x[, sodass

0= Hly) = 730/ (w) — (w2,
i fw @

7)) gz) 022
Wir definieren
Firg, 2z =R, F(x):=uy,, G = g Joo, [ R Gly) = g’gﬁ
Fiir jedes x €]z, x4 [ gilt
= f(z) (wegen (j5.22)). (5.23)
9(x)

Fiir jedes x €|xg, x4 | gilt, dass g < y, < x. Daraus folgt, dass F' an der Stelle z( gegen
xo konvergiert. Geméss unserer Voraussetzung @ konvergiert GG an der Stelle yq := xg.
Mittels Lemma [5.22] folgt daher, dass G o F' an der Stelle zo gegen 2o := lim,_,,, G(y)
konvergiert. Wegen ([5.23 - konvergiert daher die Einschrankung —| | an der Stelle

Ty gegen zg, d. h.
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Das beweist und schliesst den Beweis von Korollar ab. O

Als néchstes behandeln wir den Umkehrsatz, welcher das Folgende besagt. Jede auf
einem offenen Intervall definierte differenzierbare reellwertige Funktion f umkehrbar
ist, falls ihre Ableitung positiv ist. Die Ableitung der Inversen von f in y ist gleich dem
Inversen| der Ableitung von f in f~(y). Sei I ein offenes Intervall und f : I — R.
Wir definieren sup f wie in (4.14)) und inf f analog. Es gilt also

sup f = sup f(x) = supim(f), inf f := inf f(z) = infim(f).

el zel

Wir schreiben
J = } inf f, supf[.

Satz 5.23 (Umkehrsatz). Wir nehmen an, dass f" differenzierbar ist und f' # 0. Dann
gilt das Folgende:

(i) Das Bild von f ist durch das offene Intervall J gegeben,
im(f) = J.
(i) Die Funktion f: 1 — J ist bijektiv.
(iii) Die Umkehrfunktion =V = f=1: J — I ist differenzierbar mit

YW =r"W) =7 Ve (5.24)

Beweis: [Stral Satz 5.2.2., S. 87]. (Dieser Satz behandelt den Fall f* > 0. Der Fall f’ <0
kann auf diesen Fall zuriickgefiihrt werden.)

Bemerkungen. [Beweis des Umkehrsatzes, Formel fiir die Ableitung der Umkehr-
funktion)]

e (Beweis) Der Beweis des Satzes beruht auf Korollar (positive Ab-
leitung impliziert strenge Monotonie) und den Sétzen (Differenzierbarkeit
impliziert Stetigkeit) und (Bild, strenge Monotonie der Umkehrfunktion).

e (Formel fiir (f~!')") Unter der Annahme, dass f : I — J bijektiv ist und die Um-
kehrfunktion f~! differenzierbar ist, folgt die Formel aus der Kettenregel.
Es gilt ndmlich

idyj=fof! (5.25)

BMit dem (multiplikativ) Inversen einer Zahl z € C\ {0} meinen wir ihren Kehrwert 2= = 1.
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Sei y € J. Es gilt

1 =1id'(y) (geméiss Beispiel [5.3)({))
= (W)Y (y)  gemiss ((5.25) und Satz (Kettenregel)).

Daraus folgt, dass

Das beweist ((5.24)).

Beispiel 5.24. [Differenzierbarkeit und Ableitung des Logarithmus, Umkehrsatz] Geméss
Beispiel ist die reelle Exponentialfunktion exp |r differenzierbar mit Ableitung
exp’ = exp. Diese Funktion ist (strikt) positiv. Gemaéss Satz (Umkehrsatz) ist
das Bild von exp durch das offene Intervall J :=]inf exp, sup exp[ gegeben. Gemiiss Satz
ist die Umkehrfunktion log = exp~! : J — R differenzierbar mit Ableitung

reon 1
5 W) = e W)
1
~ el ()
1
--. (5.26)

Bemerkung. [Bild von exp |g](Bild von exp |g) Dass das Bild von exp |r ein offenes
Intervall ist, haben wir schon in Beispiel herausgefunden. Geméss diesem Bei-
spiel ist dieses Bild némlich durch im (exp |r) = exp(R) = (0, 00) gegeben.

Mittels Beispiel kénnen wir die Ableitung der allgemeinen Potenzfunktion berech-
nen. Diese Funktion ist wie folgt definiert. Sei a € R.

Definition 5.25 (allgemeine Potenzfunktion). Wir definieren die a-te Potenzfunktion
als

Pa:(0,00) > R, pu(z):=2"=e"" = exp (alogz). (5.27)

Bemerkung. [allgemeine Potenzfunktion, Wurzelfunktion]
e (natiirlicher Exponent) Fiir a = k£ € N stimmt p, mit der Einschrankung auf

(0,00) der in Beispiel definierten Funktion {iberein. Das folgt aus dem
Additionstheorem fiir exp.

e (Wurzelfunktion) Sei & € N. Wir definieren die k-te Wurzelfunktion {/ wie in
Definition [£.46] als die Umkehrfunktion der k-ten Potenzfunktion. Die Funktion
pi (wie in Definition } ist gegeben durch die Einschrinkung von g/ auf (0, 00),

p% = \k/|(0,oo)
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Das folgt aus
k
p%(x)k = (e%k’”) = el%8% = g, Vz € (0,00),

und Injektivitat der eingeschrénkten Potenzfunktion py|.,cc)-

e (Potenzgesetze)

Das folgende Beispiel ist eine Anwendung des Beispiels [5.24] und der Kettenregel.
Beispiel 5.26. [Differenzierbarkeit und Ableitung der allgemeinen Potenzfunktion]

Behauptung: Die Funktion p, (wie in (5.27))) ist differenzierbar mit Ableitung

a—1
, ~ Jaz®, fallsa #0,
Pa(®) = { 0, falls a = 0.

Beweis: Im Fall a = 0 ist pg = 1 und die Behauptung darum wahr.

Fall a # 0: Gemaiss ((5.27)) gilt
pa = expo(alog).

Gemaiss Beispiel ist die Funktion log differenzierbar mit Ableitung gegeben durch
log'(z) = % Mittels Bemerkung folgt, dass a log differenzierbar ist mit Ableitung

a

(alog)(x) = e (5.28)

Da exp differenzierbar, folgt aus der Kettenregel (Satz [8.12)), dass die Funktion p, =
exp o(alog) differenzierbar ist mit Ableitung

pi(x) = exp’ ((alog)(z)) (alog) (x)
= exp (alog a:‘)% (wegen (5.28))

1
= aexp (a log x — log x) (wegen — = 27! = ¢718% und des Additionstheorems, Korollar [3.39
x
=a"  (gemiss (5:27))
x
= az® L.

Das beweist die Behauptung.

Dieses Beispiel verallgemeinert Beispiel , in welchem a = n eine natiirliche Zahl
war.
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5.3 Die komplexe Exponentialfunktion,
trigonometrische, Arkus-, Hyperbel- und
Areafunktionen

Dieser Abschnitt entspricht [Stral 5.3 Die trigonometrischen Funktionen, S. 89].

Die komplexe Exponentialfunktion und trigonometrische
Funktionen

In Definition haben wir cis = (cisy, cisy) als die eindeutige differenzierbare Funk-
tion v : R — R? definiert, welche die folgenden Bedingungen erfiillt:

vl =1, (5.29)
7]l = L. (5.30)
0= (}) (5.31)
7'(0) = (?) : (5.32)

Wir haben Kosinus und Sinus als die Komponenten der cis-Funktion definiert, d. h.
COos := Cisy, sin :=cisy : R &> R.

Lemma besagt, dass es tatséchlich eine eindeutige Funktion v wie oben gibt. Wir
konnen die Existenz einer solchen Funktion jetzt beweisen. Sie folgt aus dem folgenden
Satz. Wir erinnern uns an die Definitionen [3.24] und [3.44] der Funktionen

Exp, Cos, Sin : C — C,

Exp(z) := kz_; %, Cos(z) == Z %, Sin(z) :== Z; M (5.33)

Jj=0 Jj=
Satz 5.27 (Cos,Sin). (i) (“Pythagoras-Eigenschaft”) Es gilt

Cos? p + Sin® p = 1, Vo € R. (5.34)

(1i) Die eingeschrdankten Funktionen Sin|g und Cos |r sind differenzierbar mit Ablei-
tungen

(SlIl |R)/ = Cos |R7 (COS |R)/ = —Sin |R~
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Beweis der Existenzaussage von Lemma Gemiiss Satz[p.27]erfiillt die Funk-
tion

= (Cos, Sin)|r : R — R?
die Bedingungen ((5.29}5.30). Aus (5.33]) und Satz folgt, dass
2(0) = (Cos(0),Sin(0)) = (1,0),  +/(0) = ( — Sin(0), Cos(0)) = (0, 1).

Daher erfiillt v die Bedingungen (5.31}}5.32)). Daher erfiillt v alle Bedingungen von
Lemma [2.20, Das beweist die Existenzaussage dieses Lemmas. [

Bemerkung 5.28. [Cos, Sin, Kosinus, Sinus|] Geméss diesem Beweis erfiillt die Ein-
schréankung v := (Cos, Sin)|g die Bedingungen der Definition [2.21] Daraus folgt, dass
v = cis = (cos, sin), d. h.

Cos |gr = cos, Sin |g = sin.

Das beweist die Aussage von Satz [3.45

Beweis des Satzes [5.27} (i): Sei ¢ € R. Gemiiss (5.33) gilt

Cos(—¢p) = Cos ¢, Sin(—p) = — Sin . (5.35)
Gemaiss ([3.25)) gilt
Exp(ip) = Cos ¢ + i Sin . (5.36)
Es gilt

Exp(ip) = Cosp — i Sin p (gemiiss ((5.36]))
= Cos(—p) +iSin(—¢)  (gemiss (5.35))
= Exp(—ip)  (geméss (5.36)). (5.37)
Es gilt
Cos® ¢ + Sin ¢ = | Exp(ip)|? (wegen (5.30))
= EXp(W)EXp(w)(gemass 2.30))

= Exp(iy) Exp(—ip)(gemiss (5.37))
= 1(Additionstheorem, Korollar [3.39)).

Mittels (5.36)) folgt daraus, dass
Das beweist .
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(ii): Ein Argument wie in Beispiel zeigt, dass die Abbildung Exp(is) : R — C
differenzierbar ist mit Ableitung

Exp(i+)" = i Exp(ie).

(Siehe [Stral, Beispiel 5.1.1. iv)].) Mittels (5.36)) folgt daraus, dass Cos|g und Sin |g
differenzierbar sind mit Ableitungen

(Cos |r) = — Sin|g, (Sin [r)" = Cos |r. (5.38)

Das zeigt .
Das schliesst den Beweis des Satzes [5.27 ab. OJ

Arkusfunktionen

Falls wir den Definitions- und den Zielbereich der trigonometrischen Funktionen ge-
eignet einschréanken, werden diese Funktionen bijektiv. Thre Umkehrfunktionen heissen
Arkusfunktionen oder zyklometrische Funktionen. Die folgende Proposition préazisiert
die obige Aussage und gibt die Ableitungen der Arkusfunktionen an.

Proposition 5.29 (Arkusfunktionen, Ableitungen davon). (i) (eingeschrinkter Si-
nus bijektiv) Die Funktion sin : [—%, 5] — [=1,1] ist bijektiv.

(ii) (Arkussinus stetig) Die Umkehrfunktion

arcsin := sin‘™Y : [—1,1] — [_E, q
22
15t stetig.
(iii) (Ableitung des Arkussinus) Die Finschrinkung arcsin ||_y 1; ist differenzierbar mit
Ableitung
1
arcsin’(y) = ———, Yy €] — 1,1].
1—92

(iv) (eingeschrinkter Kosinus bijektiv) Die Funktion cos : [0, 7] — [—1,1] ist bijektiv.
(v) (Arkuskosinus ist stetig) Die Umkehrfunktion
arccos := cos'™V : [=1,1] = [0, 7]

15t stetig.
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(vi) (Ableitung des Arkuskosinus) Die Finschrdnkung arccos |j_q,1[ ist differenzierbar

mit Ableitung

1
arccos' (y) = ——— Vy €] —1,1[.

/1=y
(vii) (Ableitung des Tangens) Die Funktion tan : |—%, 5[ — R ist differenzierbar mit
Ableitung
1
cos

tan’ = 1 + tan? =

)

(viii) (eingeschrinkter Tangens bijektiv) Die Funktion tan : }—%, %[ — R st bijektiv.

ist differenzierbar mit Ableitung

1
arctan’(y) = T Vy € R.

Bemerkungen. [Umkehrfunktionen der eingeschrinkten trigonometrischen Funktio-
nen|

e Aus Definition folgt, dass der Sinus Werte in [—1, 1] annimmt. Die einge-

schriinkte Funktion sin : [-%,%] — [—1,1] ist daher sinnvoll. (Wir schrinken

hier sowohl den Definitions- als auch den Wertebereich ein.)

e Die Umkehrfunktion des Sinus, arcsin = sin{™ heisst Arkussinus (von lateinisch
arcus = Bogen). Fiir jedes y € [0,1] ist ¢ := arcsiny die Linge des Bogens auf
dem Einheitskreis vom Punkt A := (1,0) bis zum Punkt B := (1/1—12,y).
Siehe Abbildung

e Wir verwenden hier die Notation f(P fiir die Umkehrfunktion von f, nicht f~1,
da f~!als % interpretiert werden kann.

Beweis der Proposition ({l): Wir zeigen, dass

sin ([—g gD = [-1,1]. (5.39)

Die Inklusion “C” folgt aus Definition Wir zeigen die umgekehrte Inklusion “2”.
Es gilt sin (—%) = —1 und sin (g) = 1. Da der Sinus stetig ist, folgt daraus geméss dem

Zwischenwertsatz (Satz [4.41)), dass in (5.39) die Inklusion “2O” gilt. Das zeigt ([5.39)).
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Abbildung 5.4: Blau: Einheitskreis. Schwarz: der Bogen auf dem Einheitskreis. Die
Lange dieses Bogens ist gleich arcsin y. Diese Lange ist gleich zweimal der Flacheninhalt

des Sektors OAB.

Gemiss Satz und Satz gilt
sin’ = cos. (5.40)

Gemaéss Definition ist 7 := 2¢y, wobei g € (0,00) die kleinste positive Nullstelle
von cos ist. Also gilt cos > 0 auf |0, % [. Gemiiss (5.35) gilt cos(—¢) = cos(¢p), fiir jedes
¢ € R. Es folgt, dass cos > 0 auch in |7, 0[. Mittels (5.40) folgt daraus, dass

T T
Y cos =0 } o [
sin’ = cos in 573
Gemiss Korollar 1} folgt daraus, dass der Sinus auf dem Intervall ] -5, 5 [ streng

monoton wachsend ist. Da diese Funktion stetig ist, folgt daraus, dass sie auch auf dem

abgeschlossenen Intervall [—5, 5] streng monoton wachsend ist. Geméss Bemerkung
ist der Sinus daher auf [ z E} injektiv. Das zeigt .

272
folgt aus Satz oder Satz .
(iil): Sei y €] — 1, 1. Wir schreiben
z = sinV (y).
Gemiiss dem Umkehrsatz (Satz ) ist sin‘~! differenzierbar mit Ableitung

1
s =DV )
(1Y () = s
1
= ass ((5.40
—_~ (gemaéss (5.40))
1
= (da sin® 4+ cos? = 1 und cos>0auf]—ﬁ,z[)
1 — sin?(7) 279
1
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Das beweist .
Die Aussagen folgen aus analogen Argumenten. Fiir siehe Ubungsserie

9. Das schliesst den Beweis der Proposition [5.29 ab. O

Hyperbel- und Areafunktionen

Die Hyperbelfunktionen sind eng mit den trigonometrischen Funktionen verwandt. Bei-
spiele davon sind der hyperbolische Kosinus cosh. Das ist der gerade Teil der Exponenti-
alfunktion. Der hyperbolische Sinus sinh ist der ungerade Teil der Exponentialfunktion.
Es gilt die Identitét

cosh? —sinh? = 1.

Das bedeutet, dass die Funktion (cosh, sinh) : R — R? Werte auf der Einheitshyperbel
annimmt. Die Identitit cosh? —sinh® = 1 ist analog zur Identitit cos®+sin? = 1,
welche besagt, dass die Funktion (cos,sin) : R — R? Werte auf dem Einheitskreis
annimmt. Das ist der Grund fiir die Bezeichnung Hyperbelfunktion fiir cosh und sinh.

Der hyperbolische Kosinus tritt in Anwendungen zum Beispiel als Kettenlinie auf.

Die Areafunktionen sind die Umkehrfunktionen der (geeignet einschrénkten) Hyperbel-
funktionen. Ein Beispiel davon ist der Areasinus hyperbolicus arsinh. Dieser ist durch
zweimal die Fldche eines bestimmten Hyperbelsektors gegeben. Das ist der Grund fiir
die Bezeichnung Areafunktion fir arsinh (lateinisch area = Fliche).

Definition 5.30 (Hyperbelfunktionen). Wir definieren den hyperbolischen Kosinus,
den hyperbolischen Sinus und den hyperbolischen Tangens als die Funktionen cosh, sinh, tanh :
R — R gegeben durch

er +e " . el —e* sinh « er —e "
coshy == ——, sinhx ;= ——, tanhx := = .
2 2 coshz e*+4e®

(Siehe [Stra, Abbildung auf S. 91].)

Bemerkungen. [Hyperbelfunktionen, Exponentialfunktion]

e Der hyperbolische Kosinus wird auch Cosinus hyperbolicus genannt. Analoges
gilt fiir sinh und tanh.

e Fiir eine Funktion f : R — R definieren wir ihren geraden und ungeraden Teil als

Jevens foaa : R =R, feven(2) = wa foad(x) := —f(x) —2f(—x).

Der gerade Teil von f ist gerade, d. h. feen(—2x) = f(x), V& € R. Der ungerade
Teil von f ist ungerade, d. h. foqa(—z) = —f(z), Vx € R.
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e Der hyperbolische Kosinus (bzw. Sinus) ist der gerade (bzw. ungerade) Teil der
Exponentialfunktion, d. h.

cosh = eXPyyens sinh = exp,4q -
Die folgende Proposition fasst Eigenschaften der Hyperbelfunktionen zusammen und

gibt die Ableitungen der Hyperbel- und Areafunktionen (Umkehrfunktionen der Hy-
perbelfunktionen) an.

Proposition 5.31 (Hyperbel- und Areafunktionen). Es gilt:

(i) cosh(z) = Cos(ix), Vx € R
(i) isinh(z) = Sin(iz), Vo € R
(iii) (“hyperbolischer Pythagoras”) cosh? x —sinh®*z = 1, Vo € R
(iv) (Additionstheorem fiir cosh) cosh(x + y) = cosh x coshy + sinh z sinhy, Vz,y € R
(v) (Additionstheorem fiir sinh) sinh(x 4 y) = sinh z cosh y + cosh x sinhy, Vz,y € R
(vi) Die Funktionen cosh,sinh, tanh sind differenzierbar.
(vii) cosh’ = sinh
(viii) sinh’ = cosh

1

(iz) tanh’ = 1 — tanh® = 5
cosh

() Die (eingeschrinkten) Funktionen cosh : [0,00[— [1,00[, sinh und tanh : R —
| — 1, 1] sind bijektiv.

(zi) Die Umkehrfunktion arcosh := cosh!™" : [1, oo[— [0, co| ist stetig.

(x11) (Ableitungen der Umkehrfunktionen) Die eingeschrinkte Umkehrfunktion arcosh =
cosh'™Y :]1, 00[—]0, 0o[ und die Umkehrfunktionen arsinh := sinh"" : R — R,

artanh := tanh{™Y .| — 1,1[— R sind differenzierbar mit Ableitungen gegeben
durch:
1
arcosh’y =
yP—1
.y 1
arsinh’ y =
y?+1
, 1
artanh’y =
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Bemerkungen. [Hyperbel- und Areafunktionen, Namen davon, (hyperbolischer) Satz
des Pythagoras|

o Gemiss héngen die komplexen trigonometrischen Funktionen Cos, Sin und
die hyperbolischen Funktionen cosh, sinh eng miteinander zusammen.

e (trigonometrische Funktionen, Satz des Pythagoras) Sei x € R. Geméss Definition

2.21) gilt

cos’z +sin*z = 1. (5.41)

Das bedeutet, dass im rechtwinkligen Dreieck mit Ecken (8), (COS m), (Z?ﬁ;)

die Summe der Quadrate der Langen der Katheten gleich dem Quadrat der Lénge
der Hypothenuse ist. Das ist der Satz des Pythagoras.

Die Identitdt (5.41)) bedeutet, dass das Bild von cis = (cos, sin) im Finheitskreis
{(u,v) e R*|v* +v* =1}
enthalten ist "]

e (Name Hyperbelfunktion, hyperbolischer Satz des Pythagoras) Analog zu ((5.41))
bedeutet die Aussage der Proposition [5.31] dass das Bild von (cosh, sinh) in
der Einheitshyperbel

{(u,v) e R?|u® —v* =1}

enthalten ist. Das erkliart den Namen Hyperbelfunktion. Wegen der Analogie zu
(5.41)) konnen wir als eine hyperbolische Version des Satzes von Pythagoras

auffassen.

e Die Additionstheoreme sind analog zu denjenigen fiir cos und sin, mit teils
anderen Vorzeichen.

e Wegen sind die Aussagen sinnvoll.

e Die Ableitungen von cosh, sinh, tanh erfiillen Beziehungen, die analog zu denje-
nigen fiir cos,sin, tan sind, mit teils anderen Vorzeichen. Siehe und

529,
e Wegen sind die Aussagen sinnvoll.

Im Beweis von Teil (i) der Proposition werden wir die folgende Bemerkung ver-
wenden.

14Das Bild von cis stimmt sogar mit dem Einheitskreis iiberein.
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Bemerkung 5.32. [komplexe eulersche Formel, Hyperbel- und komplexe trigonome-
trische Funktionen| Es gilt

e’ = Exp(iz) = Cos z 4 i Sin z, Vz e C.
Das ist eine komplexe Variante der eulersche Formel. Sie folgt mittels der Rechnung,

die wir in (3.25)) fiir ein reelles z = ¢ durchgefiihrt haben.

Beweis der Proposition (): Sei z € R. Es gilt

cosh(z) = %

_ Cos(—iz) + Cos(iz) + i Sin(—ix) + i Sin(iz)
N 2
= Cos(iz) (wegen ((5.35)).

Das zeigt ().
(iihv): Ubungsserie 10
(vilxii): Ubungsserie 9

g

(wegen Bemerkung [5.32))

Definition 5.33 (Areafunktionen). Wir definieren:

(i) Areacosinus hyperbolicus := arcosh := cosh™ :]1, 0o[—]0, 00|
(i) Areasinus hyperbolicus := arsinh := sinh™" : R = R

(iii) Areatangens hyperbolicus := artanh := tanh‘™" :] — 1,1[—= R

Wir nennen diese Funktionen Areafunktionen.

Bemerkungen. [Name Area(co-)sinus hyperbolicus]

e Fiir jedes y € [0, 00[ ist arsinhy gleich zweimal der Flidche des Sektors der Ein-
heitshyperbel, der durch die Einheitshyperbel und die Strahlen OA und OB
/ 2
begrenzt wird, wobei O := (8), A= (é), B = ( 1y+ y ) Siehe Abbildung
[5.5] Eine dhnlich Aussage gilt fiir arcosh. Da area das lateinische Wort fiir Fldiche,
erklart das den Namen Area(co-)sinus hyperbolicus.
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Abbildung 5.5: Blau: rechter Ast der Einheitshyperbel. Rot: der Sektor der Einheits-
hyperbel. Zweimal der Flacheninhalt dieses Sektors ist gleich arsinh y.

e Analog ist fiir y € [0, 1] die Zahl arcsiny zweimal der Fliacheninhalt des Sektors
des Einheitskreises, der durch den Einheitskreis und die Strahlen OA und OB

0
O)’ A = (1,0) und B := ( 1—y2,y).

(Uberlegen Sie sich das im Fall y = 1 !) Siche Abbildung

begrenzt wird, wobei wobei O := (

e Manchmal wird der Areasinus auch als arcsinh geschrieben, wobei arc fiir latei-
nisch arcus = Bogen steht. Da die Funktion nichts mit einer euklidischen Lénge
einer Kurve zu tun hat, verwende ich diese Notation nicht[”]

5.4 Hohere (stetige) Differenzierbarkeit, hhere
Ableitungen

Dieser Abschnitt entspricht [Stra, 5.4 Funktionen der Klasse C'].
Seien U C R offen, p € Nund f: U — RP.

Definition 5.34 (hohere (stetige) Differenzierbarkeit, hthere Ableitungen). (7) Wir
nennen f O0-mal differenzierbar (keine Bedingung). Wir definieren ihre O-te Ab-
leitung (oder Ableitung O-ter Ordnung) als

1O = .
Rekursiv definieren wir fir jedes k € N:

Die Funktion f heisst k-mal differenzierbar g. d. w. sie (k —1)-mal differenzier-
bar ist und ihre (k — 1)-te Ableitung differenzierbar ist. Wir definieren ihre k-te
Ableitung (oder Ableitung k-ter Ordnung) als

)= (f(k_l))’ :U — RP,

15Die Zahl arsinh y ist allerdings die Linge des Bogens auf der Einheitshyperbel in Abbildung 5.5
beziiglich der Standard-Minkowski-Metrik.
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(ii) Sei k € No. Wir nennen f k-mal stetig differenzierbar (oder von der Klasse C*
oder schlicht C*) g. d. w. f k-mal differenzierbar ist und f%) stetig ist. Wir
definieren die Menge

C*(U,RP) := C*(U;RP) := {f : U — RP| f ist k-mal stetig differenzierbar}

und kiirzen ab:
C*(U) := C*(U,R).

(i1i) Wir nennen f beliebig oft differenzierbar (oder C*° oder glatt) g. d. w. f k-mal
differenzierbar ist fiir jedes k € No. Wir definieren die Menge

C*(U,RP) := C*(U;RP) :={f : U = R | f ist glalt}.

Bemerkungen 5.35. [hohere (stetige) Differenzierbarkeit, hthere Ableitungen]

e (Rekursion) Die Definition der k-fachen Differenzierbarkeit beruht auf Rekursion
iiber k. In einer rekursiven Definition definieren wir zuerst ein Objekt oder einen
Begriff Ay und dann fiir jedes £ € N ein Objekt oder einen Begriff A, mittels
Ap_1. Zum Beispiel ist das Produkt A, := kn zweier natiirlicher Zahlen k,n
rekursiv definiert durch

Ag =0, A = Ap_1 +n.

(Uberpriifen Sie, dass diese Definition mit Ihrer Intuition des Produktes iibereinstimmt!)

In der Definition ist Ay der Begriff der k-fachen Differenzierbarkeit von f

zusammen mit dem Begriff der k-ten Ableitung von f.

Zum Beispiel heisst f geméss dieser Definition 1-mal differenzierbar g. d. w. f
1 —1 = 0-mal differenzierbar ist und f(© = f differenzierbar is. Das bedeutet,
dass f 1-mal differenzierbar ist g. d. w. f differenzierbar ist. In diesem Fall ist

J0 = g
Als ein weiteres Beispiel heisst f geméss Definition 2-mal differenzierbar

g. d. w. f 2—1 = l-mal differenzierbar ist und f) = f’ differenzierbar ist. In
diesem Fall ist f®) .= .

Allgemein gilt

falls f entsprechend oft differenzierbar ist.

16iy Sinn der Definition
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e Jede C*-Funktion f hat stetige Ableitungen i-ter Ordnung fiir i € {0, ..., k}. Das
folgt aus Satz|5.6| (Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit). Jede C*-Funktion ist
also auch von der Klasse C*71, ..., C°.

e Es gilt
Co(U,RP) = {f : U — RP| f ist stetig}.

e Die Definition von C* im Skript [Stra] (Definition 5.4.2 ii)., S. 95) ist ein wenig
anders formuliert. Sie ist dquivalent zur Definition [5.34] Das folgt aus Bemerkung
(15.39)).

Beispiele. [glatte Funktionen| Die folgenden Funktionen sind glatt:

e Jedes Polynom p : R — R. Das folgt aus Beispiel mit Hilfe von Induktion.
(Siehe Ubungsserie 10.)

e Die rationale Funktion f := § : U — R fiir jedes Paar von reellen Polynomen

p,g Z 0 und U := qil(R \ {0}) Das folgt aus Beispiel mit Hilfe von
Induktion. (Siche Ubungsserie 10.)

e Die Exponentialfunktion exp : R — R. Das folgt aus Beispiel .

e Die trigonometrischen Funktionen cos,sin : R — R. Das folgt aus Satz [3.45 und
Satz [5.27](i).
Beispiel. [differenzierbare Funktion, die nicht C! ist]Behauptung: Die Funktion

?sin L, falls x # 0,
f:RSR,  flz)= { ) ot

ist differenzierbar. Thre Ableitung ist im Punkt xy := 0 unstetig.

Beweis: Fiir jedes z € R\ {0} ist f in x differenzierbar mit Ableitung
1 1

1 1
f'(r) = 2w sin — + 2° (cos —) (—27%) = 2zsin — — cos —. (5.42)
x T T T

(Uberpriifen Sie das!) Aus Definition folgt, dass f in = := 0 differenzierbar ist mit
Ableitung f'(0) = 0.

Gemaiss ((5.42)) gilt fir jedes k € N, dass

f <%> = %sin(ﬂk‘) — cos(mk) = —(=1).

Daraus folgt, dass f' an der Stelle = 0 nicht stetig ist. (Uberpriifen Sie das!) Das
beweist die Behauptung.

Bemerkung: Diese Funktion ist also differenzierbar, aber nicht von der Klasse C*.



190 KAPITEL 5. DIFFERENTIALRECHNUNG AUF R

Der folgende Satz besagt, dass jeder gleichméssige Limes einer Folge von C!'-Funktionen
wieder C! ist, falls die Folge der Ableitungen ebenfalls gleichméssig konvergiert. Seien
U C R offen, p € N, (fi)men eine Folge in C'(U,R?) und f,g: U — RP.

Satz 5.36 (Kriterium fiir stetige Differenzierbarkeit eines Limes). Falls (f,,)men gleichmdssig
gegen f konvergiert und (f] )men gleichmdssig gegen g konvergiert, dann gilt f €
CYU,RP) und ' =g.

Beweis: [Stral Satz 5.4.1., S. 92]

Bemerkungen 5.37. [Kriterium fiir stetige Differenzierbarkeit eines Limes]

(i) Aus diesem Satz folgt:

Falls eine Folge von Funktionen (f,,)men von U nach RP gleichméssig konvergiert,
sodass die Folge der Ableitungen ebenfalls gleichméssig konvergiert, dann ist der
Limes von (f,,)men stetig differenzierbar.

(ii) Ohne die Voraussetzung, dass (f;,)men gleichméssig konvergiert, ist die Bemer-
kung (i) im Allgemeinen falsch. Ein Gegenbeispiel ist gegeben durch

1
fm :R—R, fm(2) ==\ —5 + 22, m € N.
m

Die Folge (fn)men konvergiert gleichméssig gegen | - | : R — R. (Uberlegen Sie
sich das!) Der Limes | - | ist nicht differenzierbar, also nicht C.

Bemerkung: Die Folge der Ableitungen (f! ),,en konvergiert nicht gleichméssig.
Daher ist eine Voraussetzung von Satz in diesem Beispiel nicht erfiillt. Dieses
Beispiel steht daher nicht im Widerspruch zu diesem Satz.

Aus Satz folgt, dass jede durch eine Potenzreihe definierte Funktion auf der Kon-
vergenzkreisscheibe differenzierbar ist mit Ableitung gegeben durch gliedweises Diffe-
rentiation. Das ist der Inhalt des folgenden Korollars. Sei (¢x)ren, eine Folge in C. Wir
definieren den zugehorigen Konvergenzradius wie in Definition d. h.

1

Pe= lim supy_, o, \’c/]ck]'

Wir definieren die Funktion

[e.9] n

f:]=p,p[—C, f(z) = chxk = ILm chxk.
k=0

k=0



5.4. HOHERE (STETIGE) DIFFERENZIERBARKEIT, HOHERE
ABLEITUNGEN 191

Korollar 5.38 (durch Potenzreihe definierte Funktion ist gliedweise differenzierbar).
Der zur Koeffizientenfolge (kcy)ren gehorige Konvergenzradius ist ebenfalls p.

(ii) Die Funktion f ist differenzierbar mit Ableitung gegeben durch
/ . k-1 _ 7: k—1
fl(z) = ; ke = nh_g)lo; kepa™ .

Aus diesem Korollar folgt mittels Induktion das folgende Korollar.
Korollar 5.39 (durch Potenzreihe definierte Funktion ist glatt). Die Funktion f ist
glatt.

Beweis des Korollars (i)): Das folgt aus Satz (Quotient konvergen-
ter Folgen) und der Tatsache (\’“/E) ey 1. (Siehe Ubungsserie 5, Konvergenz und

bestimmte Divergenz einer Folge in R?.)

(ii): Fiir jedes n € Ng definieren wir
fa ] = p.p[—=C, falz) = chxk'
k=0

Sei r €]0, p[. Gemiss Proposition konvergiert die Folge ( fn|[_mn]) gleichmaéssig
gegen fl_,. Aus (i) und Korollar folgt, dass fiir jedes x €] — p, p| die Folge
(Donoy kera®h) _ konvergiert. Wir definieren

g:]—p,pl— C, g(x) = Z ke = lim Z kepah L.
k=1 S
Behauptung 1. Die Folge (f,’l\[,r,r]) konvergiert gleichmdssig gegen gl[—r.,.

Beweis der Behauptung [1} Sei n € Ny. Geméss Beispielen und ist
fn von der Klasse C! mit Ableitung

fi(z) = Z kepa" ™t
k=1

Da der zur Koeffizientenfolge (kcg)ren gehorige Konvergenzradius ist p ist und r < p,
konvergiert daher geméss Proposition die Folge ( f;\[_w]) gleichmiissig gegen
9|(=r- Das beweist Behauptung .D
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und Satz 5.36, dass flj_., € C'(] = r,7[,C = R?) und f[{_, ; = glj-rs- Aussage (
folgt. (Wir verwenden hier, dass r €]0, p[ beliebig ist.)

Da ( Jnlj=rrp) gleichmaéssig gegen flj_,, konvergiert, folgt mit Hilfe der Behauptun
i)

Das beweist Korollar 5.38 [

Beispiele. [durch Potenzreihe definierte Funktion ist glatt und gliedweise differenzier-
bar]

e Wir betrachten die Exponentialreihe, d. h. die zur Folge (ck = %)kel\

Potenzreihe, also die Abbildung z +— (Zzzo 2—’:) o (Siehe Beispiel [3.28]) Der
U ) neNo
Konvergenzradius dieser Potenzreihe ist gegeben durch

1
p = = OQ.
lim supy,_, o, v/ }%‘

(Siehe Ubungsserie 5, Konvergenzradius einer Potenzreihe.) Die durch diese Po-
tenzreihe definierte Funktion einer reellen Variable ist die reelle Exponentialfunk-
tion

) gehorige

ok
exp:R — R, exp(x) = Z %
k=0

Gemass Korollar [5.39] ist diese Funktion glatt. Geméss Korollar [5.38] ist sie dif-
ferenzierbar mit Ableitung

, S .
exp'(z) = Z k = Z i exp(x).
k=1 =0

(¢ spielt die Rolle von k — 1.) Wir haben das schon in Beispiel mittels
des Additionstheorems fiir exp gezeigt. (Siehe Ubungsserie 9, Differenzierbarkeit,
Ableitungen, ....)

e Wir betrachten die geometrische Reihe, d. h. die zur Folge (¢x := 1)gen, gehorige
Potenzreihe, also die Abbildung

n
2 Z 2" .
k=0 n€Ng

Der Konvergenzradius dieser Potenzreihe ist gegeben durch

1

"7 msup VT

1.
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Die durch diese Potenzreihe definierte Funktion einer reellen Variable ist gegeben
durch

f-L1=R,  flx)=> 2"

Gemiss Korollar ist diese Funktion glatt. Geméass Korollar ist sie dif-
ferenzierbar mit Ableitung

f(z) = i katt.
k=1

Das wussten wir schon. Geméss Beispiel gilt ndmlich

o

f(x):Zxk: ! Ve €] —1,1],

1—2x’
k=0

und daher mittels der Quotientenregel (Satz [5.9|(ii))

! _ 1 _ = xk—l
fl(z) = = _;k .

In der zweiten Gleichheit haben wir eine Aufgabe aus Ubungsserie 6 verwendet
(Konvergenz und Grenzwert von Reihen, Cauchy-Produkt).

Fiir ein Beispiel einer direkten Anwendung von Satz siehe [Stral Beispiel 5.4.3. iii),
S. 94].

5.5 Taylornidherung einer Funktion, lokale
Extrema

Dieser Abschnitt entspricht [Stral 5.5 Taylor-Formel, S. 96]. Fiir eine m mal differen-
zierbare Funktion f ist das Taylorpolynom von f m-ter Ordnung mit Entwicklungs-
punkt zy ein Polynom vom Grad m, in dem Ableitungen von f an der Stelle xy bis
m-ter Ordnung vorkommen. Der Satz von Taylor gibt eine Formel fiir den Unterschied
zwischen einer Funktion und ihrem Taylorpolynom m-ter Ordnung. Aus diesem Satz
folgt, dass das Taylorpolynom die Funktion f anndhert. Da Polynome einfache Funk-
tionen sind, werden Funktionen in vielen Anwendungen daher nédherungsweise durch
ihre Taylorpolynome ersetzt.
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Taylorndherung einer Funktion

Sei I ein offenes Intervall, f : I — R, m € NgU {—1} und z( € I. Falls m > 0, dann
nehmen wir an, dass f m-mal differenzierbar ist.

Definition 5.40 (Taylorpolynom, Restglied, Taylorreihe). (i) Wir definieren das Tay-
lorpolynom von f m-ter Ordnung zum Entwicklungspunkt zo (oder um xq) als
die Funktion

m m SPAMCD)
T, cR—R, TP (2):=) O (2 — xo)". (5.43)

(1) Wir definieren das Restglied von f m-ter Ordnung zum Entwicklungspunkt xg
als die Funktion
oo == Tfh T =R, (5.44)

(11i) Falls f glatt ist, dann definieren wir die Taylorreihe von f zum Entwicklungs-
punkt xy (oder um xq) als die Folge der Taylorpolynome

Tf,xo = (T}:;O)meNo .

Bemerkungen. [Taylorpolynom]

e Im Fall m = —1 ist die rechte Seite von (5.43)) eine leere Summe. Diese ist als 0
definiert. Daher ist

T—l

fymo 0.

e Im Fall m =0 ist
qu’xo = f(ll}'o)

e Im Fall m =1 ist
T]}J»‘o(x) = [(x0) + f'(0)(x — o).
Das ist die beste affine Ndherung von f im Punkt z(, die wir in Bemerkung

kennengelernt haben. Das Taylorpolynom verallgemeinert also die beste
affine Naherung.

e In [Stra, Bemerkung 5.5.1., S. 96] wird die Notation
T f(w;a) := T7, (x)

verwendet. Der Punkt a spielt hierbei die Rolle von zy. Des Weiteren wird in
[Stral S. 97] das Restglied mit 7, f(-;a) bezeichnet.

Beispiele 5.41. [Taylorpolynom, Restglied, Taylorreihe]
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(i) (Polynom) Seien n,m € Ng und ay, ..., a, € R. Wir betrachten das Polynom

n

f:R—=R, f(z) ::Zakxk.

k=0
Das Taylorpolynom von f m-ter Ordnung zum Entwicklungspunkt zy := 0 ist
gegeben durch
Zakmk, falls m < n,
Ti, (1) =4 5°
Zakxk, falls m > n
k=0
min{m,n}
= 2wt
k=0

also durch das bei der Potenz m abgebrochene Polynom f. (Siehe Ubungsserie
10.) Das Restglied von f m-ter Ordnung zum Entwicklungspunkt zy := 0 ist
daher gegeben durch

I apz®, falls m < n,
0, falls m > n.

(&) = 1)~ Tfs (@) = {

Die Taylorreihe von f zum Entwicklungspunkt xg := 0 ist gegeben durch

min{m,n}

Tf70 = Z ag * k

k=0 m&ENg

(Hier verwenden wir die Punktnotation fiir das Argument. Siehe Bemerkung
5. 16/[-)

(ii) (Potenzreihe) Sei (cx)ken, eine Folge in R. Wir schreiben p fiir den zugehorigen
Konvergenzradius und definieren die Funktion

fl=ppl=R  flz)=) aa"

k=0

Seien m € Ny. Gemiss Korollar ist f glatt. Daher ist das Taylorpolynom
von f m-ter Ordnung zum Entwicklungspunkt z; := 0 wohldefiniert. Um es zu
bestimmen, stellen wir zunéchst fest, dass

FO(0) = £(0) = co = Olcy.
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Gemiiss Korollar gilt

= Z kepr™ ™t also  fI(0) = f(0) = 1l¢y

o0

() =Y (k—Dkepa® 2, also  f(0) = f7(0) = 2le,.

k=2

Allgemein gilt fiir jedes k& € Ng, dass

FE(0) = Eley.
Das folgt mittels Korollar und Induktion. (Uberpriifen Sie das!) Das Tay-
lorpolynom von f m-ter Ordnung zum Entwicklungspunkt xy := 0 ist daher

geméss (5.43) gegeben durch
SIEED DU LIRRIES yho
k=0

Das ist die m-te Partialsumme. Das Restglied von f m-ter Ordnung zum Ent-
wicklungspunkt zy := 0 ist daher gegeben durch

}rfxo(x) = f(.T) - T}ZO(ZE) = Z Ck.CEk.
k=m+1

Die Taylorreihe von f zum Entwicklungspunkt xg := 0 ist gegeben durch

m
Tio = (Z Che k) :
k=0 mENg

also durch die Potenzreihe zur Koeffizientenfolge (ci)ren,. Jede Potenzreihe ist
also ihre eigene Taylorreihe um zy = 0.

(iii) (Exponentialfunktion, Entwicklungspunkt To = 0) Wir betrachten das konkrete
Beispiel der Ezponentialrethe, also (ck In diesem Fall ist p = oo und

k! ) keNg”
f die reelle Exponentialfunktion

f=exp:R—=R, exp(x Z%
k=0

Geméiss ist das Taylorpolynom von exp m-ter Ordnung zum Entwicklungs-
punkt xy := 0 gegeben durch die m-te Partialsumme
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.2‘
exn O
2 o ¢
f%r**,k,
! 0
exp)_C'

/ / 0 1
Abbildung 5.6: Die reelle Exponentialfunktion exp und das nullte, erste und zweite
Taylorpolynom von exp zum Entwicklungspunkt zy := 0.

A

Fiir m = 1 ist das zum Beispiel das Polynom

T:)Zp,O(x) =1 + .

Das ist die beste affine Naherung der Exponentialfunktion um den Punkt zy = 0.
Sie beschreibt die Tangente an den Graphen der Exponentialfunktion im Punkt
(0,1). Siehe Abbildung [5.6}

(iv) (Exponentialfunktion, allgemeiner Entwicklungspunkt xy) Wir betrachten noch-
mals (ck = %)keNo. Seien m € Ng und zy € R. Fiir jedes k € Ny gilt

Z0o

eXp(k)(l“o) = exp(zo) = €

Gemaiiss Definition [5.40|ist das m-te Taylorpolynom von exp um zy daher gegeben
durch

m - €
Texp,xo (l’) = Z ﬁ('x - xO)k'

Sei (cx)ken, eine Folge in R. Wir schreiben p fiir den zugehorigen Konvergenzradius
und definieren die Funktion

FA=ppl=R fla)=) aat
k=0

Sei 2 €] — p, p[ und r € [0, p — |zo|[.



198 KAPITEL 5. DIFFERENTIALRECHNUNG AUF R

Satz 5.42 (gleichméssige Konvergenz der Taylorreihe gegen Limes einer Potenzreihe).

Die Taylorreihe von [ um xy konvergiert auf dem Intervall Fi(xo) = [xg — 1,20 + 7]
gleichmdssig gegen f, d. h.

Ve €]0, co[dmg € NoVm € NV € Fi(xo) m > my = ‘foo x) = f(x) — T}”mo(x)| <e.

Beweis: Das folgt aus [Strbl Satz 6.5.6., S. 137] und Proposition [4.57

Bemerkungen. [gleichmissige Konvergenz der Taylorreihe gegen Limes einer Potenz-
reihe]

e Die Aussage des Satzes bedeutet, dass das m-te Taylorpolynom die Funktion
f immer besser annéhert, wenn m grosser wird. Wir kénnen den Ndherungsfehler
‘R}’fo (x) |, den Betrag des Restglieds, durch ein vorgegebenes € abschétzen, sobald
m grosser als ein bestimmter Index my ist, der nicht vom Punkt z abhingt.

Abbildung veranschaulicht das fiir die Exponentialfunktion und zy = 0, fiir
ein kleines 7.

o Wegen Satz kénnen wir also ein Taylorpolynom geniigend grosser Ordnung
verwenden, um den Wert einer durch eine Potenzreihe definierten Funktion an
einer Stelle mit vorgegebener Genauigkeit zu berechnen. Die Taylorreihe liefert
also eine numerische Methode zur Berechnung von Funktionswerten.

e Falls 2y = 0, dann folgt Satz direkt aus Beispiel und Proposition
4.57| (Potenzreihe konvergiert gleichmissig auf kompaktem Ball).

Beispiel. [gleichméissige Konvergenz der Taylorreihe gegen Limes einer Potenzreihe]
Wir betrachten ( k,) ke’ also die Exponentialfunktion f = exp. Seien zy € R
und r € [0, 00][. Gemass Beispiel - ist die Taylorreihe von exp um xy gegeben

durch
m exo
(o)
k=0 meENg

Geméss Satz [5.42| konvergiert diese Reihe auf dem Intervall Ei (z0) = [xo — 7,20 + 7]
gleichméssig gegen exp. Insbesondere gilt also

[e.e]

ex:exp(x):hmz :U—xo = e—:c—a;o
m—00 k! prd k!

Der folgende Satz impliziert, dass das m-te Taylorpolynom die Funktion f immer
punktweise annihert, falls f von der Klasse C™*! ist. Seien I ein offenes Intervall,
f:I —R, mé&Nyund zg,z € I.
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L

Abbildung 5.7: Brook Taylor, 1685-1731, englischer Mathematiker.

Satz 5.43 (Satz von Taylor, Restglied in Lagrangeform). Wir nehmen an, dass f
(m + 1)-mal differenzierbar ist.

(i) Falls xo < x, dann gibt es einen Punkt £ €|xg, x|, sodass

f(erl) (5) ($ - l’o)m+1-

Ersy) (5.45)

Fuao () =
(ii) Falls xo > x, dann gibt es einen Punkt & €]z, xo[, sodass (5.45)) gilt.

Beweis: [Stral Satz 5.5.1., S. 96]
Dieser Satz ist nach Brook Taylor benannt. (Siehe Abbildung [5.7})

Bemerkungen 5.44. [Satz von Taylor, Lagrangeform des Restglieds]

e Gemiss ((b.44) besagt Gleichheit (5.45)), dass

m Fem(€) m1
flx) =17, (x) + m(x — )"

Diese Gleichheit bedeutet, dass f(x) durch sein Taylorpolynom der Ordnung
m-+1 um zy an der Stelle x gegeben ist, wobei wir das Argument xy der hochsten
Ableitung von f durch ein geeignetes & ersetzen.

e Die Darstellung ([5.45)) des Restglieds heisst Lagrange-Form. Diese Form ist nach
Joseph-Louis Lagrange benannt. Siehe Abbildung )
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e Im Fall m = 0 und zy < x besagt der Satz, dass es ein £ €|xg, z[ gibt, sodass

f(@) = fzo) + f'(§)(x — o).
Das ist die Aussage des Mittelwertsatzes (Satz |5.14)).

Als eine Anwendung von Satz konnen wir das Restglied wie folgt abschétzen. Sei
r €0, 0o[, sodass Fi (o) = [xo — T, T —i—r] C I. Wir nehmen an, dass f von der Klasse
C™*+! ist. Wir definieren

maxg ) [

— e 17
Cro i = Crfaor i= (T . (5.46)

Das Maximum auf der rechten Seite existiert, da geméss Korollar jede stetige
Funktion auf einer kompakten Menge ein Maximum besitzt.

Korollar 5.45 (Taylornéherung, Abschitzung fiir das Restglied). Es gilt

| R (2)] < Ol — o™, V€ B (xy). (5.47)

Beweis: Das folgt aus Satz [5.43] [J

Bemerkungen 5.46. [Taylorndherung, Abschitzung fiir das Restglied]

(i) Wir sagen, dass eine Funktion ¢ : I — R die Funktion f um den Punkt z; in
m-ter Ordnung néhert, falls

f(z) —g(=)

—0 fiir T — Xp.
|z — zo|™

Wir nehmen an, dass f C™*! ist. Geméss Korollar m gilt dann, dass

z)—T7 (x R? (x
‘f( ) f,:vo( )| _ { fvTO( )‘ Sc’m|x—q}0| — 0 fir T —r Xg. (548)
|z — xo|™ |z — zo|™

Das Taylorpolynom m-ter Ordnung um zy ndhert die Funktion f daher in m-ter
Ordnung um zo. Der Unterschied f—T7", . also das Restglied R}, , ist der Fehler
dieser Ndherung. Dieser Fehler hat die Ordnung m + 1, d. h., er ist durch eine
Konstante mal 771 beschrinkt, wobei

re = |x — x|

1"Wir verwenden hier die Notation maxg f := max,egs f(x) = max f(9).
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der euklidische Abstand zwischen zy und z ist. Zum Beispiel ndhert das Taylor-
polynom nullter Ordnung die Funktion bis auf einen linearen Fehler. Das Taylor-
polynom erster Ordnung ndhert die Funktion bis auf einen quadratischen Fehler,
Usw.

(ii)) Wir nehmen an, dass f glatt ist und die Folge (C,)men, gegen 0 konvergiert.

Aus Korollar folgt dann, dass die Taylorreihe von f auf Ei (x0) gleichméssig
gegen f konvergiert.

Beispiel. [Taylorniherung fiir die Exponentialfunktion] Wir betrachten f := exp :
R—=R, m=1,29=0und r:= 1. Da exp’ = exp, gilt exp” = exp und daher geméss
(15.46))
max.1. |exp| .
B (0
C’1 = szl,fzexp,xozo,rzl - 1(2‘) - 5 < 2.

Gemiiss Korollar konnen wir daher den Fehler der Taylorndherung von exp erster
Ordnung um xg = 0, also der besten affinen Naherung von exp um 0, abschétzen durch

|e"” —T!

exp,O(x)l < 01’55 - O|2 < 2|(E‘2

Fiir weitere Beispiele zur Taylorndherung siehe [Stral, Beispiel 5.5.1., S. 97].

Im Kontrast zu Bemerkung braucht die Taylorreihe einer Funktion im Allgemei-
nen nicht gegen die Funktion zu konvergieren, nicht einmal punktweise. Das folgende
Beispiel illustriert das.

Beispiel 5.47. [Taylorreihe konvergiert nicht gegen die Funktion] Wir betrachten die

Funktion )
e~ =, fallsz >0,

J:R—=R, f(x)::{(), falls < 0.

Diese Funktion ist glatt mit
f®0)=0,  VkeN,.

(Siehe [Bla03, 7.6 Taylor-Approximation, Beispiel 3, S. 277].) Fiir jedes m € Ny ist das
m-te Taylorpolynom von f um xq := 0 daher gegeben durch

T}?OEO.

Die Taylorreihe (T]%)mGNO konvergiert daher gleichméssig gegen die konstante Funk-

tion 0 : R — R. Sie konvergiert daher in keiner Umgebung von xq = 0 punktweise
gegen die Funktion f. Es steht auch nicht im Widerspruch zu Bemerkung [5.46](i), da
in diesem Beispiel die Folge (C),)men, nicht gegen 0 konvergiert.

Bemerkung. Das steht nicht im Widerspruch zu Satz [5.42] da die Funktion f nicht
durch eine Potenzreihe definiert ist.
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Lokale Extrema, kritische Punkte

In diesem Unterabschnitt behandeln wir ein Kriterium dafiir, dass eine Funktion in
einem Punkt ein lokales Extremum annimmt. Das Kriterium ist eine Anwendung des
Satzes von Taylor.

Seienn €N, X CR" f: X - Rund zg € X.

Definition 5.48 ((strikte) lokale Extremalstelle). Wir nennen xo eine lokale Mini-
malstelle von f ¢. d. w. es eine Umgebung U von x¢ in X ¢ibt, sodass

f(@) = f(wo), Vo eU\{xo}.

Wir nennen xq eine strikte lokale Minimalstelle von f ¢. d. w. diese Bedingung mit
“>7 ersetzt durch “>7 erfillt ist.

Wir nennen xo eine (strikte) lokale Maximalstelle von f ¢. d. w. die analoge Bedingung
mit “>7 (“>7) ersetzt durch “<” (“<”) erfillt ist.

Wir nennen xo eine (strikte) lokale Extremalstelle von f g¢. d. w. xy eine (strikte)
lokale Minimalstelle oder (strikte) lokale Mazimalstelle ist.

Bemerkungen. [lokal, global]

e Eine Eigenschaft gilt lokal um einen gegebenen Punkt, falls sie in einer (moglicherweise
kleinen) Umgebung des Punktes gilt. Eine lokale Extremalstelle 2, von f ist also
eine Extremalstelle von f in einer Umgebung von x.

e Im Unterschied dazu gilt eine Eigenschaft global, falls sie in Bezug auf die ganze
betrachtete Menge gilt. Eine globale Extremalstelle von f ist also dasselbe wie
eine Extremalstelle von f. (Siehe Definition (4.13).) Das Wort global wird in
diesem Kontext verwendet, um zu betonen, dass es sich nicht nur um eine lokale
Extremalstelle handelt.

Beispiele. [(strikte) lokale Extremalstelle]

e Wir definieren die Vorzeichenfunktion f := sgn : R — R wie in . Jeder
Punkt zy € R\ {0} ist eine lokale Minimalstelle sowie eine lokale Maximalstelle
von sgn. (Wie wihlen wir die Umgebung U?) Der Punkt xy := 0 ist weder eine
lokale Minimalstelle noch eine lokale Maximalstelle von sgn. (Warum?)

Bemerkung: Jeder Punkt 2y € (0, 00) ist eine (globale) Maximalstelle von sgn.

e Wir betrachten die Funktion
0, fallsz =0,
f:R—=R, flz) =< =1, fallsxz € (—1,0)U(0,1),
1,  sonst.
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Der Punkt zy := 0 ist eine strikte lokale Maximalstelle von f, aber keine (globale)
Maximalstelle.

Fiir ein weiteres Beispiel siehe [Stral Beispiel 5.5.2. ii), S. 99].

Bemerkung. [lokales Minimum der potentiellen Energie und Stabilitét] In der Physik
sind lokale Extrema zum Beispiel darum wichtig, weil eine gegebene Lage eines stati-
schen mechanischen System stabil ist, falls die potentielle Energie in dieser Lage ein
striktes lokales Minimum annimmt.

Wir betrachten jetzt den Fall n = 1. Jede lokale Extremalstelle einer differenzierbaren
Funktion ist ein kritischer Punkt. Das ist Teil der Aussage des folgenden Satzes. Seien
U CRoffen, f: U — Rund xy € U ein Punkt, in dem f differenzierbar ist.

Definition 5.49 (kritischer Punkt). g heisst kritischer (oder stationdrer) Punkt von
f g. d. w. die Ableitung von f in xy verschwindet, d. h.

f/(.To) =0.
Satz 5.50 ((strikte) lokale Extremalstelle). (i) (Satz von Fermat iber kritische Punk-

te) Falls xo eine lokale Extremalstelle von f ist und f in xq differenzierbar ist,
dann ist xy ein kritischer Punkt von f.

(i) Wir nehmen an, dass xo eine lokale Extremalstelle ist und dass es eine ungerade
Zahl m € N gibt, sodass f m-mal differenzierbar ist und

fO(wo) =0,  Vi=1,...m—1 (5.49)
Dann gilt £ (z4) = 0.
(111) Wir nehmen an, dass es eine gerade Zahl m € N gibt, sodass f m-mal differen-

zierbar ist, (5.49)) gilt und f™ (x0) > 0 (f™(zy) < 0). Dann ist o eine strikte
lokale Minimalstelle (Mazximalstelle) von f.

Beweis: [Stra, Korollar 5.5.1., S. 98][F Der Beweis beruht auf Satz (Satz von
Taylor, Restglied in Lagrangeform).
Bemerkungen. [(strikte) lokale Extremalstelle]

e Aussage (fi)) ist nach Pierre de Fermat benannt. Siehe Abbildung . Diese Aus-

sage folgt aus (i) mit m = 1, falls f (auf U) differenzierbar ist. Fiir m = 1 ist
die Bedingung ((5.49)) nédmlich leer.

e Falls f geniigend oft differenzierbar ist E und eine nichtverschwindende hoéhere

18Tn diesem Korollar wird angenommen, dass f von der Klasse C™ ist. Der Beweis funktioniert
jedoch auch, falls f nur m-mal differenzierbar ist.
ngmlich so oft, dass die betrachteten Ableitungen existieren
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Abbildung 5.8: Pierre de Fermat, 1607-1665, franzosischer Mathematiker und Jurist.

Ableitung besitzt, dann implizieren die Teile (filiii) dieses Satzes das Folgende:

Der Punkt zq ist eine lokale Extremalstelle von f g. d. w. die niedrigste in xg
nichtverschwindende Ableitung von f gerade Ordnung besitzt.

In diesem Fall ist xy eine lokale Minimalstelle (Maximalstelle) g. d. w. diese
Ableitung positiv (negativ) ist.

Beispiele. [(strikte) lokale Extremalstelle]

e Sei f:R =R, f(z) := 2% und z¢ := 0. Es gilt f(z) > f(x), fiir jedes z € R.
Daher ist xy = 0 eine lokale Minimalstelle. Da f an der Stelle 0 differenzierbar
ist, ist 0 geméss Satz ein kritischer Punkt von f, d. h. f’(0) = 0. Das folgt
auch aus einer direkten Rechnung.

e SeineN, f:R—=R, f(z) := 2" und xy := 0. Es gilt
fB@)=nn—-1)--(n—k+1)z""*, Vke{l,...,n},x €R.

(Siehe Ubungsserie 10, hohere Differenzierbarkeit und Ableitungen.) Daraus folgt,
dass
fO0)y=0,VYke{l,....n—1},  f™0)=n!>0.

Falls n gerade ist, dann folgt daher aus Satz [8.67|(iii), dass zo = 0 eine strikte
lokale Minimalstelle von f ist. Falls n ungerade ist, dann folgt aus der Kontra-
position von Satz , dass xy = 0 keine lokale Extremalstelle von f ist.

Bemerkung: Diese Tatsachen folgen auch daraus, dass R ein geordneter Korper
ist, d. h. die Eigenschaften A.i)-iv), M.i)-iv), D), O.i)-iv), K.i),ii) in [Stra) 2.2 Die
reellen Zahlen| besitzt.



Kapitel 6

Integration

Dieses Kapitel entspricht [Stral, Kaptiel 6, Integration]. Das (bestimmte) Integral ei-
ner Funktion f : [a,b] — R ist der Inhalt (mit Vorzeichen) der Flidche zwischen der
Abszisse (= x-Achse) und dem Graphen von f. Heuristisch ist dieser Flacheninhalt
wie folgt definiert. Wir wahlen eine unendliche “Indexmenge” 7 und fiir jedes ¢ € Z
ein “infinitesimales” (= “unendlich kleines”) Intervall I;, sodass die Menge {Ii }z’ €7 }
eine Zerlegung von [a, b] bildet. Fiir jedes i € Z wihlen wir einen Punkt z; € I;. Wir
schreiben dz; := |I;] fir die “infinitesimale Linge” von I;. (Das ist das “Differential”,
d. h. die “infinitesimale” Differenz, der Endpunkte von I;.) Intuitiv ist das Integral von
f gleich der unendlichen Summe

[ 1@rde =3 st

i€

Um diese Intuition mathematisch prézise zu erfassen, definieren wir eine Treppenfunkti-
on als eine endliche Linearkombination von Indikatorfunktionen von Intervallen. (Siehe
Abbildung ) Wir definieren das Integral einer Treppenfunktion auf eine elementa-
re Weise. Wir definieren jetzt das Integral einer allgemeinen Riemann-integrierbaren
Funktion f als das Supremum der Integrale aller Treppenfunktionen, die kleiner gleich
f sind. Dieses Integral ist gleich dem Grenzwert der Integrale einer Folge von Trep-
penfunktionen, die sich mehr und mehr f annéhern.

6.1 Bestimmtes Riemann-Integral: Definition und
Beispiele

Dieser Abschnitt entspricht [Stral 6.2 Das Riemannsche Integral].

Das Riemann-Integral einer allgemeinen Funktion f beruht auf dem Begriff des Inte-
grals einer Treppenfunktion. Dieser Begriff ist wie folgt definiert. Wir definieren die

205
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Indikatorfunktion x 4 einer Teilmenge A C R wie in (4.4)). Sei I ein beschrinktes Inter-
vall und ¢ : I — R.

Definition 6.1 (Treppenfunktion). ¢ heisst Treppenfunktion g. d. w. ¢ eine (endli-
che) Linearkombination von Indikatorfunktionen von Intervallen ist.

Bemerkung. Das bedeutet, dass es eine Zahl k € Ny, Intervalle I1,...,I; C I und
Zahlen cy, ..., cp € R gibt, sodass

k
@ = ZCiXIi- (6.1)
i=1
Die Intervalle diirfen offen, abgeschlossen oder halb-offen sein.

Der folgende Hilfssatz erklart den Namen Treppenfunktion. Wir schreiben a und b fiir
den linken und rechten Endpunkt von /. Wir nehmen an, dass a < b.

Hilfssatz 6.2 (Charakterisierung von Treppenfunktionen). Die Funktion ¢ ist eine

Treppenfunktion g. d. w. es Zahlen { € Ng, a < 11 < 9 < -+ < xp_1 < b und
Y1, ---,Ye € R gibt, sodass mit xo = a, xy := b gilt:
o=y auf |z;i_q,x], Yie{l,... (}. (6.2)

Dieser Hilfssatz kann mittels Induktion bewiesen werden.
Bemerkungen. e Die Werte von ¢ in den Punkten z, ..., x, sind also beliebig.

e Die Bedingung (6.2)) besagt, dass ¢ dhnlich wie eine Treppe aussieht. Das erklért
den Namen Treppenfunktion.

Beispiel 6.3. [Treppenfunktion|Sei a := 0, b := 4, I :=|0,4], k := 2, I; :=]0,2],
I, :=]1,4], ¢; := 1 und ¢y := 2. Dann ist die Treppenfunktion (6.1)) gegeben durch

1, auf]0,1],
© = Xjogz[ + 2xp141 = § 3, auf]l,2[,
2, auf ]2,4].

Siehe Abbildung . Die Bedingung (6.2)) von Hilfssatz ist also erfiillt mit ¢ := 3,
Tg = a, xy =1, 9 := 2, 23 :=b =4, y; =1, yp := 3 und y3 := 2. (Es gilt
plry=1)=1, p(zg =2) =2.)

Sei I ein beschrénktes Intervall. Um das elementare Integral einer Treppenfunktion auf
I zu definieren, benétigen wir den folgenden Hilfssatz. Fiir jedes Intervall J schreiben
wir

|J| := Lénge von J.

Seien k, k' € Ng, I1,..., I, I1,..., I, C I Intervalle und ¢, ..., ¢, ¢, ..., ¢ €R.
1 k 1 k
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Abbildung 6.1: Blau: die Funktion xjo2;. Griin: die Funktion 2x); 4. Rot: die Treppen-
funktion ¢ = xj0,2; + 2X)1,4/- Sie sieht dhnlich wie eine Treppe aus.

Hilfssatz 6.4 (elementares Integral einer Treppenfunktion). Falls

k k'

/
> cix, = Y dixu,s
i=1 i'=1

dann gilt
k/

k
Z cilli] = ZCHIH-
i=1

=1

Sei jetzt ¢ : I — R eine Treppenfunktion. Wir schreiben a und b fiir die Endpunkte
von [.

Definition 6.5 (elementares Integral einer Treppenfunktion). Wir definieren das ele-
mentare Integral von ¢ als die Summe

k
Srp = Si(p) == Zci|li|, (6.3)
i=1
wobet k € Ny, I,..., Iy C I Intervalle und cq,...,c, € R Zahlen sind, sodass
k
Y= Z CiX1;-
i=1
Bemerkung. Dieses Integral ist wohldefiniert, d. h. | k, Iy, ..., I, cq, . .., ¢ existieren

(geméiss Definition [6.1)), und die rechte Seite von ([10.2)) héngt nicht von der Wahl von
kI, ..., I, c1,...,cp ab (geméss Hilfssatz [10.4)).
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Beispiel 6.6. [Integral einer Treppenfunktion| Das Integral der Treppenfunktion ¢ =
Xo,2[ + 2X1,4; aus Beispiel [6.3]ist gegeben durch

Spap =1-1]0,2[[+2-[]1,4]|=1-2+2-3=8. (6.4)
Wir kénnen die Funktion auch schreiben als
© = Xj0,1] + 3Xj1.2] + 2X[2,4[- (6.5)
Mit dieser Darstellung erhalten wir
Sparp =1-10,1][+3-[J1,2][ +2-[[2,4]| =1-1+3-1+2-2=38,

also dasselbe Resultat wie in (6.4)). Mit der Darstellung ((10.8) von ¢ sehen wir, dass
das elementare Integral von ¢ der Inhalt der Fliche zwischen der Abszisse und dem
Graphen von ¢ ist. Die Definition [6.5] stimmt also mit unserer Intuition iiberein.

Seien [ ein beschrinktes Intervall und f : I — R eine Funktion. Wir schreiben a und
b fiir die Endpunkte von [.

Definition 6.7 (eigentliche Riemann-Integrierbarkeit, eigentliches Riemann-Integral).

Wir definieren das untere und das obere (Riemann-)Integral von f (iiber I) als
/ f=sup {Sp | ¢ : I — R Treppenfunktion: ¢ < [}, (6.6)
A

7 f :=inf {SI@/J | ¥ I — R Treppenfunktion: 1 > f} : (6.7)
I

(i) Wir nennen f (eigentlich Riemann- )integrierbar (tber I) g. d. w.

1 IE 7]f. (6.9)

In diesem Fall definieren wir das (bestimmte eigentliche Riemann- )Integral von
f (iber I) als
b
/ f(z)dx = /f = / f. (6.9)
a I e

Dieses Integral ist nach Bernhard Riemann benannt, siche Abbildung [10.1]

Bemerkungen. [Riemann-Integrierbarkeit, -Integral]



6.1. BESTIMMTES RIEMANN-INTEGRAL: DEFINITION UND BEISPIELE 209

Abbildung 6.2: Bernhard Riemann, deutscher Mathematiker, 1826—1866.

e Fiir jede Funktion f : I — R gilt

(Siehe [Stral, Bemerkung 6.2.2. i), S. 130].) Gemdss ist f daher Riemann-

integrierbar g. d. w. gilt o
[T
4T I

e Die Definitionen ((10.3]) und ((10.4)) (unteres und oberes Riemann-Integral) préizisieren
die Idee, dass wir das Integral von f erhalten, indem wir f von oben und unten
mit Treppenfunktionen annéhern.

e Gemiss dem Goethe-Prinzip (Prinzip [1.19) schreiben wir das Integral all-
gemeiner mit Hilfe einer beliebigen Variablen, zum Beispiel als

/abf@)dy = /abf@)dt = [r

e Das Integralzeichen [ wurde von Leibniz in Anlehnung an den Buchstaben s
eingefiihrt. Es steht fiir den ersten Buchstaben im Wort “Summe”. Das wider-
spiegelt die Intuition, dass das Integral einer Funktion eine unendliche Summe
ist.

Jede eigentlich Riemann-integrierbare Funktion ist beschrankt. Um diesen Begriff zu
erkliren, erinnern wir uns an die Definition [4.29] (Beschrénktheit einer Teilmenge von
R™).
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Abbildung 6.3: Die Funktion f und die  Abbildung 6.4: Die Funktion f und die
Treppenfunktion ¢ fiir £ = 4. Treppenfunktion 1 fiir k = 4.

Definition 6.8 (Beschrianktheit einer Funktion). Eine Funktion f : X C R* — RP
heisst beschrinkt g. d. w. das Bild von f beschrdankt ist.
Bemerkung. Das bedeutet, dass es ein C' € [0, 00) gibt, sodass

If(z)]| <C,  VreX. (6.10)

Bemerkung. Jede eigentlich Riemann-integrierbare Funktion ist beschréankt. (Uberpriifen
Sie das!)

Beispiel 6.9. [Integral] Behauptung: Die Funktion
f:1:=1[0,1] =R, f(x) ==z,

ist eigentlich Riemann-integrierbar mit Riemann-Integral
1
1
f=:.
fr=

1
= - i i1 :I R
v AT

'k
i=1

Beweis: Sei k£ € N. Wir definieren

Siehe die Abbildung (6.3} Das ist eine Treppenfunktion, die ¢ < f erfiillt. (Uberpriifen
Sie das!) Geméss (10.3) gilt darum

/fZSw. (6.11)
e
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Es gilt
k-1 . :
? v i+ 1
o
17 ;k ‘k k ’
k—1
1 .
wZ@
i=1
1 (k—-1)k
- ﬁ% (gemiss Satz [1.11)
1 1
2 2k

Da k beliebig ist, folgt daraus mittels (6.11]), dass

1
Lf > (6.12)

Sei k£ € N. Wir definieren

L I —-R.

?r\s

;?'|N.

vi= )

1=1

Siehe die Abbildung[6.4 Ein dhnliches Argument wie das obige zeigt, dass

/f<51¢—+—

(Uberlegen Sie sich das!) Da k beliebig ist, folgt daraus, dass

IFE

Indem wir das mit (6.12)) kombinieren, erhalten wir, dass

Zfz7ﬁ

d. h. die Bedingung ((10.5) ist erfiillt. Daher ist f eigentlich Riemann-integrierbar mit

ﬂf—[ﬁ—%

Beispiel 6.10. [nicht-Riemann-integrierbare Funktion] Die Funktion xqnp1) : 1 =
[0,1] — R ist beschrénkt, aber nicht Riemann-integrierbar. Sieche Ubungsserie 11.

N | —
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6.2 Eigenschaften der Riemann-Integration

Der folgende Satz fasst einige grundlegende Eigenschaften der Riemann-Integration
zusammen. Sei [ ein beschranktes Intervall. In Teil dieses Satzes werden wir die
folgende Definition verwenden. Seien I, I’ Intervalle, sodass I’ C I, und f : I — R eine
Riemann-integrierbare Funktion. Wir schreiben a’ und ¥’ fiir die Endpunkte von I’.

Definition 6.11 (Integral einer eingeschrankten Funktion). Wir definieren

lff: 1= [ 1

Bemerkung. Dieses Integral ist wohldefiniert, d. h. f|; ist Riemann-integrierbar. (Sie-

he Satz [6.12)(vi).)

Satz 6.12 (Eigenschaften der Riemann-Integration). (i) (Treppenfunktion integrier-
bar) Jede Treppenfunktion ¢ : I — R ist Riemann-integrierbar. Ihr Riemann-
Integral stimmt mit dem elementaren Integral wie in Definition tiberein, d. h.

/80: Sre.
I

(ii) (stetige und beschrankte Funktion integrierbar) Jede stetige und beschrinkte Funk-
tion f: I — R ist Riemann-integrierbar.

(ii1) Jede beschrinkte monotoneE] Funktion f : I — R ist Riemann-integrierbar.

Seien jetzt f,q: I — R Riemann-integrierbare Funktionen und ¢ € R.

(iv) (Monotonie) Falls f < g, dann gilt

/1 ;< /I 0 (6.13)

(v) (Linearitit) Die Funktionen cf und f + g sind Riemann-integrierbar und

/Icf:c/lf, (6.14)
Juro=[r+[o (6.15)

1d. h. monoton wachsende oder fallende
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(vi) (Minimum, Mazimum, Absolutbetrag) Die Funktionen min{ f, g}, max{f, g} und
|f| sind Riemann-integrierbar. Es gilt

/]f' < /I\fl. (6.16)

(vii) (Gebietsadditivitit) Seien a,b,c € R, sodass a < b < ¢, und f : [a,c] — R. Die
Funktion f ist Riemann-integrierbar g. d. w. die eingeschrinkten Funktionen
fliap) und f|pq Riemann-integrierbar sind. In diesem Fall gilt

/:fz/abf+/:f.

Beweis: (fif) folgt aus der Definition des Riemann-Integrals, indem wir die Treppenfunk-
tion f = ¢ betrachten, und aus fIf < [,f

(i): [Stra, Satz 6.2.2., S. 132]
(il): [Stral, Satz 6.2.1., S. 131]
(iv): [Stral Satz 6.3.1., S. 135]
(): [Stral, Satz 6.3.2., S. 135]
(vi): [DK04b, Theorem 6.2.8, p. 428]

(Im Fall, dass I kompakt und f stetig ist, folgt die Ungleichung (10.16|) auch aus [Stral
Korollar 6.3.1., S. 137].)

: [Stral Satz 6.3.3, S. 138] (Dass f Riemann-integrierbar ist, falls f|j 5 und flp,q
Riemann-integrierbar sind, folgt aus der Definition der Riemann-Integrierbarkeit, in-
dem wir aus Treppenfunktionen fiir f|j,4 und f|p,q eine Treppenfunktion fiir f kon-
struieren. )

Bemerkungen. [Riemann-Integration]

e (): Intuitiv ist das Integral einer Funktion der Inhalt (mit Vorzeichen) der
Fliache zwischen der Abszisse und dem Graphen der Funktion. Geméss Beispiel
stimmt das elementare Integral einer Treppenfunktion ¢ wie in Definition
mit dieser Intuition {iberein. Wegen stimmt das Riemann-Integral von
¢ daher mit unserer Intuition i{iberein. Das motiviert Definition (Riemann-
Integrierbarkeit, -Integral).
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° : Da f < g, ist die Fldche unter dem Graphen von f in der Fldche unter dem

Graphen von g enthaltenﬂ Intuitiv gilt daher | < / 79, d. h. die Aussage von
. (Wir haben allerdings den Begriff des Inhaltes einer Fliche nicht definiert.
Das werden wir in Analysis 2 tun.)

: Wir definieren die Menge
V= {Riemann—integrierbare Funktion von I nach R}

und punktweise Skalarmultiplikation und punktweise Addition auf V als die Ab-
bildungen

+:VxV =V +(f,9):=f+g, RV =V, «(c, f) :=cf.

Das Tripel (V,+,+) ist ein Vektorraum. (Siehe die Vorlesung Lineare Algebra.)
Wir definieren Integration dber I als die Abbildung

/I:V—>R, /I(f)::/lf.

Aussage impliziert, dass Integration iiber I linear ist, d. h. die Bedingungen
(5.4) erfiillt. Das ist analog zur Tatsache, dass Ableiten an einer Stelle xq linear

ist. (Siehe Bemerkung [5.10|(ii).)

e (vii): Hier verwenden wir die Definition m

Satz liefert viele Beispiele fiir Riemann-integrierbare Funktionen und ist niitzlich
zur Berechnung von Integralen. Fiir jede Menge X und jede Zahl ¢ € R schreiben wir
die Funktion auf X, die konstant gleich c ist, als

cx : X =R, cx(z) =c. (6.17)

Beispiele. [Riemann-Integration, Eigenschaften]

e Wir betrachten die Funktion

f:1:=]0,1] =R, f(z) =14 2.

Behauptung: Diese Funktion ist Riemann-integrierbar mit

/Olf:z

2Wir nehmen hier an, dass f>0.
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Beweis: Die Funktion 1; ist eine Treppenfunktion. Geméss Satz gilt da-
her:

1; ist Riemann-integrierbar, /11 =1-1][0,1]] = 1. (6.18)
I

Gemiiss Beispiel ist die Funktion [0,1] 3 z — x € R, Riemann-integrierbar

mit
1
1
/ rdr = —.
0 2

Gemiss Satz (Linearitét) ist daher die Funktion [0,1] 2 z +— 22 € R,
Riemann-integrierbar mit
! 1
20dr =2- - =1.
0 2

Mittels (6.18)) und Satz (Linearitét) folgt daraus, dass die Funktion f

Riemann-integrierbar ist mit

/Olf:/ol(l—i—Q:U)d:U:l—l—l:Q.

Das beweist die Behauptung.

e Wir betrachten die Funktion

-1, fiirxz <0, }
x, firxz >0.

f:1:=[-1,1 =R, f(z) = {

Behauptung: Diese Funktion ist Riemann-integrierbar mit

1
1
f=-=.
[
Beweis: Die Funktion (—1)[_y, ist eine Treppenfunktion und daher Riemann-
integrierbar mit ffl(—l)[—l,o} = (—1) - |[-1,0]] = —1. Mittels Beispiel und

Satz (Gebietsadditivitit) folgt daraus, dass die Funktion f Riemann-

integrierbar ist mit

1 0 1 1 .
/ f:/ (_1)[1,0]+/ rdr=—-14 - = ——.
0 -1 0 2 2

Das beweist die Behauptung.
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e Behauptung: Die Funktionﬂ
Fi01 R f(a) = e

ist Riemann-integrierbar mit
! 2
0< / e ¥dr <1.
0

Beweis: Da die Funktion stetig und beschrinkt ist, ist sie geméss Satz
Riemann-integrierbar. Da f < 1y 1, folgt mittels Satz (Monotonie), dass

1 5 1
/ e “dx < / 1[0’1] = 1.
0 0

Ein analoges Argument zeigt, dass 0 < fol e~ dz. Das beweist die Behauptung.

Bemerkung: Die Funktion f ist die Einschrénkung der gaufischen Glockenkurve
auf das Intervall [0, 1].

e Behauptung: Die Funktion

1
0.1, f) =sin (1),
ist Riemann-integrierbar mit

<1

! 1
/ sin <—> dx
0 T

Beweis: Da diese Funktion stetig und beschrénkt ist, ist sie geméss Satz
Riemann-integrierbar. Geméss Satz ist die Funktion ]0,1] 3 z +— [sin (1) €
R daher Riemann-integrierbar mit

1 1
1 1
/ sin (—) dx §/ sin (—)‘d:v
0 x 0 x
1
< / Lo (geméiss Satz [6.12(iv]), Monotonie)
0
=1.

Das beweist die Behauptung.

. . . . k k .
3Wir verwenden hier die Konvention e** := e(+7") also nicht (e**)F = etke,
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6.3 Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung, Stammfunktion

Um den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung zu formulieren, benétigen
wir die folgenden Definitionen.

Definition 6.13 (Integral mit vertauschten Grenzen). Seien a,b € R mit a < b und
f :la,b] = R Riemann-integrierbar. Wir definieren das Integral

[re-[r

Bemerkung 6.14. [Integral mit vertauschten Grenzen, Gebietsadditivitéit] Integrati-
on ist auch gebietsadditiv, wenn wir vertauschte Grenzen zulassen. Das bedeutet das
Folgende. Seien a,b,c € R und f : [min{a, b, c}, max{a, b, c}} — R eine Riemann-
integrierbare Funktion. Dann gilt

c b c
o=l
a a b
Das folgt aus Satz (Gebietsadditivitit). (Uberpriifen Sie das!)

Seien X CR,peN, f: X - RP und 2o € X.

Definition 6.15 (rechts- und linksseitige Differenzierbarkeit und Ableitung). (i) Wir
nehmen das Folgende an:

X N[z, 00[ ist eine Umgebung von xy in [xq, 00| (6.19)
Wir definieren den rechtsseitigen Differenzenquotienten von f zu zq als die Ab-

bildung
QL Xm0l RY, QU () o= LV 100)
r — Xy
Wir nennen f an der Stelle z( rechtsseitig differenzierbar g. d. w. Q:J;’O* an der
Stelle x¢ konvergiert. In diesem Fall definieren wir die rechtsseitige Ableitung

von f an der Stelle xg als den Grenzwert
fi(x) == lim Qj;;’(x).
T—xQ

(i) Wir definieren den linksseitigen Differenzenquotienten von f zu x Q;;)_, links-

seitige Differenzierbarkeit von f an der Stelle xy und die linksseitige Ableitung
von f an der Stelle zy f’ (zo) analog. (Wie?)
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Bemerkungen. [rechts- und links-, einseitige Differenzierbarkeit und Ableitung]
° : Den Begriff einer Umgebung haben wir in Definition festgelegt. Bedin-
gung ((6.19) ist dquivalent dazu, dass es ein x4 €]xg, 0o gibt, sodass [z, z[C X.

e Wir nehmen an, dass X eine Umgebung von xy in R ist. Dann ist f in x( diffe-
renzierbar g. d. w. f in ¢ links- und rechtsseitig differenzierbar ist und

fi(xo) = f2 (o).

In diesem Fall gilt
f'(xo) = [ (wo) = [ (o).

e Wir sagen, dass f in xg einseitig differenzierbar ist, falls f von jeder Seite diffe-
renzierbar ist, fiir die das sinnvoll ist. Die Funktion muss in xq also rechtsseitig
differenzierbar sein, falls X N [xg, co[ eine Umgebung von zg in [xg, oo[ ist usw.

Beispiele. [rechts- und linksseitige Differenzierbarkeit und Ableitung]

e Wir betrachten
X =000,  pi=1  f:l0,00[+R, f@)i=x,  z0:=0.

Die Funktion f ist an der Stelle x( rechtsseitig differenzierbar mit rechtsseitiger
Ableitung

Die Funktion ist in x( also einseitig differenzierbar.

o Wir betrachten
X =R, p:=1, f:R—=R, f(z) = |z, xg = 0.
Die Funktion f ist an der Stelle z( rechts- und linksseitig differenzierbar mit
filmo) =1, fl(zo) = -1

Die Funktion ist in x also einseitig differenzierbar. Da f! (zo) # f(x0), ist
die Funktion in z( nicht differenzierbar. (Das haben wir schon in Beispiel
gesehen.)

Seien a,b € R, sodass a < b. Wir schreiben

I :=[a,b].



6.3. HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG,
STAMMFUNKTION 219

Satz 6.16 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). (i) (erster Hauptsatz)
Seien ¢ € I und f: I — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Wir definieren

F:I—5R,  F(z):= / f. (6.20)

Sei x € I eine Stetigkeitsstelle von f. ﬁ Dann ist F' an der Stelle x differenzierbar
mit Ableitung

(ii) (zweiter Hauptsatz = Formel von Newton und Leibnitz) Sei F' : I — R eine
differenzierbare Funktion, deren Ableitung Riemann-integrierbar ist. Dann gilt

/ab F' = F(b) — F(a).

Beweis: [Wal97, erster, zweiter Hauptsatz, S. 259]

Wir werden Aussage (fi) auf S. beweisen.

Fiir (i) im Fall, dass f auf ganz I stetig ist, siehe auch [Stral Satz 6.3.4., S. 139].
Fiir im Fall, dass F” stetig ist, siehe auch [Stra, Korollar 6.3.4., S. 140].

Dieser Satz wurde von Isaac Newton und Gottfried Wilhelm Leibniz gefunden. (Siehe

Abbildungen [0.1] und [0.2})

Bemerkungen. [Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung]

° : Im Fall z < c ist das Integral fcx f wie in Definition definiert.

. : Fiir £ = a meinen wir mit Differenzierbarkeit an der Stelle a die rechtsseitige
Differenzierbarkeit an der Stelle a und mit F'(a) die rechtsseitige Ableitung F, (a)
(wie in Definition |6.15)). Analoges gilt fiir z = b.

Beispiele 6.17. [Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung]

(i) Erster Hauptsatz: Wir betrachten

a:=0, b:=1, f:1:=]0,1] =R, f(z):=1.

4Damit meinen wir, dass f an der Stelle z stetig ist.
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Diese Funktion ist stetig und beschrénkt. Geméiss Satz ist sie daher
Riemann-integrierbar. Somit ist die Voraussetzung des Satzes (erster Haupt-
satz) erfiillt. Wir definieren

F:1—R, F(x)::/ 11:/ 1dy.
0 0

Gemiss der Aussage von Satz ist diese Funktion differenzierbar mit Ab-
leitung
F'(z) = f(z) =1, Vo e l. (6.21)

Wir konnen das auch direkt sehen. Geméss Definition und Satz gilt

ndmlich .
P@) = [ Ulos=1- 0] ==
0

Gemiiss Beispiel p.3|(fi) ist diese Funktion differenzierbar mit Ableitung F’ = 1.
Das stimmt mit (6.21)) {iberein.

Zweiter Hauptsatz: Wir betrachten
a:=0, b:=1, F:1:=[0,1] - R, F(z) :==.

Diese Funktion ist differenzierbar mit F” = 1. Die Funktion I’ ist daher Riemann-
integrierbar. Geméss Satz (zweiter Hauptsatz) gilt daher

/1F’:F(1)—F(0):1—0:1.

Wir konnen das auch direkt sehen. Es gilt ndmlich F/ = 1 und daher fol F' =
fi1=1

Seien X eine endliche Vereinigung von Intervallen und f: X — R.

Definition 6.18 (Stammfunktion). Eine Stammfunktion fir f ist eine differenzierbare
Funktion F' : X — R, sodass

F' =

Bemerkungen 6.19. [Integral, Stammfunktion und Hauptsatz] Wir nehmen an, dass
f stetig und beschréankt ist.

(i)

Dann besitzt f eine Stammfunktion F'. Im Fall, dass X = I ein Intervall ist, ist
zum Beispiel gemiéss dem ersten Hauptsatz fiir jedes ¢ € I die Funktion F(z) :=
fcx f eine Stammfunktion von f. Falls X eine endliche Vereinigung von disjunkten
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offenen Intervallen ist, dann erhalten wir eine Stammfunktion fiir f, indem wir
die obige Konstruktion auf jedes Intervall anwenden. Falls X eine allgemeine
endliche Vereinigung von Intervallen ist, dann erhalten wir eine Stammfunktion
mittels eines dhnlichen Arguments.

(ii) Seien a,b € R, f : [a,b] — R Riemann-integrierbar und F' eine Stammfunktion
von f. Geméss dem zweiten Hauptsatz gilt

/abf:/abF’zF(b)—F(a).

Wir kénnen das Integral f; f daher mit Hilfe einer Stammfunktion F' berechnen.
Beispiele 6.20. [Integral mit Hilfe einer Stammfunktion berechnen] Wir betrachten
a:=0, b:=1, F:00,1] = R, f(z) == 2ze”.

Um das Integral fol f zu berechnen, stellen wir fest, dass die Funktion
F:[0,1] =R, F(z) :=e",

eine Stammfunktion von F ist. (Uberpriifen Sie das!) Gemiss Bemerkung gilt
daher

/Olf:F(l)—F(O):el—eoze—l.

Beweis des Satzes [6.16|[i) (erster Hauptsatz): Sei zy € I eine Stetigkeitsstelle
von f.

Fall: zy €la, b[: Sei € €]0,00[. Da f in x( stetig ist, gibt es ein § €]0, oo|, sodass
Vyel:|ly—ao| <6=|f(y) — flzo)| <e. (6.22)

Sei x € I, sodass | — x| < und z # zo. Es gilt

F(x) — F(a)
AR

= / f (gemiss Satz (Gebietsadditivitidt) und Bemerkung ,  (6.23)
zo
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— f(@o) - (¥ — x0)

( f—r (:vo))‘ (geméiss Satz [6.12|(l[v), Integral einer Treppenfunktion, Linearitét)

/ |f — flxo)] (gemiss Satz [6.12|(vi))
< / € (geméss (6.22) und Satz [6.12)(iv]), Monotonie)
0

= ¢e(z — o) (geméss Satz [6.12|(l[v), Integral einer Treppenfunktion), (6.24)
F(z) - F “f—f(xo) (z—x
=Pl g Y e (O E ] B

T — 2o

r — Tg

<e  (gemiiss §52)).
Es folgt, dass F' an der Stelle z( differenzierbar ist mit Ableitung
F/(l'o) = f(.]?o)

Das beweist Satz im Fall, dass z¢ €la,b[. Der Fall z = a oder b kann analog
behandelt werden. [J

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt, dass Integration und
Ableiten (= Differentiation) zueinander inverse Operationen sind, im folgenden Sinn.
Seien n,p € N, X CR" und Y C RP. Wir definieren

C(X,Y) := {stetige Funktion von X nach Y}, C(X):=C(X,R).
Sei [ ein Intervall mit positiver Linge und ¢ € I. Wir deﬁnierenﬂ

C*(I;c) := {stetig differenzierbare Funktion F : I — R : F(c) = 0},
D.: CY(I;c) — O(I), )= F,

D.(F
/ L O(I) — CM(I;¢), / / f. (6.25)

Bemerkungen. e Wir definieren also [ (f)(z) := [ f.

e Fiir f € C(I) und z € I, sodass © < ¢, ist [ f wie in Definition festgelegt.

5An den Endpunkten von I fordern wir einseitige Differenzierbarkeit und betrachten einseitige

Ableitungen.
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e Sei f € C(I) und = € I, sodass > ¢. Da f stetig ist und [c, 2] kompakt
ist, besitzt die Einschrankung f|. . ein Maximum und ein Minimum. Daher ist
[ i, beschrénkt. Geméss Satz ist f|(c,;) daher Riemann-integrierbar. Der
Ausdruck fcm f ist daher sinnvoll.

Gemiss dem ersten Hauptsatz ist F' := fc f differenzierbar mit Ableitung F’ = f.
Da f stetig ist, gilt also F' € C'(I). Es gilt F(c) = [ f = 0. Also gilt, dass
[l f=FeC'(;c).

Die Abbildung (/6.25)) ist daher wohldefiniert, d. h., sie ist auf ganz C'(I) sinnvoll

und nimmt Werte in C'(I;¢) an.

Korollar 6.21 (Integration und Ableiten zueinander invers). Sei ¢ € I. Es gilt

DCO/I idc([), (626)
/O Dc = idCI(I;c) . (627)
Bemerkungen. e Das bedeutet, dass

D.( [() =idew(n = 1. vEec),

[OuP) =idorra(P) = . ¥F € C'(Tic).

C

e Es folgt, dass D, und fc bijektiv sind und Umkehrabbildungen voneinander sind,

d. h. »
Dglz/, / =D,.

Beweis des Korollars Aus dem ersten Hauptsatz (Satz [6.16]fi)) folgt, dass

Dco/c(f):Dc </c(f)> _f¥feco(), dn Dco/czidc(l), (6.28)

d. h. (6.26). Sei jetzt F € C'(I;c) und = € I. Aus dem zweiten Hauptsatz (Satz
) mit a, b ersetzt durch ¢, z folgt, dass

JoEn@ = [ = Fa) - F@) = Flo)

C C

da F(c¢) = 0. Daraus folgt, dass
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Es folgt, dass

d. h.

/ODC = idcl(];c)a
(6.27). Das beweist Korollar [6.21] O

6.4 Unbestimmte Integration

Seien X eine endliche Vereinigung von Intervallen mit positiven Langen und f : X — R
eine Funktion, die eine Stammfunktion besitzt.

Definition 6.22 (unbestimmtes Integral). Wir definieren das unbestimmte Integral
von f als die Menge der Stammfunktionen von f,

/f := { Stammfunktion von f}. (6.29)

Bemerkungen 6.23. [unbestimmtes Integral, Zusammenhang mit dem bestimmten
Integral, Notation mit Hilfe einer Stammfunktion]

(i)

Diese Definition wird dadurch motiviert, dass [ f (wie in (6.25)) geméss dem er-
sten Hauptsatz eine Stammfunktion von f ist, falls f stetig ist. Das unbestimmte
Integral beruht auf dem Begriff einer Stammfunktion, der auf dem Begriff der Ab-
leitung beruht. Im unbestimmten Integral steckt also kein echtes Integral drin.
Mit einem echten Integral meinen wir hier ein bestimmtes Integral wie in Defi-
nition [6.7]([{f). Der einzige Grund fiir den Term unbestimmtes Integral und die
Notation | f ist der oben genannte Zusammenhang mit [ f. (In [ f steckt fiir
jedes x € I das echte Integral fcx f drin.)

Wir konnen das unbestimmte Integral einer Funktion mittels einer Stammfunk-
tion wie folgt ausdriicken. Wir nennen eine Funktion C' : X — R lokal konstant
g. d. w. es fiir jeden Punkt z¢y € X eine Umgebung U von z in X gibt, sodass
C auf U konstant ist. Wir definieren die Menge

Cioc := Cjy := {lokal konstante Funktion von X nach R}. (6.30)

Fiir jede Funktion Fj : X — R und jede Menge F von Funktionen von X nach R
definieren wir
Fo+F:={F+F|FeF} (6.31)
Sei jetzt f : X — R eine Funktion, welche eine Stammfunktion F' besitzt. Dann
gilt
/f:F+CIOC:{F+O\C€CbC}. (6.32)
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Das folgt aus der Linearitét des Ableitens und Korollar (Mittelwertsatz).
(Siehe [Stral Satz 6.1.1, S. 117].) Die Inklusion “2” in besagt, dass fiir jede
Stammfunktion F' von f und jede lokal konstante Funktion C' die Summe F' + C
ebenfalls eine Stammfunktion von f ist. Die umgekehrte Inklusion “C” besagt,

dass sich je zwei Stammfunktionen F' und G von f durch eine lokal konstante
Funktion C' unterscheiden (d. h. G — F = ().

(iii) Wir schreiben X = Ule I, = I, U---UI, wobei Iy,..., I Intervalle sind, so-
dass k minimal ist. (Zum Beispiel schreiben wir X := [0, 2]U|1, 3[U[4, 5[UI[5, 6] U
7,8[U]8,9] als X = \J;_, I; mit [, := [0,3[, Iy := [4,6], Is := [7,8][, [, :=]8,9].) Ei-
ne Funktion C' : X — R ist genau dann lokal konstant, falls es Zahlen ¢y, ..., ¢, €
R gibt, sodass

C =g auf I;, Vie{l,... k}.

(iv) Wir nehmen jetzt an, dass X =: I ein Intervall mit positiver Lénge ist. Dann gilt
Cl.=C:=C"= {konstante Funktion von I nach R}.

Gemiss ([6.32)) gilt in diesem Fall
/fZ/f+C:{F+C”C:X—>Rkonstant}. (6.33)

Die konstante Funktion C' spielt hierbei die Rolle der Integrationskonstante. Die
Inklusion “2” in besagt, dass fiir jede Stammfunktion F' von f und jede
konstante Funktion C' die Summe F + C' ebenfalls eine Stammfunktion von f ist.
Die umgekehrte Inklusion “C” besagt, dass sich je zwei Stammfunktionen von f
durch eine konstante Funktion C' unterscheiden.

(v) Naiv kénnen wir versuchen, das unbestimmte Integral von f einfach als F' zu defi-
nieren, wobei F' eine Stammfunktion von f ist. Das Problem mit diesem Versuch
ist, dass es keine “ausgezeichnete”lﬂ Stammfunktion zu f gibt. Wir miissten bel
diesem Ansatz also fiir jedes f eine Stammfunktion [f = F wihlen. Diese Be-
vorzugung einer bestimmten Stammfunktion ist unnatiirlich. Es kann auch dazu
fithren, dass fiir gewisse f und g gilt [(f+g¢) # [f+ [g, also, dass [ nicht linear
ist. Aus diesen Griinden definieren wir das unbestimmte Integral [ f stattdessen
als die Menge aller Stammfunktionen von f.

Beispiele 6.24. [unbestimmtes Integrall

(i) Fiir jede Menge X und jedes ¢ € R schreiben wir wie in (6.17)) cx : X — R fiir die
Funktion, die konstant gleich ¢ ist. Wir betrachten die konstante Funktion f :=

6Mit “ausgezeichnet” meinen wir “speziell” oder “bevorzugt”.
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lgr : R — R. Die Funktion F' := p; : R = R, py(z) := z, ist eine Stammfunktion
fiir 1r. Daher gilt gemiss (6.33)), dass

/1R:p1—|—C:{p1+C'|C:R—>Rk0nstant}.

Wir betrachten die Funktion

f=p1:R\{0} =R, p_1(x) == x =

Die Funktion /' :=logo|-|: R\ {0} — R ist eine Stammfunktion fiir p_;. Das
folgt mit Hilfe der Kettenregel. (Uberpriifen Sie das!) Daher gilt geméss ([6.30)),

dass |
/P—l = /Ediﬂ = logol+ |+ Cioc-

Die Stammfunktionen von p_; sind also gerade die Funktionen G der Form G =
log o|+|+C, wobei C': R\{0} — Rlokal konstant ist. Eine Funktion C' : R\{0} — R
ist genau dann lokal konstant, falls es Zahlen c. € R gibt, sodass

o { ¢y auf |0, o0f,
Lo auf]— 00,0

Mit cy :=1, c_ := 0 erhalten wir zum Beispiel die Stammfunktion
B [ log+1 auf]0,00],
G=F+C= { log(—+) auf ] — o0,0].

Bemerkungen. [Notation fiir das unbestimmte Integrall

e Anstelle der Gleichheit (6.32), also [ f = F + Cic, wird oft geschrieben:

[1=rec

Das ist unprézise, da F'+ C' eine Funktion ist (fiir jede lokal konstante Funktion
(), im Gegensatz zu F' 4 Cj,., was eine Menge von Funktionen ist. Der Punkt an
F + C, ist, dass es alle Stammfunktionen von f umfasst. Das ist sinnvoll, da es
keine “ausgezeichnete” Stammfunktion gibt.

e In unserer Notation ist C' : X — R eine lokal konstante Funktion. Falls X

ein Intervall ist, dann ist das dasselbe wie eine konstante Funktion. Fiir ein
allgemeines X stimmt das allerdings nicht. Siehe Beispiel [6.24](i).
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e Anstelle von [1g = p; + Cioc wird oft geschrieben:

/1dx:x+c.

Das ist unprézise, da die rechte Seite weder eine Menge von Funktionen noch
eine Funktion ist, sondern eine Zahl (fiir ein gegebenes x € R und ¢ € R). Eine
korrekte Formulierung, in der  vorkommt, ist:

/1[(:E)dm:(xl—>a:)—|—clocz{x»—)x—l—c!cER}.

Unbestimmte Integration ist linear. Um das zu erkléren, sei X eine endliche Vereinigung
von Intervallen mit positiven Langen. Wir definieren Cy,. wie in (6.30)), Fy + F wie in

und
V.= {F + Croc ‘ F:X—>R differenzierbar},
W:={f:X —R|3F: X — R differenzierbar: F' = f}.

Wir definieren Addition + und Skalarmultiplikation - auf W punktweise. Das Tripel
(W, +,-) ist ein (reeller) Vektorraum. Seien

c eR, F,.geV.
Wir definieren

cF :=c-F = cF + Cpq, (6.34)
F+G:=(F+G)+ Cpoc, (6.35)

wobei F' € F und G € G beliebig sind. Das Tripel (V,+, ) ist ein Vektorraum. Wir
definieren die durch Ableiten (oder Differentiation) induzierte Abbildung als die Ab-
bildung

D: V=W, D(F):=F =F, (6.36)

wobei F' € F beliebig ist.

Bemerkung. D(F) ist wohldefiniert, d. h. hiangt nicht von der Wahl von F' ab.

Wir definieren unbestimmte Integration als die Abbildung

/ W=V (6.37)

gegeben durch ((6.29)).
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Satz 6.25 (Ableiten, unbestimmte Integration: Linearitit, Umkehrungen). (i) Die durch
Ableiten induzierte Abbildung D (wie in (6.30)) und unbestimmte Integration [
(wie in (6.37)) sind lineare Abbildungen.

(ii) Die durch Ableiten induzierte Abbildung und unbestimmte Integration sind invers
zueinander, d. h.

/ oD—idy, dh / (D(F)) = / (F)=F, NFeV.  (639)

Bo/:idw, d. h. 5(/(f)>:</f>/:f, VieW. (6.39)

Bemerkung. Eine Abbildung 7" zwischen zwei Vektorrdumen ist linear g. d. w. sie
(5-4) erfiillt. Fiir [ bedeutet das, dass fiir alle f,g € W und ¢ € R gilt, dass

/cf—c/f, (6.40)
[t+a=[r+]s (6.41)

wobei die rechten Seiten wie in ((6.3416.35]) definiert sind.

Beweis des Satzes [6.25} (i) folgt aus Bemerkung (Linearitét des Ableitens).
(Uberpriifen Sie das!)

(ii): Die Gleichheit (6.38) folgt aus (6.29). Die Gleichheit (6.39) folgt aus Definition
6.22,

Das beweist Satz [6.25 [

Bemerkungen. o Aus folgt, dass D und [ bijektiv sind und Umkehrabbil-
dungen voneinander sind, d. h.

5‘1:/, /_1:5.

Aus diesem Grund wird im Englischen die unbestimmte Integration auch anti-
differentiation genannt.

e Im Gegensatz zu Korollar ist Aussage (i) des Satzes eine Aussage nur
iiber Ableitungen, nicht echte Integrale. (Vergleiche mit Bemerkung [6.23](i).)

Beispiele. [unbestimmte Integration: Linearitdt, Umkehrung des Ableitens| Fiir jedes
k € Ny definieren wir die k-te Potenzfunktion als

pr:R—=R, pr(x) = 2", (6.42)
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e (Linearitit) Wir berechnen [(p; + po). Gemiiss Beispiel gilt plyy = (b +
1)px, also

/(k + 1)p/€ = P41+ Cloc~

Mittels Satz (Linearitét) folgt daraus, dass

2p 1 jZ
/(p1—|—p0):/<71+p0) 25/2]914-/290:524‘2914-6100

Wir kénnen das auch mittels der Variable z wie folgt schreiben:
72
/(x+1)d1’ = (x|—> E+I) + Cioc-

e (Umkehrung des Ableitens) Wir betrachten X = R. Wir iiberpriifen Satz[6.25|(),
Gleichheit (6.38)), fiir F := Cioe: Es gilt

/(Bcloc) - /O =0+ Cloc - CIOC7

wie behauptet. Wir tiberpriifen (6.39) fiir f := po: Es gilt

5(/190) = D(p1) = 1y = po,

wie gewiinscht.

6.5 Partielle Integration, Anwendung: Darstellung
von 7 als Wallissches Produkt

Seien X eine endliche Vereinigung von Intervallen mit positiver Linge und u,v : X — R
Funktionen.

Satz 6.26 (partielle Integration). Falls u,v differenzierbar sind und u'v eine Stamm-
funktion besitzt, dann besitzt uv' eine Stammfunktion, und es gilt

/uv’:uv—/u’v.

Beweis des Satzes [6.26: Wir wihlen eine Stammfunktion G fiir v'v. Geméss der
Produktregel fiir die Ableitung (Satz [5.9|(i)) gilt

(w) =u'v+w' =G +u, d. h. (wv — G) = wv,
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d. h., F:=uv — G ist eine Stammfunktion fiir f := wv’. Gemiss ([6.32)) gilt daher

/uv':uv—G+Cloczuv—/u'v.

Das beweist Satz [6.261 O

Beispiele. [partielle Integration] Wir betrachten X = R und definieren p; wie in
(16.42]).

e Problem: Man berechne [ ze”dz.

Losung: Wir definieren u := py,v := exp : R — R. Es gilt v = exp’ = exp und
daher

/xexdx = /p1 exp’

= ppexp — / Py exp (gemiss Satz partielle Integration) (6.43)

:plexp—/lR-exp
= ppexp —exp +C (daC}.=CR=:0) (6.44)
= (z+— (z—1)e") +C.

e Problem: Man berechne [ z?e*dz.

Losung: Wir definieren u := py, v := exp : R — R. Es gilt

/:L’Qexdx :/p2 exp’

=pg €Xp — / pyexp (geméss Satz[6.26] partielle Integration), (6.45)

/p'2 exp :/2p1 exp

(gemiéss Linearitét der unbestimmten Integration, Satz

=2 (pl exp — exp +C ) (gemiiss (6.44)))
=2(prexp—exp) +C  (gemiss (6.34)), (6.46)

/ e dr = (pg exp —2(p exp — exp)) +C (geméss

:(pQ —2p1 + 2) exp +C
= (x — (x2 —2r+ 2)61) +C.
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Um dieses Integral zu bestimmen, haben wir partielle Integration zweimal ange-

wendet, ndmlich in (6.43]) und (6.45)).

Bemerkungen 6.27. [Einsetzen der Grenzen, Zusammenhang zwischen unbestimm-
tem und bestimmtem Integral]

(i) Seien a,b € R mit a < b, I := [a,b] und
Fe{F+C|F:1— R differenzierbar}.
Wir definieren F mit eingesetzten Grenzen als die Zahl
Flo = Flo = F(2)[;—, = F(b) = F(a), (6.47)

wobei F' € F beliebig ist. Der Ausdruck F|° ist wohldefiniert, d. h. die rechte
Seite von ((6.47) hdangt nicht von der Wahl von F' ab. Das folgt aus der Tatsache,
dass sich je zwei Funktionen in F durch eine additive Konstante unterscheiden.

(i) Seijetzt f : I := [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion, die eine Stamm-
funktion besitzt. Gemiss (6.29) ist [ f die Menge aller Stammfunktionen von f.
Sei I € [ f, d. h. eine Stammfunktion von f. Mit der Definition (6.47) gilt, dass

1

= F(b) — F(a)

b
= / f (geméss dem zweiten Hauptsatz, Satz [6.16((i)).

Die Zahl [ f }Z stimmt also mit dem bestimmten Integral von f (wie in Definition
6.7]) tiberein.

Beispiel 6.28. [bestimmtes Integral einer geraden Potenz des Kosinus, partielle Inte-
gration| Fiir jedes n € Ny definieren wir

I, ::/ cos” . (6.48)
0

Wir definieren rekursiv

= " keN, (6.49)

also Uy = — == ) vm € No. (6.50)
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Behauptung: Fiir jedes m € N gilt die Aussage
P(m) :=“Iy, = ay”

Es gilt also zum Beispiel

Beweis: Wir verwenden Induktion.

Induktionsverankerung: Fiir m = 0 gilt 1(0) = fog cos’ = Z = ag. Daher ist P(0)

2
wahr.

Induktionsschritt: Wir schreiben
Jp = /cos%. (6.51)

Sei k € Ny so, dass P(k) gilt. Mittels partieller Integration (Satz|6.26)) mit u := cos?**,
v := sin erhalten wir

Jk—i—l _ /COSQ(k’-i-l)

:/uv'
!
:uv—/uv

= cos? ! sin — /(21{: + 1) cos®(— sin) sin, (6.52)
/COSQI~C sin? = </ cos?* (1- cosz)>
= Ji — Jk+1, (6.53)

Jpr1 = cos™sin+(2k 4+ 1) (Jy — Jjs1) (wegen (6.526.53)).  (6.54)
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Es gilt

LI
Lopyo :/ cos™t (wegen ((6.48))
0
= Jk+1|0g (geméss Bemerkung [ii)
= cos?F ! sin‘og + (2k + 1)( Jk\og — Jk+1|§) (gemiss ((6.54)))

= cog?Ft? <Z> sin (g) — cos® 0 sin 0 + (2k + 1) 1oy, — (2k + 1) oo,

also Iopio =

Mittels unserer Induktionsannahme P(k) (Iy; = ax) und der Tatsache %ak = Apq1

(siehe (6.49))) folgt daraus, dass
Dokro = agya,

d. h. P(k+ 1) gilt. Das schliesst den Induktionsschritt ab.

Mittels Induktion folgt, dass fiir jedes m € Nq die Aussage P(m) wahr ist. Das beweist
die Behauptung.

Beispiel 6.29. [bestimmtes Integral einer ungeraden Potenz des Kosinus, partielle
Integration] Wir definieren rekursiv

2k
bp =1 by : = —bi._1, k€N )
0 ) k 2]{/’+1 k—1, S ) (6 55)

o 2k 2 4 om

1 by =1 _2.2. 2 me N, 6.56
also kUlzkH 35 omol m € No (6.56)

Ein zu Beispiel analoges Argument zeigt, dass

2
Ioppi1 = / cos®™t =p,,, vm € No.
0

Es gilt also zum Beispiel
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Abbildung 6.5: John Wallis, 1616-1703, englischer Mathematiker.

Der folgende Satz liefert eine Formel fiir die Kreiszahl 7. Er ist eine Anwendung der
Beispiele [6.28 und Fiir jedes n € Ng definieren wir

2k — 1)(2k + 1) C@2n—-1)2n+1)

T (2k)* 2.2 4.4 (2n)(2n)
""',H( ~ 1.3 3.5

Satz 6.30 (Wallissches Produkt). Die Folge (cy)nen, konvergiert gegen %, also

2:-2 4-4
(6.57)

n%ooc 1-3 )

w

Dieser Satz ist nach John Wallis benannt. Siehe Abbildung [6.5

Bemerkung. [Wallissches Produkt| Dieser Satz liefert eine Formel fiir 7. Falls wir das
unendliche Produkt (6.57)) an der Stelle n € Ny abbrechen, erhalten wir ein endliches
Produkt, dass 7 annéhert.

Beweis des Satzes [6.30: Sei n € N. Wir definieren

wie in (6.48]). Auf [O, g} gilt, dass 0 < cos < 1 und daher

1

08" < cos™ < cos™ L.

c
Durch Integrieren erhalten wir fiir jedes m € N, dass

Iopmi1 < Iop, < Iop—1,
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IZerl
[2m
IZerl

also 1>

>
Imel
B 2m
S o2m+1
-1 fiir m — oo.

(wegen ([6.55)))

Daraus folgt, dass

1
LN | fiir m — oo.
IQm
Es gilt
Lo, b . .
21 o Tm (gemiss Beispiel und Beispiel |6.29))
2m Am

Hk

=S (zemiiss (B50B50))
™
2115
k=1

—_

2

2ﬁ
szl ka—l 2k:+ 1)

Mittels (6.58)) folgt daraus, dass

- T
T .
H2k:—1 2k+1)_>2 e ee

k:l

Das beweist Satz [6.301 OJ

6.6 Substitutionsregel, Anwendungen:

gewoOhnliche Differentialgleichung erster

Ordnung, Separation der Variablen,
Partialbruchzerlegung

Substitutionsregel

Seien [ ein offenes Intervall, F € C*(I), g € C(im F) und g, 21 € I.

235

(6.58)
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Satz 6.31 (Substitutionsregel). Es gilt

x1 F(x1)
/ (go F)F' = / g-
zo F(xo)

Bemerkung. [Substitutionsregel] Das bedeutet, dass

1 ) F(z1)

| aF@F = [ gty
o F(zo)

Formal bedeutet das, dass wir F'(z) durch die Variable y und die “infinitesimale Grosse

F'(z)dx” durch das “Differential dy” substituieren (d. h. ersetzen) konnen. Intuitiv ist

das sinnvoll, da ' = %'

Beweis des Satzes Gemiiss dem ersten Hauptsatz (Satz[6.16{f])) besitzt g eine
Stammfunktion G. Es gilt

/ (go F)F' = / (Go F) (wegen g = G’ und der Kettenregel, Satz [8.12)

X0 Zo
= (Go I3 (geméss dem zweiten Hauptsatz, Satz [6.16|(i)
_ v F(z)
= Glr(o)
F(z1)
= / g (wegen G' = g und des zweiten Hauptsatzes).
F(z0)

Das beweist Satz [6.31] [

Beispiele 6.32. [Substitutionsregel]

(i) Problem: Man berechne f;’ e 2x dx.
Loésung: Wir definieren

g 1= exp, F = py, po(z) := 2.

Es gilt

3 3
/ e’ 2z dr = / (exp ops)ph
2 2

p2(3):9

= / exp (geméss der Substitutionsregel, Satz |6.31])
p2(2)=4

= expl}

= 69 —64.
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Bemerkung: Wir kénnen diese Rechnung auch mittels Variablen wie folgt schrei-
ben:

3 9
d
/ e 2 dv = / e’dy (mittels der Substitution F(x) :=2* =y, F'(z) =2 = d—y(a:))
2 4 Z

= €y|§:4

= 69 —64.

(ii) Problem: Man berechne fol Tizde.

Loésung: Wir definieren

Es gilt F'(z) = 22 und daher

1 T 1 F/
dr = [ (p_yoF)—
/01+x2x /0(p1°>2

F(1)=2
_ % /F (0())1 Py (gemiéss der Substitutionsregel, Satz
— %log |3
1
= 5 (log2 —log1)
log 2
T2

(iii) Problem: Man berechne fjl V1 —y2dy.

Losung: Wir definieren

g(y) == +/1—192, F :=sin.
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Es gilt

1
[ V==
-1 si

1 3
=3 (cossin+p;) ] (Das folgt mittels partieller Integration wie in Beispiel [6.28])
—3

—1(0 1+2-(0-(-n-2))

2 2 2

_T

=3

(iv) Seien I ein Intervall mit positiver Lénge, F' : I — R\ {0} stetig differenzierbar
und to, tl el
. t1 Bt F()

Problem: Man berechne [,' 7 = [, 7 dt.

Losung: Wir definieren
g:=p_1:R\ {0} =R

Es gilt

1F
[ 4= [rnm

F(tl
= / D1 (gemiss der Substitutionsregel, Satz |6.31))

F(to)

= logo|+||, E ; (gemiss Beispiel [6.24](i) )
= log(|F'(t1)]

; og(|F'(to)])
- logqFEt;; )

Anwendung: gew6hnliche Differentialgleichung erster
Ordnung, Separation der Variablen

Als eine Anwendung des Beispiel zur Substitution kénnen wir eine homogene
lineare gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung losen. Das ist der Inhalt des
folgenden Beispiels.
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Beispiel 6.33. [gewohnliche Differentialgleichung] Seien I ein Intervall, a € C(I),
to € I und 2y € R. Wir betrachten die gewohnliche Differentialgleichung fiir eine
differenzierbare Funktion u : I — R,

U= au (6.59)

zusammen mit der Anfangsbedingung
u(ty) = xo. (6.60)
Wir nennen ein Anfangswertproblem. Wir nehmen an, dass xo > 0. Sei u

eine Losung des Anfangswertproblems, das positive Werte annimmt. Gemiiss Beispiel

gilt fiir jedes t € I, dass
b
log(u(t) = log(uto)) + [

tou

und daher  u(t) = exp (log(u(%» + / t E)

tou

= ug(t) := xg exp (/t a) (wegen (6.60]6.59)). (6.61)

to

Umgekehrt erfiillt die Funktion ug tatsichlich das Anfangswertproblem .
(Uberpriifen Sie das!) Im Fall 2y > 0 besitzt dieses Anfangswertproblem somit eine
eindeutige Losung, die positive Werte annimmt.

Bemerkungen. [gewohnliche Differentialgleichung, Separation der Variablen]

e Auch ohne die Voraussetzungen, dass xo > 0 und dass u positive Werte annimmt,
ist die Funktion ug gegeben durch (6.61)) die eindeutige Losung des Anfangswert-

problem (6.596.60)). Das folgt aus einem Argument wie in Beispiel |5.17]

e Wir betrachten den Fall, dass a konstant ist. Dann ist ug gegeben durch
ug(t) = zoe™.

Gemaéss Beispiel und der letzten Bemerkung ist das in diesem Fall die ein-
deutige Losung des Anfangswertproblems ((6.596.60). Das haben wir schon im
Beispiel mittels einer Anwendung des Mittelwertsatzes gezeigt.

e (Separation der Variablen) Heuristisch erhalten wir die Losung ug wie folgt. In
der Differentialgleichung (6.59)), also ‘fl—it‘ = au, trennen wir die Variablen t und u
voneinander, d. h., wir formen die Gleichung um zu

d
U qat. (6.62)

u
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Hierbei ist “dt” ein “Differential”, also eine “infinitesimale Differenz At # 0”7 und
“du” die zugehorige “infinitesimale Differenz Au”. (Siehe Bemerkung [5.8](ii).)
Wir zerlegen jetzt das Intervall [y, ¢] in unendlich viele “infinitesimale Teilinter-
valle I,” der Form “I; = [ti,ti + dti}”, 1 € Z. Fiir jedes ¢ € Z schreiben wir
du; = u(t; + dt;) — u(t;). Durch Summieren erhalten wir

ut) g,
log(u(t) ~ log(ulta) = |

u(to) U

— Z a(t;) dt; (wegen (6.62)))

Durch Exponentieren erhalten wir die Losung uy wie in ((6.61).

Die Losungsmethode von Beispiel heisst Separation der Variablen. Das wi-
derspiegelt die Tatsache, dass wir in der obigen heuristischen Herleitung von
(6.61) die Variablen ¢ und u voneinander getrennt haben.

e Im Fall eines konstanten negativen a = —c beschreibt die gewohnliche Differenti-
algleichung zum Beispiel radioaktiven Zerfall mit Zerfallskonstante c. Die
Grosse u(t) ist dabei die Anzahl Atome eines bestimmten Elementes, die zur Zeit
t noch nicht zerfallen sind.

Integral einer rationalen Funktion, Partialbruchzerlegung

Partialbruchzerlegung ist eine Methode, um eine rationale Funktionen zu integrieren.

Definition 6.34 (rationale Funktion). (i) Eine (komplexe) rationale Funktion ist
eine Funktion der Form 150 : ¢ 1(C\ {0}) — C, wobei p,q komplexe Polynome

sind, sodass q # 0.

(it) Eine reelle rationale Funktion ist eine Funktion der Form L ¢ '(R\{0}) =R,
wobei p, q reelle Polynome sind, sodass q # 0.

Beispiel 6.35. [Integral einer rationalen Funktion, Partialbruchzerlegung] Wir betrach-
ten
p,qg:R—=R, p=1, q(z) == 2> — 1.

Problem: Man bestimme das unbestimmte Integral [ L= [ —dax.
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Heuristik: Wir machen den Ansatz
I a b
x2—1_x+1+x—1
d. h., wir nehmen an, dass es Konstanten a, b € R gibt, sodass die obige Gleichheit gilt.
Indem wir die beiden Briiche auf der rechten Seite von (6.63) mit (z — 1) und (z + 1)
erweitern, erhalten wir dann
1 alr—1)+bx+1)
x2—1 x2 —1 ’
= l=(a+bz—a+b, Ve e R\ {£1}
= 0=a-+b, l=—a+b
= 0+ 1=2b, 0—1=2a

. Vo eR\{%1}, (6.63)

vz e R\ {1},  (6.64)

1
= a=—-, b=

Es folgt, dass
1 _1 1
= =2 2 R\ {*1 :
fla)im = 2P WeeR\{£1) (6.65)
(unter der Annahme, dass es a,b wie in (6.63]) gibt).

Bemerkung: Die Gleichheit (6.65) stimmt tatsédchlich (bedingungslos). Der Grund

dafiir ist, dass alle Implikationen in (6.64) umgedreht werden kénnen.

Losung: Es gilt

1 1 1 1 1
dx = —= dz + - d .
/xQ—lx 2/x+1 x—l—Z/x_lx (wegen ([6.65)))

1
= (x — = (—log |z + 1| + log |z — 1|)) + RV

2 loc
r—1 > R\{£1}
) 4
T+ 1 loc

—< »—>11
=\z 20g

Die Darstellung der rationalen Funktion f heisst Partialbruchzerleqgung von f.
Um diesen Begriff allgemein zu definieren, bendtigen wir den folgenden Satz. Seien
ao, - . .,ay € C. Wir definieren das komplexe Polynom p durch p(z) := Zszo ap2®. Wir
definieren den Grad von p als

degp :=max {k € {0,...,N}|ax # O}.
Seien jetzt p, g komplexe Polynome, sodass ¢ #Z 0. Seien z1,..., 2, € C die Nullstellen
von ¢, wobei z; # z; fur ¢ # j. Fir jedes i € {1,...,¢} sei m; die Vielfachheit der
Nullstelle z; von gq.

"Falls az, = 0 fiir jedes k € {0,..., N}, dann definieren wir degp := —oo.
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Bemerkung. [Vielfachheit einer Nullstelle eines Polynoms| Es gibt eine Zahl ¢ €
C\ {0}, sodass

q(z) = cH(z —z)"M=c(z—z)™ (2= z)™. (6.66)

i=1

Das folgt aus dem Fundamentalsatz der Algebra (Satz [2.26)) und Polynomdivision.

Satz 6.36 (Partialbruchzerlegung). (i) Es gibt ein eindeutiges Paar (s, (@ik)g=1,...my,i=1,..¢)

,,,,,

wobei s ein komplexes Polynom ist und a;, € C, firk=1,...,m;, 1 =1,...,¢,
sodass
¢ my
p(2) ik ~1
— =s(z2) + —_—, Vzeq (C\{0}). (6.67)
TE AP M e

=1,..., iy 0—=1,...,

o oam [(PE NS a YL

gilt
q(z)

Beweis: Das folgt aus Polynomdivision und [Stra, Satz 6.1.6., S. 125].

Definition 6.37 (Partialbruchzerlegung). Wir definieren die Partialbruchzerlegung
der rationalen Funktion § als die rechte Seite von (|6.67]).

Die Partialbruchzerlegung wurde von Gottfried Wilhelm Leibniz und Johann I Ber-
noulli entwickelt. (Sie Abbildungen [0.2] und [5.2])

Bemerkungen. [Partialbruchzerlegung]

e Damit meinen wir die Darstellung von § wie auf der rechten Seite von (6.67)),
nicht einfach die Funktion gegeben durch diese rechte Seite. Formal bedeutet das,

11111111

ist. (Dieses Paar enthélt die gesamte Information iiber die rechte Seite von ((6.67)).)

e Die Terme in der Doppelsumme auf der rechten Seite von ((6.67)) heissen Partial-
briiche (oder Teilbriiche).

e In (6.68) nehmen wir den Grenzwert einer Funktion. Wir kénnen die Funktion
nicht einfach bei z = z; auswerten, da sie dort nicht definiert ist, da der Nenner
g der rationalen Funktion § in z; verschwindet.
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e Fiir jedes i ist die Gleichheit ([6.68]) eine rekursive Formel fiir die Koeffizienten
@ik, k = m;, ..., 1, der Partialbruchzerlegung. Fiir k = m,; besagt (/6.68]) ndmlich,
dass

Qim, = lim  —/=(z — 2)™.
22, 2F 2 q(z) ( )
Mittels (6.68)) erhalten wir daraus sukzessive a;(m,—1), - - -, @i1-

e Es gibt ein eindeutiges Paar (s,7) von Polynomen, sodass
p=5sq+r, degr < degq.

Das folgt aus Polynomdivision von p durch ¢. Das Polynom s stimmt mit dem
Polynom wie in Satz iiberein. Es ist genau dann konstant gleich null, falls
deg(p) < deg(q). In diesem Fall fillt in (6.67]) der erste Term s(z) weg.

Beispiele 6.38. [Partialbruchzerlegung]

(i) Wir betrachten

2
p(z) =22 +2-1, q(z) = 23 — 2% f(z):= zzj—zle

Geméss Satz besitzt die rationale Funktion f eine eindeutige Partial-
bruchzerlegung. Um diese zu bestimmen, stellen wir zuerst fest, dass degp =
2 < 3 = degq. Daher gilt s = 0. Wir bestimmen jetzt die Nullstellen von ¢. Da
q(z) = 2%(z—1), sind die Nullstellen von g gegeben durch z; = 0 mit Vielfachheit
my = 2 und z,—p = 1 mit Vielfachheit mo = 1. Wir verwenden jetzt die rekursive

Formel ((6.68]). Wir betrachten i = 1. Fiir k = m; = 2,1 erhalten wir

24+2-1 22+z2-1
_ m S ET e EZEECN g
412 z—>z11:r%)17 A0 23 — 22 (Z 0) z—1 2=0 ’
Z24+2-1 a;p=1 24z-1—(2-1)
oy (femtmeny T
411 Z—>z1lzrgl, z#0 2’3 — 22 (Z — 0)2 <Z ) z—)(l)frzlyﬁo 22(2 — 1)

Fir ¢ = 2 und k := my = 1 erhalten wir

_ 2+z-1 L P2t z-1
@21 = z%zilznll,z;él 23 — 22 (Z B 1> N 22 2=1 =L
Geméiss (6.67)) gilt daher
22+Z—1 a1 ai 2 a9 1 1 1
=——>3 =0 = — . (6.69
/) 23— 22 +(z—zl)1+(z—zl)2+(z—22)1 z2+z—1 (6.69)

(Wir kénnen das auch direkt nachrechnen.)
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(ii) Wir betrachten

p(Z) =z Q(z) ::Z_lv f(Z) =
Polynomdivision ergibt
p=sq+r, s(z) =22+ 2z +1, r(z):=1

und daher

r(2) 2 1
= = = 1 ) 6.70
f(z) s(z)+q<z> FAztld— (6.70)
Die rechte Seite hat die Form . Dabher ist sie schon die Partialbruchzerlegung
von f.

Beispiele 6.39. [Integral einer rationalen Funktion mittels Partialbruchzerlegung]

e Das unbestimmte Integral der rationalen Funktion f|g fiir f wie in Beispiel
ist gegeben durch

2 —1 1 1
/idaz:/( + _1)dx (gemaiss (6.69))

3 — x2 2

1
= <x == + log(|z — 1|)> + Cioc-

e Das unbestimmte Integral der rationalen Funktion f|g fiir f wie in Beispiel

ist gegeben durch
23 ) 1 .
dx = +r+1+ =1 dx (gemass (6.70))

r—1

2

oz
= x|—>§+7+m+log(]x—1\) + Cioc.

Bemerkung 6.40. [Partialbruchzerlegung fiir Quotienten reeller Polynome, Integral
davon] Wir nehmen jetzt an, dass p, ¢ reelle Polynome sind. Dann gilt geméss
fiir jedes x € R, dass

14

¢
Il =™ =alw) = g@) = ][ — 2™

=1

Daher ist fiir jede Nullstelle : = 1, ..., ¢ die Zahl z; ebenfalls eine Nullstelle von ¢, mit
derselben Vielfachheit m; wie z;. Sei ¢’ € {1,...,¢}, sodass
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und k € {1,...,m;}. Wir nehmen an, dass i # i'. Indem wir in reelle Zahlen z =
x einsetzen, folgt mittels der Eindeutigkeit der Partialbruchzerlegung (Satz ),
dass

Wir kénnen daher in der Partialbruchzerlegung (6.67) fiir = = x € R die Terme fiir
(i, k) und (i, k) zusammenfassen. Wir erhalten fiir die Summe dieser zwei Terme

ik " Q. _ aik(x — Zi/)k + ai/k(l’ — Zi)k
(x —z)F  (z— zp)k (x — zi)F(z — 2z)F
2 Re (aik(az — Z)k)

- (wegen ETIETD)

|z — 2|
= ful(z) (6.73)

Die Funktion f;; ist eine reelle rationale Funktion. Im Fall £ = 1 kénnen wir sie mittels
schon behandelten Methoden integrieren.

Beispiel. [Partialbruchzerlegung fiir Quotienten reeller Polynome, Integral davon]Wir

betrachten )

p(z) =1, q(z) =22 +1, f(z):= e

Die Nullstellen von ¢ sind z; = i und zo = —¢ mit Vielfachheiten m; = my = 1. Die
Partialbruchzerlegung von f ist gegeben durch

=—24-2 6.74

@) =T=+0 (6.74)
(Wir konnen diese Zerlegung wie in Beispiel oder Beispiel bestimmen.)
Geméss der Formel (6.73) in Bemerkung mit Indizes i = k =1 gilt

2Re (—%(z —1)) 1

= , Vz € R.
|z —i|? 2+ 1 *

f(x) = fii(z) =

Das stimmt mit unserer Definition von f iiberein. Geméiss Proposition ist das
unbestimmte Integral von f|g gegeben durch

1
/ T 1dx = arctan +C.
x

Bemerkung. [Integral mit Hilfe der komplexen Partialbruchzerlegung berechnen?]
Alternativ konnen wir versuchen, das Integral von f mit Hilfe der komplexen Partial-

bruchzerlegung (6.74]) zu berechnen. Gemiss dieser Zerlegung gilt

1 1 1 1
/xQ—l—ldx_E<_/x—id$+/$+idx>'
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Naiv vermuten wir, dass

/ ! ~dr =log(+— 1) + C.

T —1
Die rechte Seite ist jedoch undefiniert, da der Logarithmus nur fiir positive reelle Zahlen
definiert ist. Wir konnen versuchen, den Logarithmus zu einer Funktion Log : C\{0} —
C zu erweitern. Dabei wollen wir, dass die Gleichheit LogoExp = id erfiillt. Eine
solches Log gibt es leider nicht, da Exp : C — C nicht injektiv ist. (Uberlegen Sie
sich, dass es darum kein Log wie oben gibt!) Zum Beispiel gilt ndmlich geméss der
eulerschen Formel, dass Exp(27i) = cos(27) + isin(27) = 1 = Exp(0).

Es ist jedoch moglich, Log : C\ {0} — C als eine mehrwertige Funktion zu definieren.
Die Werte unterscheiden sich durch ganzzahlige Vielfache von 27i. Diese mehrwertige
Funktion ist holomorph, d. h., komplex differenzierbar. (Fiir den Begriff der Holomor-
phie siehe die Vorlesung Mathematische Methoden fir ITET und RW.)

Beispiel. [Partialbruchzerlegung fiir Quotienten reeller Polynome, Integral davon]
Problem: Man berechne
/ 202 +x + 1
————dux.
2+

Wir definieren

p(z) :=22% + o + 1, q(z) = 2° + x, f= g

Heuristik: Da ¢(z) = z(2? + 1) und die Nullstellen von z +— 2 + 1 nicht reell sind,

machen wir den Ansatz
a b cx

f(x):x+x2+1+x2—|—1'
Wie in Beispiel erhalten wir a = b = ¢ = 1 und daher

1 1 T

f(x)zg+x2—|—1+x2—l—1'

(6.75)

Bemerkung: Die Cleichheit (6.65) stimmt tatszichlich (bedingungslos). (Uberpriifen
Sie das!)

Losung: Geméss (6.75)) gilt

/2x2+x+1d /<1+ 1 L@ )d
—x: —_ ZE
3+ x 2241 x2+1

1
= (x — log(|x|) + arctan(x) + 5 log(z? + 1)> 4 cRMor

loc

Hierbei haben wir eine Rechnung wie in Beispiel verwendet.
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Fiir weitere Beispiele zur Partialbruchzerlegung und Integration rationaler Funktionen
siehe [Stra, Beispiel 6.1.7. 1),ii), S. 126].

Bemerkung. [Formel fiir Integral] Es gibt Funktionen, deren unbestimmtes Integral
nicht durch eine Formel (plus Cjo.) gegeben ist. Hierbei meinen wir mit einer Formel
(oder elementaren Funktion) eine Funktion, die wir mittels der Grundrechenarten und
Verkettung in endlich vielen Schritten aus den folgenden Funktionen bilden konnen:

e konstante Funktionen
e Identitét id(x) := x

e Exp

e log

Beispiele fiir elementare Funktionen sind:

e Potenzfunktion p, :]0,00[— R, p,(z) := 2% = exp(alog z), fiir a € R

e Polynom

e Exponentialfunktion exp, : R — R, exp,(z) := b* = exp(x logb), fiir b €]0, oo
e cos = 3 (Exp(ir) + Exp(—i+)), sin = ( — Exp(i+) + Exp(—i-))

Wir erlauben also komplexwertige Funktionen.
o f:R =R, f(x):= e ) flog(zt 4 1)

Beispiel. [Integral, das nicht durch eine Formel dargestellt wird] Das unbestimmte
Integral [ ¢’ dz ist nicht durch eine elementare Funktion gegeben. Dasselbe gilt fiir
die Funktion
1 T 1 T2
F:R—R, F:L‘::—/ e 2dy = —— lim e 2 dy.
SRVorl B VoSN A

(Wir werden diesen Grenzwert spéter definieren. Siehe Definition [6.45])

Bemerkungen. e Diese Funktion heisst GaufSsches Fehlerintegral. Sie ist die Ver-
teilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Sie spielt eine zentrale Rolle in
der Statistik.

e Der Grund fiir die Konstante \/LQ? ist, dass damit F' normiert ist im Sinne, dass

F(z) — 1 fiir © — oo. (Das ist ein uneigentliches Integral. Wir werden solche
Integral spéter behandeln.)

e Selbst falls sich ein Integral nicht durch eine Formel darstellen lésst, konnen wir
es mit Hilfe numerischer Verfahren beliebig genau berechnen.
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6.7 Integration und gleichméssiger Limes,
gliedweise Integration einer Potenzreihe

Dieser Abschnitt entspricht [Stral 6.3 Integrationsregeln, Hauptsatz, S. 137-138].

Seien [ ein Intervall und f, f,, : I — C fiir m € Ny Riemann-integrierbare Funktionen.

Proposition 6.41 (Integral eines gleichméssigen Limes). Falls die Folge (fn)meNg
gleichmdssig gegen [ konvergiert, dann konvergiert die Folge der Integrale (fI fm)
gegen das Integral f[ f.

meENg

Beweis: [Stra, Korollar 6.3.2., S. 137]

Bemerkung. Der Beweis beruht auf der Abschétzung | [, f| < [, |f| (Proposition

6.12|(vi)) und auf Monotonie des Integrierens (Proposition [6.12f[iv)).

Aus Proposition folgt, dass jede durch eine Potenzreihe definierte Funktion auf
jedem kompakten in der Konvergenzkreisscheibe enthaltenen Intervall integrierbar ist
mit Integral gegeben durch gliedweise Integration. Das ist der Inhalt des folgenden

Korollars. Sei (¢ )gen, eine Folge in C und p der zugehorige Konvergenzradius (wie in
Definition [3.26]). Wir definieren die Funktion

Fil=ppl=C fla):=) aa®=lim ) et
n—oo
k=0 k=0

Seien a,b €] — p, pl.

Korollar 6.42 (durch Potenzreihe definierte Funktion ist gliedweise integrierbar). Es
qilt

n b

Ck k+1 k+1 .
E —(b —a )—>/f fiir n — oo.
pre kE+1 "

Bemerkungen. e Fiir jedes k € Ny gilt

1 Ik—i—l b

— (bk+1 _ ak+1) _

k41

b
= / r*d, (6.76)

r=a
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wobei wir in der zweiten Gleichheit Beispiel und den zweiten Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung verwendet haben. Es gilt

= lim Z k:c——iljl (b5 — ) (gemiiss Korollar

noob
lim Z / cpe® dx (wegen Linearitit der Integration und (6.76])
n—oo

k=0

— i /b cpx de.

k=0 v %

Das bedeutet, dass wir eine Potenzreihe gliedweise integrieren diirfen.

Beweis des Korollars Fall a < b: Fiir n € Ny definieren wir

n

fn i a,b] = C, folz) = chxk.

k=0

Gemaéss Proposition konvergiert (f,,)nen, auf [a, b] gleichméssig gegen f. Geméss
Proposition [6.41] gilt daher

n b b
S -t = [ [ e
k=0 a a

Der Fall @ > b kann analog behandelt werden. Das schliesst den Beweis von Korollar

[6.42] ab. OJ

Beispiel. [durch Potenzreihe definierte Funktion ist gliedweise integrierbar, Potenz-
reihe fiir Logarithmus| Wir betrachten die geometrische Reihe, d. h. die zur Folge
(¢k := 1)ken, gehorige Potenzreihe, also die Abbildung = — () 2*) eng- Der zu-
gehorige Konvergenzradius ist gegeben durch

1
" Tmsup VT

Die durch die geometrische Reihe definierte Funktion einer reellen Variable ist

1.

fi]=-p=—1p=1]—=R, f(x):Zxk
k=0
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Sei z €] — 1, 1[. Gemidiss Beispiel [6.24)(i) gilt
log(1 — ) =log(1 — z) — log(1)

A

— / Z y* dy (geméss Beispiel )
0 :

Ok+1

= Z r 1 (gemiiss Korollar [6.42))

__;7

Daraus folgt, dass

log(1+z) = f: (_1k)k_1xk, Vo €]l —1,1]. (6.77)
k=1

Das ist eine Darstellung der Funktion log(1 + *) als punktweiser Limes einer Potenz-
reihe. Aus Beispiel 5.41 folgt daher, dass (Zz 1 A k) N die Taylorreihe von
n 0

log(1 + «) um den Punkt x¢ = 0 ist. (Wir kénnen diese Taylorreihe auch direkt berech-
nen.)

Wir kommen jetzt auf die Frage [3.33| nach dem Grenzwert der alternierenden Rei-
he zuriick. Indem wir = 1 in (6.77) einsetzen, erhalten wir fiir diesen Grenzwert
heuristisch

(=t 1 1
k=1

Diese Schlussfolgerung ist mathematisch nicht prézise, da wir die Gleichheit (6.77) nur
fiir z €] — 1, 1] gezeigt haben. Sie stimmt alldings tatséchlich auch fiir z = 1. Das folgt
aus dem folgenden Satz. Seien (c¢i)ren, eine Folge in C und r €]0, ool.

Satz 6.43 (Grenzwertsatz von Abel). Falls die Reihe (3-)_, ckrk)neNO konvergiert,
dann gilt

Z ezt — Z cr® fiir x S r. (6.79)
k=0 k=0

Beweis: [Wal97, 7.12 Der Grenzwertsatz von Abel, S. 149]

8In diesem Satz wird angenommen, dass r durch den zur Koeffizientenfolge (ck)ren, gehorigen
Konvergenzradius p gegeben ist. Falls p > r, dann gilt die Aussage des Satzes [6.43] gemiss Korollar

5T
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Bemerkung. [Grenzwertsatz von Abel] Wir schreiben p fiir den zur Koeffizienten-

folge (ck)ren, gehorigen Konvergenzradius. Aus der Voraussetzung, dass die

Reihe

(ZZ Ockrk) neNo konvergiert, und aus Korollar “ folgt, dass p > r. Daher ist

die linke Seite von (6.79) fiir jedes x € [0, r] sinnvoll.

Beispiel 6.44. [ nzreihe fiir Logarithmus, Grenzwert der alternierenden Reihe] Wir

betrachten cj := CEU iy k € N. Gemaiss Beispiel |3.31| konvergiert die alternierende

k

harmonische Reihe (

1k fir x 7 1.

ST N

k=1 k=1

Die linke Seite ist durch (6.77)) gegeben. Da log(1 + ) im Punkt x = 1 stetig ist,

dass

I S1E

—1 k=1

Das beweist die Gleichheit (6.78]) gilt

Alternativer Beweis dieser Gleichheit ohne den Satz [6.43t Wir definieren

> . Aus Satz [6.43| mit » = 1 folgt daher, dass
neN

folgt,

(6.80)

(6.81)
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Sei x €] — 1, 00[. Es gilt

1

(log(l -+ ))/(x) = (gemiiss (5.26]) und der Kettenregel)

X
(—1)kilj'k + (_1)n+1L—i_1
14z

Il
M- 7

(gemiiss (3.9))), (6.82)

ol

—0
og(l1+1)—logl
1

(log(1+ )), (geméss dem zweiten Hauptsatz)

[a—

log2 =

Il
:N

1
(—1)k/ e+ 1,
=0 0

(wegen (16.82)), Linearitét der Integration und (6.81)))

k+1 |1

S N + 1,
S i

z=0

=s, + I, (gemiiss (6.80))). (6.83)

Fiir jedes x € [0, 1] gilt H% < 1. Mittels (6.81)) und Monotonie der Integration folgt

daraus, dass
1
x
| L, g/ 2" =
0

n+2
Mittels (6.83) folgt, dass

bl

n+2 |1 1

weo N2

Sn — log 2 fiir n — oo.

Das beweist die Gleichheit (6.78)).

Somit haben wir nun Frage beantwortet. Eine Variante dieser Frage ist die folgen-
de.

Frage. Was ist der Grenzwert der “ungeraden” alternierenden harmonischen Reihe,
d. h. die folgende unendliche Summe?

i(—l)j_l L. 1
Ze2j+1 1 35"

Wir kénnen diese unendliche Summe analog zu Beispiel berechnen. Siehe Ubungsserie
14.
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6.8 Uneigentliches Riemann-Integral

Um das uneigentliche Riemann-Integral zu definieren, benétigen wir das Folgende.
Seien X CR,peN, Y CRP, f: X — Y und yp € RP.

Definition 6.45 (Konvergenz und Grenzwert einer Funktion bei +o00). (i) Wir neh-
men an, dass X nach oben unbeschrinkt ist. Wir sagen, dass f bei co gegen yq
konvergiert (oder dass f(x) fir x — oo gegen yo konvergiert) g. d. w.

Ve € (0,00)3z* e RVz € X 1z > 2" = || f(z) —wo| <& (6.84)
In diesem Fall nennen wir yy den Grenzwert von f bei oo und schreiben

lim f(z):= lglf = Yo.

T—00

(1) Wir nehmen an, dass X nach unten unbeschrinkt ist. Wir sagen, dass f bei —oo
gegen yo konvergiert (oder dass f(x) fiir x — oo gegen yo konvergiert) g. d. w.

Ve € (0,00)3z* € RVz € X : 2 <2 = [|f(z) — o < e (6.85)
In diesem Fall nennen wir yo den Grenzwert von f bei —oo und schreiben

lim f(z):=lm f := yo.

T—r—00

Beispiele. [Konvergenz und Grenzwert einer Funktion bei 00|
(i) Wir betrachten die Funktion

1
fi=p_1:X:=R\{0} =R, f(z) =
Diese Funktion konvergiert bei co gegen 1o := 0. (Uberpriifen Sie das!) Es gilt

also .
lim f = lim — = 0.
0o T—00 I

Die Funktion konvergiert auch bei —oo gegen 3 := 0.

(ii) Die Funktion
f:R—=R, flz):=e",

konvergiert bei oo gegen y, := 0, also

lim e =0.
Tr—r0o0
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Definition 6.46 (uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit, uneigentliches Riemann-Integral).

Seien a— € R, ay € RU{oo}, sodass a_ < ay, und f : [a_,a;[— R. Wir nennen
f uneigentlich Riemann-integrierbar g. d. w. f eingeschrdnkt auf jedes kompakte
Teilintervall von [a_, ay[ eigentlich Riemann-integrierbar ist und

T4
/ f firzy Say konvergiert.ﬂ

In diesem Fall definieren wir das uneigentliche Integral von f als

/ R (6.86)

T4 ay Jo

(ii) Seien a_ € RU {—o0}, ay € R, sodass a_ < ay, und f :Ja_,ay] — R. Wir
definieren uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit und das uneigentliche Integral
von f analog zu (@)

(111) Seien a_,ar € RU{x}, sodass a_ < ay, und f :la_,ay|— R. Wir nennen f
uneigentlich Riemann-integrierbar g. d. w. es ein b €la_, ay| gibt, sodass flpa,|

und f|jo_p uneigentlich Riemann-integrierbar sind. In diesem Fall definieren wir
das uneigentliche Integral von f als

wobei b €la_, ay| beliebig ist.
Bemerkungen. e Die rechte Seite von ((6.87]) hiangt nicht von der Wahl von b ab.

e Falls ay € R, dann heisst (6.86|) uneigentliches Integral erster Gattung. Falls
a, = 0o, dann heisst (6.86]) uneigentliches Integral zweiter Gattung.

Beispiele 6.47. [uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit, uneigentliches Riemann-Integral]

(i) Sei a € R. Wir betrachten die Funktion p, :]0,1] — R, p,(x) := z% Fiir jedes
v_ €0, 1] gilt

a+1

1
! Pat1 —, falls a # —1,
Pa = a+1x, a—+1

logl =0—logz_, fallsa=—1.

_1—3:

9Tm Fall a, = oo ist diese Konvergenz wie in Definition definiert. Wir schreiben dann fiir
Ty — ay statt firzy Sag.
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Fall ¢ > —1: Dann ist p, auf |0, 1] uneigentlich Riemann-integrierbar mit

—:I;“H 1
/pa /ZL‘ dr = lim — = .
N0 a-+1 a+1

Fall a < —1: Dann ist p, auf |0, 1] nicht uneigentlich Riemann-integrierbar, da
die Funktion z_ fxl_ po in diesem Fall divergiert. (Uberpriifen Sie das!)

(ii) Sei a € R. Wir betrachten die Funktion p, : [1,00[— R, p,(z) := z®. Fir jedes
xy € [1,00] gilt

T4 a+1 -1
o+ Pav1 | _ T4 . falls @ # —1,
Do = a+1 1 a—+1
1

log |{" =logz, — 0, fallsa=—1.

Fall a < —1: Dann ist p, auf [1, 0o uneigentlich Riemann-integrierbar mit

00 00 a+1
-1 1
/ pa:/ 2tdr = lim =* =— > 0.
1 1 z4 oo a+ 1 a + 1
Fall ¢ > —1: Dann ist p, auf [1, oo nicht uneigentlich Riemann-integrierbar, da
die Funktion =z, — ffj* P in diesem Fall divergiert. (Uberpriifen Sie das!)

Im néchsten Beispiel kommt die I'-Funktion vor. Diese Funktion verallgemeinert die
Fakultatsfunktion. Um sie zu definieren, benttigen wir den folgenden Hilfssatz. Seien
a €] —1,00[ und ¢ €] — 00, 0[.

Hilfssatz 6.48 (uneigentliche Integrierbarkeit einer Potenzfunktion mal eine abklin-
gende Exponentialfunktion). Die Funktion

f = fac:[0,00[— R, f(t) =t

1st uneigentlich Riemann-integrierbar.

Im Beweis dieses Hilfssatzes werden wir den folgenden Hilfssatz verwenden.

Hilfssatz 6.49 (Jede steigende Exponentialfunktion wichst schneller als jede Potenz-
funktion.). Fir alle a € R und ¢ €] — 00,0[ gilt

faclt) =0 fir t— oo.

Beweis: Ubungsseric 14.Beweis des Hilfssatzes

Behauptung 1. Die eingeschrdnkte Funktion f| [1, 0ol ist uneigentlich Riemann-integrierbar.
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Beweis der Behauptung [It Die Funktion f ist stetig. Daher ist sie auf jedem
kompakten Teilintervall von ]0, co| beschrénkt und daher dariiber eigentlich Riemann-
integrierbar. Geméss Hilfssatz [6.49] gibt es eine Zahl ¢, €]0, oo[, sodass

VteR:t >ty = te2t < 1.

Es gilt
f(t) =tle2test <1-e3, Vi€ [ty, 00

Daher gilt geméss Satz (Monotonie der Integration) fiir jedes t € [to, 00|, dass

t t
/ f< / e2’ds
to to
2 |t
= — 655
C s=to
2 c [
= — (eit — 6§t0)
C
2 <t .
— (0 — —e2 fiir t — oo,
C

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass ¢ < 0. (Uberpriifen Sie diese Kon-
vergenz!) Es folgt, dass f|[1,00[ uneigentlich Riemann-integrierbar ist. Das beweist
Behauptung [T} O

Behauptung 2. Die eingeschrdnkte Funktion f HO, 1] ist uneigentlich Riemann-integrierbar.

Beweis der Behauptung[2} Da f stetig ist, ist es auf jedem kompakten Teilintervall
von |0, 1] eigentlich Riemann-integrierbar. Es gilt

0< f(t) <palt) =1%  Vtelo,1].

Da a > —1, ist geméiss Beispiel [6.47|(f]) die Funktion p, auf ]0, 1] uneigentlich Riemann-
integrierbar. Mittels Satz |6.12|(iv)) (Monotonie der Integration) folgt, f;f ffirz_ 0
konvergiert. Es folgt, dass f[]0, 1] uneigentlich Riemann-integrierbar ist. Das beweist
Behauptung [2 O

Aus Behauptungen [I] und [2] folgt, dass f uneigentlich Riemann-integrierbar ist. Das
beweist Hilfssatz [6.48 O

Definition 6.50 (Gammafunktion). Wir definieren die Gammafunktion als die Funk-
tion

I' :]0, oo[— R, [(x) ::/ t" e tdt.
0
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Bemerkung. [Gammafunktion] Geméss Hilfssatz existiert dieses uneigentliche
Riemann-Integral. Die Funktion I' ist daher wohldefiniert.

Proposition 6.51 (Gammafunktion). Es gilt

T(1) =1, (6.88)
Mz +1) =al'(x), x €]0, 00]. (6.89)

Korollar 6.52. Fiir jedes k € Ny gilt

T(k+1) =k

Beweis: Das folgt aus Proposition und Induktion. (Uberpriifen Sie das!) O

Bemerkung. Gemiss diesem Korollar verallgemeinert I'(++1) also die Fakultétsfunktion.

Frage. Was ist I’ (%) 7

Diese Zahl kann mit Hilfe des Integrals der zweidimensionalen Gaufifunktion berechnet
werden. (Siehe Analysis 2.)

Beweis der Proposition (6.88): Es gilt
ty .
/ e tdt = — e_t|0+ = e re Vi, €]0, 00|
0

und daher

T4

F(1):/ t'ledt = lim [ e7'dt= lim (—et +1) =1
0

t+ —00 0 t+ —00

Das beweist ((6.88)).
(6.89)): Seien x €]0, 00[ und t_, ¢, €]0,00[. Es gilt

ty ' ty
/ tretdt = — t"e |, + / at” et
1 1

(Satz [6.26] partielle Integration, mit u(t) := t*, v(t) := —e ™)
— =0+ 1%+ a:/ t*le7tdt fiirt; — oo (gemiss Hilfssatz [6.49)).
1
(6.90)
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Analog gilt, dass

1 1 1
/ theldt = — txe—t}t1+/ at*leTtdt — —1xe_1+0+x/ t*letdt  fiir t- — 0.
t_ 0

Indem wir das mit kombinieren, erhalten wir

00 1 e
Fx+1) = / te tdt = —e 7t + x/ t" e Ttdt 4 et + x/ t" e tdt = xT(z).
0

0 1

Das beweist ((6.89)) und schliesst den Beweis der Proposition ab. O

Beispiel. [Anwendung des uneigentlichen Integrals: Arbeit des elektrischen Feldes]
Wir betrachten ein unbewegliches Teilchen 0 mit Ladung ¢y > 0 und ein beweg-
liches Teilchen 1 mit Ladung ¢; > 0. (Um zu erreichen, dass sich das Teilchen 0
ndherungsweise nicht bewegt, konnen wir zum Beispiel annehmen, dass seine Mas-
se viel grosser als diejenige des Teilchens 1 ist.) Wir bezeichnen mit ¢ die Zeit. Zum
Anfangszeitpunkt ¢, befinden sich die Teilchen im Abstand 7y > 0, und Teilchen 1
ist ebenfalls in Ruhe. Da die Teilchen gleich geladen sind, stossen sie sich ab. Daher
beginnt sich Teilchen 1 zu bewegen und fliegt immer weiter fort.

Probleme: Man berechne die Arbeit, welche die elektrostatische Kraft asymptotisch
fiir grosse Zeiten verrichtet.

Losung: Die elektrostatische Kraft zwischen den Teilchen ist gemiss dem Coulomb-
Gesetz gegeben durch

L qoq
F(r):= — 6.91
)= o 2, (6.91)
wobei o := elektrische Feldkonstante ~9-10""Fm™!,

~9-10°Nm?C2.

47T80
Wir betrachten einen Zeitpunkt ¢; > t; und schreiben r; fiir den Abstand zwischen
den Teilchen zum Zeitpunkt ¢;. Wir kiirzen ab:

qoq1
C = .
471'50

Die von tqy bis t; verrichtete Arbeit ist gegeben durch
r1
W = / F(r)dr
o
r1
= C’/ r2dr (gemiiss (6.91)))

0

= —Cr

r=rQ

=C(=ri"+15l). (6.92)
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Asymptotisch fiir grosse Zeiten verrichtet die elektrostatische Kraft die Arbeit

Woo:/ F(r)dr
0
T1

= lim F(r)dr
71 —>00 ro
. . -1 ~1 ..
= Ol (= 4rg) (gemiss ©99)
_¢
=

Diese asymptotische Arbeit ist also durch ein uneigentliches Integral zweiter Gattung
gegeben.






Kapitel 7

Gewohnliche

Differentialgleichungen,
Anwendung auf die Mechanik und

die Elektrotechnik

Dieses Kapitel entspricht [Stra, 5.6 Gewohnliche Differentialgleichungen]. Grob gesagt,
ist eine gewohnliche Differentialgleichung eine Gleichung fiir eine gesuchte Funktion
einer reellen Verénderlichen, in der die Funktion und ihre Ableitungen auftreten. Solche
Gleichungen beschreiben zahlreiche physikalische und chemische Gesetze. Dabei spielt
die gesuchte Funktion die Rolle einer physikalischen oder chemischen Grésse, die von
der Zeit abhingt.

7.1 Definition einer gewohnlichen
Differentialgleichung, Anfangswertproblem,
Beispiele, gedampfter Federschwinger,
elektrischer Schwingkreis

Sei n € Ngp = {0,1,2,...} und I ein offenes Intervall. (I kann beschrinkt oder unbe-

schrénkt sein.) Wir bezeichnen die Variable in R mit ¢, verwenden die Notation @ = o’
fiir die Ableitung einer Funktion « || und schreiben u® fiir die k-te Ableitung von w.

Definition. Eine gewohnliche Differentialgleichung (GDG) der Ordnung n fir eine

!Diese Notation ist in der Physik gebriuchlich, falls die Variable ¢ die Rolle der Zeit spielt.

261
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Funktion u : I — R ist eine Gleichung der Form
e(t,u®),a(t),...,.u™ @) =0, Vtel, (7.1)

wobei ¢ : I x R"™ — R eine feste Funktion ist, die nicht beziiglich der letzten Variable
konstant ist.

Analog definieren wir den Begriff einer GDG fiir eine Funktion u : I — C, indem wir
oben iiberall R durch C ersetzenl

Beispiele 7.1. [gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung, radioaktiver Zerfall]
Wir betrachten den Fall n = 1.

(i) Sei f:R — R eine stetige Funktion und die Funktion ¢ : R® — R gegeben durch

90(757 To, 1’1) = — f(1).
Gemiss (7.1]) entspricht diese Funktion der GDG

o(t u(t), ut)) =u(t) — f(t) =0, Vt €R,
d. h. a(t) = f(t), Vt € R. (7.2)

Aus dem ersten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt, dass fiir
jede Konstante ¢ € R die Funktion

u(t):/otf(s)ds—kc

die Gleichung ([7.2) 16st. Aus dem Mittelwertsatz folgt, dass das die einzigen
Losungen dieser Gleichung sind. (Siehe Korollar [5.15((). Alternativ folgt das auch
aus dem zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.)

(ii) Sei ag € R und die Funktion ¢ : R®> — R gegeben durch
¢(t, xo,21) == 21 + agy.
Gemiss ([7.1]) entspricht diese Funktion der GDG

o(t u(t),ut)) = a(t) + apu(t) = 0, Vt € R,
d. h. @ = —apu. (7.3)

Diese GDG beschreibt zum Beispiel radioaktiven Zerfall. Dabei spielen ¢, u, ag die
folgenden Rollen:

2Das Intervall I bleibt dabei unverindert.
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t .= Zeit

u(t) := Anzahl Atome eines bestimmten Elementes, die zur Zeit ¢ noch nicht
zerfallen sind

ag := Zerfallskonstante (ag > 0)
Die allgemeine Losung der GDG (7.3)) ist gegeben durch

u(t) = ce” ™",

wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist. Dass diese Funktion die Gleichung ([7.3))
16st, folgt durch Nachrechnen. (Rechnen Sie das nach!) Dass sie die einzige Losung
der Gleichung ist, haben wir in Beispiel gesehen. AP

Bemerkung. [Anfangsbedingung] Sei uy € R. Die Konstante ¢ im Beispiel wird
eindeutig durch die Anfangsbedingung

u(0) = ug

festgelegt. Es gilt ndamlich ¢ = g, d. h. u(t) := uge™ " ist die eindeutige Losung des
Anfangswertproblems

U= —apu,
u(0) = ug
A
Beispiel. [keine GDG]| Die Gleichung
w(t) =u(t—1)

ist keine GDGJY] da sich das Argument ¢ — 1 der Funktion auf der rechten Seite vom
Argument ¢ der Funktion auf der linken Seite unterscheidet. Die Gleichung ist eine
retardierte Differentialgleichung (english: delayed differential equation). A

Im Folgenden betrachten wir ein Beispiel aus der Mechanik. Fiir eine ausfiihrlichere
Beschreibung dieses Beispiels siehe [Pap15] 4.1 Mechanische Schwingungen, S. 417].

Beispiel 7.2. [gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung, freier geddmpfter Feder-
schwinger] Wir betrachten den Fall n = 2. Seien ag, a; € R und die Funktion ¢ : R* — R
gegeben durch

cp(t,xo,xl, xz) =T + a1 + agxg.

3Mit diesem Zeichen wird das Ende eines Beispiels oder einer Bemerkung angedeutet.
4im Sinne dieser Vorlesung
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Abbildung 7.1: Federschwinger in einer zéihen Fliissigkeit

Gemaéss ([7.1]) entspricht diese Funktion der GDG
o(t, u(t),u(t), i(t)) = a(t) + ara(t) + agu(t) = 0, Vt € R. (7.4)

Diese GDG beschreibt zum Beispiel die Bewegung eines freienﬂ Federschwingers (=Fe-
derpendel), der in einer zdhen Fliissigkeit liegt und daher durch viskose Reibung
gedampft wird. Damit meinen wir das mechanische System, das aus einem kugelférmigen
Korper besteht, der iiber eine horizontale Feder an einer ruhenden Wand befestigt ist
und in einer zéhen Fliissigkeit liegt. Siehe Abbildung Wir leiten die GDG (|7.4)

mittels Gesetzen der Mechanik und der Strémungslehre her. Wir schreiben:
t = Zeit
x(t) ;= Auslenkung des Korpers aus der Ruhelage zur Zeit t (= gesuchte Grosse)
F, := Riickstellkraft der Feder
Fy := durch die Viskositét der Fliissigkeit verursachte Reibungskraft
F := gesamte auf den Korper einwirkende Kraft
k := Federkonstante
¢ := Dampfungskonstante der Fliissigkeit
m := Masse des Korpers
Es gelten die folgenden Gesetze der Mechanik und der Stréomungslehre:

e Hookesches Gesetz:

Fo=—kx

e Stokessches Reibungsgesetz:
FR = —cT

5Frei bedeutet, dass es keine dussere Anregungskraft gibt.



7.1. DEFINITION EINER GDG, ANFANGSWERTPROBLEM, BEISPIELE 265

o zweites Newtonsches Gesetz:
F =m2a.

Diese Gesetze werden in den Vorlesungen Technische Mechanik (ITET, 1. Semester),
Physik I (RW, 1. Semester) und Fluiddynamik I (RW), 4. Semester, Grundlagenfach)
behandelt. Durch Kombinieren dieser Gesetze erhalten wir

mi=F=F,+ Fr=—kx — cz,

k
also i+ —i+ —x =0. (7.5)
m-m

Wir erhalten also die GDG (7.4) mit ag = £ und a; = <.

m m

Wir betrachten jetzt den Fall eines idealen (d. h. ungeddmpften) Federschwingers. Das
bedeutet, dass ¢ = 0.Wir nehmen an, dass k, m > 0. Wir definieren

wo 1= /ag = \/g €]0, ool.

Fiir alle a,b € R 16st die Funktion
x(t) := acos(wpt) + bsin(wot) (7.6)
in diesem Fall die GDG (7.4)). (Uberpriifen Sie das!) A

Bemerkungen. [gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung]

e Die Funktionen ([7.6)) sind die einzigen Losungen der GDG i+ agu = 0. Das folgt
aus Satz und der Tatsache, dass die Funktionen cos(wg+) und sin(wp+) linear
unabhéngig sind.

e Wir werden eine Formel fiir die allgemeine Losung der GDG ([7.4]) im allgemeinen
Fall kennenlernen. (Siehe Proposition [7.9)in Abschnitt [7.2])

Wir betrachten nun ein Beispiel aus der Elektrotechnik. Fiir eine ausfiihrlichere Be-
schreibung dieses Beispiels siehe [Papl5, 4.2 Elektrische Schwingungen, S. 445].

Beispiel 7.3. [elektrischer Schwingkreis, freie und erzwungene geddmpfte Schwingung]
In diesem Beispiel betrachten wir die elektrische Reihenschaltung, die aus einem Wi-
derstand, einem Kondensator und einer Spule besteht, die hintereinandergeschaltet
sind. Wir betrachten zwei Typen realer (geddmpfter) Reihenschwingkreise:

(a) Freier Schwingkreis. Das ist die Schaltung, die wir aus der Reihenschaltung erhal-
ten, indem wir ihre Enden miteinander verbinden. (Dadurch entsteht ein Kreis.)
Siehe Abbildung
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Abbildung 7.2: Freier Schwingkreis. Abbildung  7.3:  Schwingkreis mit

sy

I

Wechselspannungsquelle.  Die  an-
gelegte  Spannung erzwingt eine
Schwingung.

(b) Schwingkreis mit Wechselspannungsquelle. Das ist die Schaltung, die durch die
Reihenschaltung entsteht, indem wir ihre Enden mit einer Wechselspannungsquelle
verbinden. Siehe Abbildung [7.3|

Probleme:

(i) (Freie Schwingung:) Beschreibe die Schwingungen der Stromstérke im freien
Schwingkreis @

(ii) (Erzwungene Schwingung:) Beschreibe die durch die angelegte Spannung er-
zeugte zeitabhéngige Stromstédrke I des Stroms, der durch die Schaltung (]ED
fliesst!

Bemerkungen:

e Diejenigen von IThnen, die ITET studieren, haben elektrische Schaltungen in
der Vorlesung Netzwerke und Schaltungen I kennengelernt. Sie werden sie noch
griindlicher in der Vorlesung Netzwerke und Schaltungen II untersuchen.

e Das 1. Kirchhoffsche Gesetz (Knotenregel) besagt, dass in einem Knotenpunkt
eines elektrischen Netzwerkes die Summe der zufliessenden Stréme gleich der
Summe der abfliessenden Strome ist. (Siehe Netzwerke und Schaltungen I1.) Da
wir eine Reihenschaltung betrachten, ist die Stromstérke daher an jedem Punkt
der Schaltung gleich. Es ist daher sinnvoll, von der Stromstédrke des durch die
Schaltung fliessenden Stromes zu besprechen.

e Der freie Schwingkreis @ entspricht dem Spezialfall des Schwingkreises mit
Wechselspannungsquelle, in dem die angelegte Spannung konstant gleich null ist.
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Um die Schwingungen des freien Schwingkreises zu beschreiben, reicht es daher,
den Schwingkreis mit Wechselspannungsquelle zu beschreiben.

e Zu Problem : Mit der erzeugten Stromstérke meinen wir die nach einer Ein-
schwingphase erzeugte Stromstirke. Wir betrachten die angelegte Spannung als
ein Eingangssignal und die erzeugte Stromstérke als ein Ausgangssignal. Unser
Ziel ist es also, das Ausgangssignal in Abhéingigkeit vom Eingangssignal zu be-
rechnen.

Wir werden Problem fiir eine angelegte Spannung losen, die eine Kosinusfunk-
tion der Zeit ist. (Siehe Beispiel [7.13] S. [283]) Wie wir sehen werden, erzwingt
die Spannung in diesem Fall eine kosinusformige Schwingung der Stromstérke
mit der gleichen Frequenz.

Wir betrachten jetzt den Schwingkreis mit Wechselspannungsquelle (]ED Wir werden
das Problem mittels der zwei folgenden Schritte 16sen:

1. Mittels Gesetzen der Elektrotechnik leiten wir eine gewohnliche Differentialglei-
chung fiir die Ladung () des Kondensators her.
2. Wir l6sen die GDG und erhalten (). Die gesuchte Stromstérke ist die Zeitablei-
tung von Q.
Schritt It Wir schreiben:

e () := Ladung des Kondensators
e [ := Stromstirke
e U := angelegte elektrische Spannung

U, := Spannungsabfall an x = C,| R, L, also Ug := Spannungsabfall am Konden-
sator C, etc.

C := Kapazitit des Kondensators

R := elektrischer Widerstand des Widerstands (Bauelement)

L := Induktivitdt der Spule

Es gelten die folgenden Gesetze der Elektrotechnik (siehe Netzwerke und Schaltungen
I und II):
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e Aus der Ladungserhaltung folgt, dass die Stromstérke die Zeitableitung der La-
dung des Kondensators ist, also

I=Q. (7.7)

e Kondensatorformel:
Q =CUc (7.8)

Das folgt aus dem Gaufischen Gesetz der Elektrostatik. (Siehe Elektromagnetische
Felder und Wellen.)

e ohmsches Gesetz:
Ur = RI (7.9)

e Spulengleichung:
U,=LI (7.10)

Diese Gleichung folgt aus dem Induktionsgesetz von Faraday und dem Ampereschen
Gesetz. (Siehe Elektromagnetische Felder und Wellen.)

e 2. Kirchhoffsche Gesetz = Maschenregel: Alle Teilspannungen einer Masche in
einem elektrischen Netzwerk addieren sich zu null. Daraus folgt, dass

U,+Ur+Us="U. (7.11)

Indem wir (7.11[7.8[7.9|[7.7[7.10) kombinieren, erhalten wir

3} .1
LQ+RQ+6Q:U,

- R 1 U
d. h. Q+ZQ+EQ—Z (7.12)
Wir erhalten also die GDG ([7.4) fiir die Ladung v = @ mit ag = é und a1 = %.

Somit haben wir Schritt (1| ausgefithrt (Aufstellen einer GDG fiir Q). Schritt 2] (Losen
der GDG) werden wir im Fall U = 0 in Proposition [7.9in Abschnitt |7.2| ausfiihren und
im Fall einer kosinusférmigen Spannung U in Abschnitt (siehe (7.44), S.[284). A

Bemerkung. [Federschwinger und elektrischer Schwingkreis] Durch Vergleich der in
den Beispielen und verwendeten physikalischen Gesetze sehen wir, dass ein frei-
er Federschwinger und ein freier elektrischer Schwingkreis analog beschrieben werden
kénnen.Die physikalischen Grossen der beiden Systeme entsprechen einander geméss
der folgenden Tabelle:
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Auslenkung x Q Ladung des Kondensators
Geschwindigkeit v I Stromstérke
- Riickstellkraft —Fy Ug Spannung am Kondensator
- Reibungskraft —Fr Ug Spannung am Widerstand
gesamte Kraft F U Spannung an der Spule
Federkonstante k % Kehrwert der Kapazitit des Kondensators
Dampfungskonstante ¢ R Widerstand

Masse m L Induktivitat

(Ordnen Sie die in den Beispielen und gebrauchten physikalischen Gesetze

einander zu!)

7.2 Linearitdt und Homogenitit einer GDG,
Superpositionsprinzip, Losungsraum einer
homogenen linearen GDG, charakteristisches
Polynom einer GDG

Eine GDG heisst linear g. d. w. nach Verschieben von Termen die linke Seite der GDG
durch eine Linearkombination der gesuchten Funktion und ihrer Ableitungen gegeben
ist und die rechte Seite durch eine feste Funktion. Die folgende Definition macht das
prézise. Sei I ein Intervall mit positiver Lange.

Definition (Linearitdt und Homogenitat einer GDG). Wir nennen die GDG fir eine
reellwertige Funktion linear g. d. w. es Funktionen a;, f : I — R (i =0,...,n) gibt,
sodass die GDG nach Verschieben von Termenﬁ gegeben st durch

n

zn:a,-u(i) = f, d. h. D aityu(t) = f(t),  Vtel (7.13)
=0

i=0
Wir definieren Linearitat fir eine GDG fiir eine komplezwertige Funktion analog.

Wir nehmen jetzt an, dass die GDG linear ist. Falls in der Darstellung (7.13|) die
Funktion f konstant gleich 0 ist, dann heisst die GDG homogen, sonst inhomogen.
Die Funktion f heisst die Inhomogenitét (Quellterm oder Storterm) der GDG.

In dieser Vorlesung befassen wir uns vor allem mit linearen GDG. Diese sind im All-
gemeinen einfacher zu behandeln als nichtlineare GDG.

Beispiele. [(nicht-)lineare GDG, Homogenitét)

6von der linken Seite auf die rechte Seite oder umgekehrt
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e Die GDG aus den Beispielen [7.1] und sind alle linear. Die Gleichungen
(7.3[7.4]) (Beispiele und sind homogen. Die Gleichungen (7.2][7.12)
(Beispiele und [7.3] )sind inhomogen.

e Die GDG

u(t) +t*u(t) =0, Vel

ist linear.

e Die GDG erster Ordnung
U= u?
ist nichtlinear, da auf der rechten Seite die gesuchte Funktion u quadratisch
vorkommt.

A

Bemerkung 7.4. [Linearitéit] Sei ¢ : I x R"™' — R eine Funktion ist, die nicht
beziiglich der letzten Variable konstant ist. Die folgenden Aussagen iiber eine GDG
sind dquivalent:

(a) Die GDG ([7.1)) ist linear.

(b) Es gibt eine Funktion f : I — R, sodass die Abbildung u gp(-,u, o ,u(”)) + f
linear ist, d. h., die Bedingung (/5.4]) erﬁillt.ﬂ

Die Implikation “@ — (]ED” folgt durch direktes Nachrechnen aus der Tatsache, dass
Ableiten eine lineare Operation ist. (Uberlegen Sie sich die Details!) A

Aus dieser Bemerkung folgt das Superpositionsprinzip. Um dieses zu formulieren, er-
innern wir uns an das Folgende aus der linearen Algebra: Eine (endliche reelle) Line-
arkombination der Funktionen wuq, ..., u, ist eine Funktion der Form ciuy + ... + couy,
wobei ¢y, ..., c, reelle Zahlen sind.

Bemerkungen 7.5. [Superpositionsprinzip]

(i) Eine Version des Superpositionsprinzips besagt das Folgendeﬁ Sei ¢ € N und fiir
k=1,...,0seien f; : I — R eine Funktion, u; : I — R eine Losung der GDG
(7.13) mit f = fr und ¢ € R. Dann 16st die Funktion u := Zi:l cpuy die GDG

(7.13) mit f = Ei:l ¢k fr. Das Superpositionsprinzip folgt aus Bemerkung .

730(-, Uy ... ,u(")) bezeichnet die Funktion ¢ — (t, u(t),. .. 7u(”)(t)).

8In der Physik wird der Term Superpositionsprinzip fiir die verwandte Eigenschaft verwendet,
dass die Wirkung einer Linearkombination von Anregungen eines Systems die entsprechende Linear-
kombination der Wirkungen der Anregungen ist.
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(ii) Insbesondere 16st jede Linearkombination von Losungen der homogenen GDG
> au® =0 (7.14)
=0

diese GDG ebenfalls.

(iii) Es gilt auch ein analoges Superpositionsprinzip fiir eine GDG fiir eine komplex-
wertige Funktion.

Der folgende Satz beschreibt die Losungsmenge der homogenen GDG ([7.14]). Der Be-
weis der ersten zwei Teilaussagen beruht auf Bemerkung [7.5 Seien I ein Intervall mit
positiver Linge und ag, ..., a, : I — C Funktionen.

Satz 7.6 (Losungsraum einer homogenen linearen GDG, Superpositionsprinzip). ()

Die Menge
Z a;u® = 0}

1=0

Z = {u e C"(1,C)

st ein komplexer Vektorraum.

(ii) Die Menge

n

IR = {u e C"(I,R) | Zaiu(i) = 0}

1=0

ist ein reeller Vektorraum.

Wir nehmen nun an, dass die Funktionen aq,...,a, Stetig sind und dass a,, nir-
gends verschwindet.

(111) Die (komplexe) Dimension von Z ist gegeben durch

dim Z = n.
(iv) Falls ay, ..., a, reellwertig sind, dann ist die (reelle) Dimension von Zg ist gegeben
durch
dim Zg = n.

Beweis des Satzes [7.6} folgt aus den folgenden Tatsachen:

e C"(R;C) ist ein komplexer Vektorraum.
e u=0¢e€ C"(R;C)
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e Superpositionsprinzip, siche Bemerkung [7.5

folgt analog.

Aussagen folgen aus [Tesl2, Theorem 3.13, p. 87]. (Im Fall konstanter Koeffi-
zientenfunktionen ay, . .., a, stimmen diese Aussagen mit [Stra, Korollar 5.6.1, S. 108]
tiberein.) O

Bemerkungen. [Losungsraum einer homogenen linearen GDG, Superpositionsprin-
zip]

o Gemiss Satz ist die Dimension des Losungsraums der homogenen GDG
gleich dem Grad der GDG ([7.14]).

e Im Fall n > 1 folgt aus Satz insbesondere, dass die GDG ([7.14)) eine
Losung besitzt, die nicht konstant gleich 0 ist.

Beispiele. [Losungsraum einer homogenen linearen GDG, Superpositionsprinzip|

e Die GDG
u—u=>0

fiir eine Funktion v : I — C ist linear und homogen. Geméss Satz ist ihr
Losungsraum Z ein komplexer Vektorraum der Dimension 1. Das haben wir auch
schon in Beispiel gesehen. Geméss diesem Beispiel ist der Losungsraum
néamlich gegeben durch

Z ={cexp |ceC}.

e Wir betrachten die gewohnliche Differentialgleichung
U=1u (7.15)

fiir eine Funktion u : I — C. Diese Gleichung ist linear und homogen, da wir sie
durch Verschieben eines Terms umschreiben konnen als

L-i+(=1)-u=0

und sie dann die Form ([7.13]) hat. Geméss Satz[7.6|ist der Losungsraum Z dieser
Gleichung ein komplexer Vektorraum der Dimension 2. Wir kénnen diesen Raum
wie folgt konkret beschreiben. Die Funktionen

Uy = exp, Uy := exp(—+)
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16sen die GDG ([7.15)). Geméss Bemerkung[7.5] (Superpositionsprinzip) 1ést daher
fiir alle ¢q, c3 € C die Funktion

U= c1uy + Cous = €1 €Xp +co exp(—+)

ebenfalls die GDG ([7.15). (Das folgt auch aus einer direkten Rechnung.) Die
Funktionen u; und wuy sind linear unabhéngig. (Uberpriifen Sie das!) Es folgt,
dass

7 = {01 exp +cg exp(—+) } c1,Co € C}.

e Sei ag €0, 00[. Die GDG
i+ apu =0 (7.16)

fiir eine Funktion u : I — R ist linear und homogen. Geméss Satz[7.6)ist ihr reeller
Losungsraum Zg ein reeller Vektorraum der Dimension 2. Wir kénnen diesen
Raum wie folgt konkret beschreiben. Wir definieren wy := /ag. Die Funktionen

cos(wpe), sin(wpe)

16sen die GDG ([7.16]). Geméss Bemerkung|7.5( (Superpositionsprinzip) 16st daher
fiir alle a,b € R die Funktion

u 1= acos(wp*) + bsin(wp)

ebenfalls die GDG ([7.16). Die Funktionen cos(wp+) und sin(wp+) sind linear un-
abhéngig. (Uberpriifen Sie das!) Es folgt, dass

Zg = {acos(wy) + bsin(wp+) | a,b € R}.

e Die GDG
w(t) = tu(t), vVt € R,

fiir eine Funktion / — R ist linear und homogen. Gemiss Satz ist ihr reeller
Losungsraum Zg ein reeller Vektorraum der Dimension 2. Es gibt also eine 2-
parametrige Schar von Losungen dieser Gleichung. Es gibt jedoch keine Formel
fiir die allgemeine Losung der GDG. Siehe Beispiel [7.19] Man kann die Losungen
der GDG aber mit numerischen Methoden beliebig genau berechnen. Siehe das
Fach Numerische Methoden (ITET, 4. Semester). Das Fach Numerical Methods
for Partial Differential Equations (RW, Grundlagenfach) behandelt numerische
Verfahren fiir partielle Differentialgleichungen (siche Analysis 3).
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Bemerkung. [Superpositionsprinzip] Fiir eine nichtlineare GDG gilt das Superposi-
tionsprinzip im Allgemeinen nicht. Ein Beispiel dafiir ist die GDG

0= u (7.17)

Die Funktion
u(t) == —=

l6st die Gleichung ([7.17). (Rechnen Sie das nach!) Wenn a eine reelle Zahl ist, dann
16st au die GDG ([7.17)) nur in den Féllen a = 0 und a = 1. Es gilt ndmlich

(au)? = a*u®

= a’u (da u die GDG ([7.17)) 16st)

= a(au)’

Die rechte Seite ist genau dann gleich (au)’, wenn a = 0 oder a = 1 ist. Das bedeutet,
dass au die GDG (|7.17) nur in diesen zwei Féllen 16st. Daher gilt das Superpositions-
prinzip fiir die GDG (7.17]) nicht. A

Seien jetzt n € Ng und ay,...,a,_1 € C. Wir betrachten die homogene lineare GDG
n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

n—1
u™ Z au” = u™ + a, u™V 4. agu = 0. (7.18)
i=0

Um eine Losung dieser GDG zu finden, machen wir den Ansatz
u(t) = uy(t) := e, A eC. (7.19)
Indem wir das in ([7.18)) einsetzen, erhalten wir

n—1
(x\" + Zak/\i> eM =0, vVt € R. (7.20)

Definition (charakteristisches Polynom). Wir definieren das charakteristische Poly-
nom der GDG (7.18)) als die Funktion

n—1
p(A) == \" + Z a XN = AN"+a, A"+ +a.
i=0

Wenn u die GDG ([7.18]) 16st, dann gilt wegen ((7.20) mit ¢ = 0 also insbesondere
0=p(\)e = p(A).

Umgekehrt 16st fiir jede Nullstelle A von p die Funktion uy (gegeben durch (7.19))) die
GDG (715).
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Beispiel 7.7. [charakteristisches Polynom, Losungen der GDG| Das charakteristische
Polynom der GDG

u—u=>0
ist gegeben durch
p(A) = A% — 1.
Die Nullstellen dieses Polynoms sind Ay = 1 und Ay = —1. Also l6sen die Funktionen
ui(t) = e, u_y(t) = eVt

die GDG (7.18).

Die Funktionen wu), bilden eine Basis des Vektorraums der Losungen der GDG, falls p
nur einfache Nullstellen besitzt. Das folgt aus dem néchsten Satz, der die Losungsmenge

der GDG (|7.18)) beschreibt.

Seien ag,...,a,_1 € C, £ € Ng, A\1,..., N\, € C die Nullstellenﬂ des zugehorigen charak-
teristischen Polynoms p, und fiir i = 1,..., ¢ sei m; die Vielfachheit von \;.

Bemerkung. Wir kénnen p also als das folgende Produkt schreiben:

4
pA) =T =A™ = (A= )™ - (A =A™

i=1
Satz 7.8 (Basis fiir den Losungsraum). Die Funktionen

wir(t) == thelit, 1<i<l,0<k<m
bilden eine Basis des komplexen Vektorraums

Z :={ue C"(R;C)|u lost (T.18)}.

Bemerkungen. e Gemiss Satz[7.6]ist Z tatsichlich ein Vektorraum. Die Aussage
des Satzes [.8 ist daher sinnvoll.

e Eine Basis eines Vektorraums ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem.
Satz [7.8] sagt also das folgende:
— Die Funktionen u;;, liegen in Z, d. h., sie 1ésen ((7.18)).
— Die Funktionen u;;, sind linear unabhéngig.

— Jede Losung der GDG ([7.18]) kann als eine Linearkombination der Funktio-

nen u; geschrieben werden kann.

9Wir nehmen an, dass \; # \;, falls i # j.
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Somit beschreibt der Satz die Losungsmenge der GDG vollsténdig.

Beweis des Satzes [7.8; Seien 1 <i </ und 0 < k < m;. Wir zeigen, dass u;, € Z.
Wir schreiben

d n—1
D= e D := Do-.-0D (k Operatoren D), p(D) = D" + Zaka.
k=0

Behauptung. FEs gilt
p(D)uy = 0.

Beweis der Behauptung: [Stral, Beweis von Satz 5.6.3 i), S. 110]. Der Beweis beruht
auf der Tatsache, dass p(D) = [[,(D — A;id)™. O

Gemaiss dieser Behauptung 16st die Funktion w;; also die GDG (7.18)), d. h., uy € Z,
wie behauptet.

Lineare Unabhéngigkeit der u;: [Stra, Beweis von Satz 5.6.3 ii), S. 111].

Die Funktionen w;, erzeugen Z: Das folgt aus der Tatsache, dass die u;, linear un-
abhéngig sind, und ihre Anzahl gleich der Dimension von Z ist. (Gemiss [Stral, Korollar
5.6.1, S. 108] ist diese Dimension gleich n.)

Das beweist den Satz [[.8 [J

Bemerkung. [Basis des Losungsraums| Falls das charakteristische Polynoms p nur
einfache Nullstellen besitzt, dann bilden die Funktionen

uy, () = e, 1<i</(

eine Basis des Losungsraums Z. Das folgt unmittelbar aus Satz und der Tatsache
Uy, = Uip-

Beispiele. e Wir betrachten die GDG
u—u=0.

Das charakteristische Polynom dieser GDG ist p(A\) = A\* — 1. Gemiss Beispiel
sind die Nullstellen dieses Polynoms gegeben durch Ay = 1 und Ay = —1.
Gemiss Satz [7.8 bilden die Funktionen

up(t) = e, u_(t)=e""

daher eine Basis des Losungsraums Z der GDG. Insbesondere hat die allgemeine
Losung der GDG also die Form

u(t) = cre’ + e, mit ¢y, co € C.



7.3. HOMOGENE GDG ZWEITER ORDNUNG, FREIER GEDAMPFTER
HARMONISCHER OSZILLATOR 277

e Wir betrachten die GDG
U—2u+u=0.
Das charakteristische Polynom dieser GDG ist p(\) = A\? — 2)\ + 1. Die einzige

Nullstelle dieses Polynoms ist \; = 1. Thre Vielfachheit ist m; = 2. Geméss Satz
[7.8 bilden die Funktionen

Ul(](t> = €t, Ull(t) = tet

daher eine Basis des Losungsraums Z der GDG. Insbesondere hat die allgemeine
Losung der GDG also die Form

u(t) = cio€’ + cp1te’, mit ¢19,c11 € C.

7.3 Homogene GDG zweiter Ordnung, freier
geddmpfter harmonischer Oszillator

Wir betrachten jetzt die GDG (7.18) im Fall n = 2 mit ag,a; € [0,00), also die
homogene GDG
i+ a1t + apu = 0. (7.21)

Diese GDG beschreibt einen freien (geddmpften) harmonischen Oszillator. Beispiele
dafiir sind der freie Federschwinger (Beispiel und der freie elektrische Schwingkreis
(Beispiel @) Der Term  driickt die Beschleunigung der Grésse u aus. Der Term
aou bewirkt eine Riickstellung des Systems in die Ruhelage. Der Term a1 bewirkt eine
Dampfung des Systems, also eine Abnahme der Amplitude der Schwingung.

Bemerkung. Ein Oszillator ist ein schwingungsfahiges System. Harmonisch bedeutet
in diesem Kontext, dass fiir jedes t der Riickstellterm agu(t) linear von u(t) abhéngt.

Wir definieren Figenkreisfrequenz des ungeddmpften Systems als

wp 1= +y/ag € [0, 00). (7.22)

Das ist die Kreisfrequenz (= Winkelgeschwindigkeit) des ungeddmpften Systems, wel-
ches durch die GDG

i+ agu = 0

beschrieben wird. Das folgt aus einer Rechnung wie in Beispiel [7.2] Wir definieren den
Ddampfungskoeffizienten
ax
0= —.
2

Mit diesen Notationen wird die GDG (|7.21]) zur Gleichung
il + 207 + wiu = 0. (7.23)
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VA\/\/\ t

Abbildung 7.4: Die Losung ((7.24)) fir a = 1, b = 0 der GDG ([7.23)) im unterkritisch
geddampften Fall § < wy.

Das néchste Resultat folgt aus Satz [7.8 Wir definieren
pi=1/02 —w? € (0,00).
Falls 0 < wy, dann definieren wir die Kreisfrequenz der gedimpften Schwingung als

wq = \/wis — 62 € (0,00).

Proposition 7.9 (allgemeine Losung der homogenen GDG zweiter Ordnung, freie
geddampfte Schwingung). Die allgemeine reellwertige Losung u der GDG ([7.23)) ist
gegeben durch:

(a) Fall § < wy (unterkritische Dampfung):

u(t) = e (acos(wat) + bsin(wat)), a,b€R (7.24)

(b) Fall § = wq (kritische Dampfung, aperiodischer Grenzfall):

u(t) = (c1 + cat)e™, c1,c2 €R

(c) Fall § > wy (tberkritische Dimpfung, Kriechfall):
u(t) = c1el 70T 4 el 0TIt c1,09 €R (7.25)

Bemerkungen. e Wir betrachten den Fall unterkritischer Dampfung, also § < wy.
(Siehe Abbildung [7.4}) Die allgemeine Losung u der GDG (7.23) ist dann das
Produkt einer abfallenden Exponentialfunktion mit Abklingkonstante (= Ab-
fallkonstante) § und einer sinusférmigen Funktion. Das rechtfertigt den Namen
Dampfungskoeffizient fiir 6. Das System fiihrt eine abklingende Schwingung mit
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t

\/

Abbildung 7.5: Die Losung der GDG im {iberkritisch geddmpften Fall
d > wy fiir verschiedene Wahlen von ¢; und ¢y. Fiir die rote Losung ist ©(0) < 0, fur
die blaue Losung ist ©(0) = 0 und fiir die griine Losung ist ©(0) > 0. Die rote Losung
geht einmal durch 0 hindurch, die anderen Lésungen bleiben positiv.

der Kreisfrequenz wy aus, die kleiner als die Kreisfrequenz wy der ungedampften
Schwingung ist. Die Bewegung des Systems ist also gedimpft periodisch["}

e Wir betrachten jetzt den Fall iiberkritischer Ddmpfung, also 6 > wy. (Siehe Abbil-
dung|7.5) Dann ist u eine Linearkombination zweier Exponentialfunktionen mit
Abklingkonstanten § — ¢ > 0 und § 4+ & > 0. Das System fiihrt keine Schwingung
aus. Die Funktion u geht maximal einmal durch Null hindurch.lﬂ Sie “kriecht”
fiir grosse Zeiten zum Gleichgewichtszustand 0 zuriick. Dieser Fall wird darum
Kriechfall genannt. Die Bewegung des Systems ist also nicht (geddmpft) peri-
odisch. Die zu starke Dampfung verhindert Schwingungen.

e Wir betrachten den Fall kritischer Dampfung, 6 = wy. Das System fiihrt keine
Schwingung aus. Die Funktion u geht maximal einmal durch Null hindurChE Sie
“kriecht” fiir grosse Zeiten zum Gleichgewichtszustand 0 zuriick. § = wy ist der
kleinste Wert von ¢, fiir den die Bewegung des Systems nicht gedampft periodisch
ist. Dieser Fall heisst darum aperiodischer Grenzfall.

Beweis der Proposition Das charakteristische Polynom der GDG ([7.23)) ist
gegeben durch

p(A) = N + 26\ + wp.

0Damit meinen wir, dass die Bewegung durch das Produkt einer abklingenden Exponentialfunktion
und einer periodischen Funktion beschrieben wird.

11Wir nehmen hier an, dass ¢; und ¢z nicht beide gleich 0 sind.

123ir nehmen hier an, dass ¢; und ¢y nicht beide gleich 0 sind.
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Gemiiss der Mitternachtsforme]ﬁ sind seine Nullstellen gegeben durch

Ap=—644/0?—wl=—0+peC.

In den Féllen § > wy und 0 = wy folgt die Aussage von Proposition [7.9 daher aus Satz
Wir betrachten den Fall § < wy. Wir haben

)\i:—éj:i\/wg—ézz—éj:iwd.

Gemiiss Satz [7.8] 16st die Funktion
uy(t) 1= Mt = e 0leFiwal — e‘ét(cos(wdt) + i sin(wqt))

daher die GDG ([7.23)). Daher 16st die Funktion ([7.24]) die GDG.

Um zu zeigen, dass dies die allgemeine reellwertige Losung ist, sei nun u eine solche
Losung. Gemiiss Satz erzeugen uy den Losungsraum Z. Daher existieren Zahlen
c+ € C, sodass

U=cC_U_+ CyUy.

Da u reellwertig ist, haben wir u = u, daher

Cie—zwdt + c+6zwdt — C_,elwdt + ae—zwdt’

daher c_ = ¢y und darum
u(t) = e (acos(wat) + bsin(wat)), wobei a := 2Re(cy ), b:= —2Im(cy ).

Das beweist Proposition [7.9] O

Bemerkung. [freier Federschwinger, freier elektrischer Schwingkreis| Proposition
liefert die allgemeine Losung der GDG ([7.5)). Somit beschreibt sie die Bewegung eines
freien Federschwingers. (Siehe Beispiel und Ubungsserie 1 (Federschwinger).) Des
Weiteren liefert Proposition die allgemeine Losung der GDG mit U = 0.
Somit beschreibt sie die Zeitentwicklung eines freien elektrischen Schwingkreises. (Siehe

Beispiel [7.3)(a).) Somit haben wir Problem () (S. 266) gelost.

13Damit meinen wir die Losungformel fiir eine quadratische Gleichung.
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7.4 Inhomogene lineare GDG, Anwendung:
elektrischer Schwingkreis mit
Wechselspannungsquelle, erzwungene
Schwingung

In diesem Abschnitt behandeln wir die allgemeine Losung einer inhomogenen linearen
GDG und beschreiben wir damit den elektrischen Schwingkreis mit kosinusférmiger
Wechselspannungsquelle.

Wir betrachten die inhomogene lineare GDG ([7.13)), also
> auM(t) = f(t),  VteER. (7.26)
k=0

Die allgemeine Losung dieser GDG ist die Summe einer festen partikulédren Losung der
GDG und einer beliebigen Losung der entsprechenden homogenen GDG
> antu®(t) =0,  VteR. (7.27)
k=0

Bemerkungen 7.10. [allgemeine Losung der inhomogenen GDG]

(i) Fiir jede Losung u, € C"(R;C) von gilt:
{ue C"(R;C) |ulsst (7.26) } = {u, + up |up € C"(R;C) = wy 16st (7.27) }.

Die Inklusion “2” folgt aus dem Superpositionsprinzip, Bemerkung . (Uberpriifen
Sie, dass auch “C” gilt!)

(ii) Das p in der Notation u, steht fir partikuldr. Die Funktion u, ist eine partikuldre,
d. h., spezielle Losung der GDG ([7.26)).

(iii) Es gilt auch die zu analoge Aussage, die wir dadurch erhalten, dass wir C
durch R ersetzen.

Bemerkung 7.11. [partikuldre Losung der inhomogenen GDG|Seien n € Ny, ag, - . ., an, ¢, €
C so, dass ZZ:O apa® = a,a" + ...+ ara + ag # 0. Dann 16st die Funktion
ot
Ui=U,:R—=C,  Upt) = —mm

S 7.98
> ko A1OF ( )

die GDG

> a W) = a, UM () + ...+ aU(t) + aU(t) = ce™,  VteR (7.29)
k=0
Das folgt durch mehrfaches Ableiten der Funktion U, und Einsetzen in die GDG.
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Beispiel. [allgemeine Losung einer inhomogenen GDG| Wir betrachten die inhomo-
gene GDG

U(t)+ U(t) = ™. (7.30)
Gemiss Bemerkung 16st die Funktion

63t €3t

G =T T3 10

die GDG ([7.30]). Gemiss Proposition ist die allgemeine reellwertige Losung der
homogenen GDG i + u = 0 gegeben durch
up(t) = acos(t) + bsin(t), a,beR.

(Diese GDG ist unterkritisch gedampft, d. h., Fall trifft zu.) Geméss Bemerkung
ist die Losungsmenge von ([7.30|) daher gegeben durch

3t

{ue C*R;R) |ulost (7.30) } = {t —> i_() + acos(t) + bsin(t) |a,b € R} :

Wir betrachten jetzt die inhomogene ((7.29) im Fall n = 2, ay = 1,a9,a; > 0 und f
gegeben durch ein Vielfaches einer Kosinusfunktion.

Bemerkung 7.12. [partikuldre Losung der inhomogenen GDG der Ordnung 2, mit
kosinusférmiger Inhomogenitit] Seien jetzt ag, a1, c,w € [0,00), sodass ay # w? oder
aiw # 0. Wir betrachten die GDG

U(t) + a10(t) + apu(t) = ccos(wt). (7.31)
Wir schreiben in Polarform
re’ = ay — w? +iaw, r € (0,00), ¥ € [0, 7). (7.32)
Wir haben
r= \/(ao — w?)? + adw?. (7.33)

Wir definieren die Funktion
up, : R =R, up(t) == ¢ cos(wt — ). (7.34)
r
Wir zeigen, dass diese Funktion die GDG ([7.31]) erfiillt. Wir definieren U, wie in ([7.28|)

mit as = 1 und a = iw, also

twt

ce
) =
Up(t) —w? +iaw + ag
Ceiwt
= (wegen (7.32) (7.35)
= Ceilot=y), (7.36)
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Wir haben
upy(t) =  Re (ei(“t_w)> (wegen der Eulerschen Formel e = cosx + isin )
r

~Re(U,(t)  (wegen (T30)). (7.37)
Gemiéss Bemerkung lost U = U, die GDG ([7.29)), also

U(t) + a U(t) + agU(t) = ce™*.
Wegen ([7.37)) 16st © = u,, daher die GDG
i(t) + ara(t) 4+ aou(t) = Re (ce™") = ccos(wt),

also ([7.31]), wie behauptet. A

Bemerkung. [komplexe Zahlen| In Bemerkung haben wir erfolgreich komplexe
Zahlen und die Eulersche Formel verwendet, um eine reellwertige Losung einer GDG
mit reellen Koeffizienten zu bestimmen. Komplexe Zahlen kénnen also auch in “reellen”
Situationen niitzlich sein. A

Wir verwenden jetzt die allgemeine Losung der inhomogenen GDG, um den elektrischen
Schwingkreis mit kosinusformiger Wechselspannungsquelle zu beschreiben. Wir fithren
jetzt also Schritt [2] (Beispiel aus:

Beispiel 7.13. [Schwingkreis mit Wechselspannungsquelle, Losung der GDG fiir die
Ladung] Wir betrachten einen gedampften elektrischen Reihenschwingkreis mit Wech-
selspannungsquelle, wie in Beispiel unter (]ED Wir nehmen an, dass die vorgegebene
Spannung U eine Kosinusfunktion der Zeit ist, also

U(t) = Uy cos(wt), wobei Uy, w € [0, 00). (7.38)

(Die Funktion U ist proportional zur Inhomogenitét in der GDG (7.12)). Sie spielt also
nicht die Rolle der komplexwertigen Losung einer GDG wie in Bemerkung [7.11]) Die
GDG (7.12)wird dann zur Gleichung

<c§2 + %Q + %Q) (t) = % cos(wt),  VtER. (7.39)

Die GDG (|7.39) stimmt dann mit (7.31)) iiberein, wobei

1 R U
= — = — = . 4
Qo CL’ a1 IR ¢ I (7.40)
Wir definieren r, v durch ((7.32]),
Qp = Uy
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wie in ([7.34]), die Phasenverschiebung als
7r
oi=y—3 (7.41)

und den Scheinwiderstand als

1 2
7 =1Z,:= \/R2 + <—m + Lw) (7.42)

Wir berechnen

S—— sin(wt — 1) (wegen ((7.34)
,

=Up cos(wt — )

(wegen (|7.33)|7.4047.41)) und — sinz = cos <3: + g))

Ui
:70 cos(wt — ) (wegen ([7.42)). (7.43)

Gemiéss Bemerkung 16st die Funktion @, die GDG ([7.31)), also die GDG ([7.39)).
Die allgemeine Losung der GDG ist gegeben durch

Q= Qn+ Qp,

wobei @y, die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen Gleichung ist. (Warum?)
Gemaiss ([7.7)) ist die Stromstéirke I gegeben durch

I=Q=Qn+Q,=1,+1,  wobeil, := Q.

Wir nehmen jetzt an, dass R > 0. Dann klingt [;, exponentiell ab. Daher ist I asympto-
tisch fiir nach unendlich gehende Zeit durch I, gegeben. (In der Praxis bedeutet das,
dass I nach einer Einschwingphase ndherungsweise durch I, gegeben ist.) Die angelegte
Wechselspannung U (t) = Uy cos(wt) erzeugt im Schwingkreis mit Wechselspannungs-
quelle geméss also (asymptotisch) die Stromstérke

I(t) = L(t) = Q,(t) = % cos(wt — ). (7.44)

Somit haben wir Problem (S.[266|) gelost. A

Bemerkungen. [Schwingkreis mit Wechselspannungsquelle, Losung der GDG]
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=

wo
Abbildung 7.6: Amplitude A, der Stromstéirke in Abhéngigkeit von der Kreisfrequenz
w fiir verschiedene Werte von R.

o Gemadss ist die erzeugte Stromstéirke im Schwingkreis mit Wechsel-
spannungsquelle gegeben durch die um den Winkel ¢ phasenverschobene Span-
nung U geteilt durch den Scheinwiderstand Z. Die Stromstérke fithrt also eine
kosinusférmige Schwingung mit derselben Frequenz wie die angelegte Spannung
aus, aber die Phasen unterscheiden sich. Bis auf eine Phasenverschiebung verhélt
sich ein solcher Schwingkreis also wie die Schaltung, die aus einem Widerstand
besteht, der an eine Batterie geschaltet wird, wobei Z die Rolle des Widerstands
spielt.

e Wir definieren die Figenkreisfrequenz des ungeddmpften Systems wie in ((7.22)) als

1
(JJ()I:\/&_O:E.

Das ist die Kreisfrequenz des idealen (= ungedampften) freien Schwingkreises, der
durch Beispiel @ mit R = 0 gegeben ist. (Das entspricht einem Schwingkreis,
der nur aus einem Kondensator und einer Spule besteht, ohne einen Widerstand.)

Im Fall R # 0 und w = wy ist ¢ gemiiss ([7.41{{7.32)) gleich 0. Die Spannung und
die Stromstérke sind dann also in Phase.

e Die Amplitude der Stromstdrke ist durch

_ Y

A,
Zy,

gegeben. Siehe Abbildung[7.6] Die Amplitude ist genau dann maximal, wenn der
Scheinwiderstand Z,, minimal ist. Das ist genau fiir

W =Wy =

1
vCL
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der Fall. (In diesem Fall ist die Klammer in ((7.42]) gleich null.) In diesem Fall ist
das System in Resonanz mit der Anregung.

e Aus der Formel folgt: Je mehr sich w, die Anregungsfrequenz, von wy,
der Eigenfrequenz des Schwingkreises, entfernt, desto kleiner wird die Amplitude
A,. Fir w — oo und w — 0 konvergiert A, gegen 0. Das Eingangssignal (die
zeitabhéngige Spannung U) wird also abhéngig von der Kreisfrequenz w in ein
starkes oder schwaches Ausgangssignal (die zeitabhéngige Stromstérke I') umge-
wandelt. Der Schwingkreis wirkt darum néherungsweise wie ein Filter, der nur
Frequenzen in der Néhe von wy durchlésst. Diese Eigenschaft wird in Anwendun-
gen genutzt.

e Aus der Formel folgt: Je grosser der Widerstand R, desto kleiner ist die
Amplitude. Der Widerstand hat also eine dampfende Wirkung auf den Schwing-
kreis. Fiir R — oo konvergiert die Amplitude gegen 0. Im Fall w = wy kon-
vergiert sie fiir R — 0 gegen oo. Tatséchlich wéchst im Fall w = wy und
R = 0 die Amplitude der Stromstérke linear mit der Zeit an. (In diesem Fall
ist Qp(t) := gpo-tsin(wot) eine partikulire Losung der GDG (7.39).) Sie wiichst
dann also ins Unermessliche. Es tritt daher die sogenannte Resonanzkatastrophe

C111.

A

7.5 Systeme gew6hnlicher Differentialgleichungen,
Anfangswertprobleme

In diesem Abschnitt betrachten wir Systeme gewdohnlicher Differentialgleichungen. Fin
solches System besteht aus mehreren Differentialgleichungen fiir mehrere Funktionen.
Solche Systeme beschreiben die Wechselwirkung verschiedener physikalischer Grossen.
Ein Beispiel dafiir ist der elektrische Schwingkreis. Wir haben diesen mit Hilfe mehre-
rer Differentialgleichungen fiir verschiedene elektrische Grossen beschrieben. (Daraus
haben wir dann eine einzelne GDG fiir die Ladung @) hergeleitet.) Jede GDG kann als
ein System von GDG erster Ordnung umgeschrieben werden.

In Anwendungen beschreiben gewohnliche Differentialgleichungen alleine ein physika-
lisches System meistens noch nicht vollstdandig. Das System wird jedoch oft vollstéandig
beschrieben, wenn wir zusétzlich zur Differentialgleichung noch Anfangsbedingungen
hinzunehmen. Diese Bedingungen werden oft durch den experimentellen Aufbau vor-
gegeben. Dadurch erhalten wir ein Anfangswertproblem. Fiir ein lineares System von
GDG erster Ordnung existiert eine eindeutige Losung des Anfangswertproblems. Im
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Fall konstanter Koeffizienten kann diese Losung mittels Matrixexponentiation ausge-
driickt werden.

In diesem Abschnitt schreiben wir einen Punkt X € R™ als
X =(X°...,x"").

(Der obere Index lduft also von 0 bis n — 1.) Seien m,n € Ny und I ein offenes
Intervall. Wir nennen eine Funktion U : I — R" differenzierbar g. d. w. fiir jedes
i € {0,...,n — 1} die Komponente U® : I — R" differenzierbar ist. In diesem Fall
definieren wir .
UO
U= :
Un—l

Definition. Ein System von m gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung
fiir n Funktionen von I nach R ist eine Gleichung fiir eine differenzierbare Funktion
U:1—R" der Form

ot U®t),U1) =0, Vtel,

wobei ® : I x R" x R™ — R™ ecine feste Funktion der Variablen t, X,Y ist, die nicht
beztiglich Y konstant ist. Wir nennen ein solches System linear g. d. w. es eine Funktion
F: 1 — R™ gibt, sodass fiir jedest € I die Funktion (X,Y) — ®(¢t,X,Y)+ F(t) linear
15t.

Analog definieren wir den Begriff eines Systems von GDG erster Ordnung fir n Funk-
tionen von I nach C und Linearitdit eines solchen Systems.

Wir nehmen jetzt an, dass das System linear ist. Falls F' wie oben konstant gleich 0
gewdhlt werden kann, dann heisst das System homogen, sonst inhomogen. Die Funk-
tion F' heisst die Inhomogenitét (oder Quellterm) der GDG.

Bemerkung. Die Funktion F' wie oben ist eindeutig bestimmt (falls sie existiert).

Beispiel. [mehrstufiger radioaktiver Zerfall] Wir betrachten eine radioaktive Substanz
So, die iiber die Zwischenstufen 57, ..., S,_s in eine stabile Substanz S,,_; zerfillt. Wir
schreiben:

U'(t) := Anzahl Atome der Substanz S; zum Zeitpunkt ¢ [

a; := Zerfallskonstante der Substanz S;

4Tm Zusammenhang mit Systemen von GDG verwenden wir einen oberen Index fiir die i-te ge-
suchte Funktion. Das stimmt mit der Konvention der Physik iiberein, einen oberen Index fiir die
Komponenten eines Vektors zu verwenden. Wenn die Gefahr besteht, den oberen Index mit einer
Potenz zu verwechseln, werden wir einen unteren Index verwenden.
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Der mehrstufige Zerfall wird durch folgende GDG beschrieben:
UO = —CL()UO
Ul = aoUO —alUl
(7.45)
Un—2 _ an_gU”_S _ an—QUn_2

Unfl — an72Unf2

Wir definieren

—ag o --. 0
UO ao :
U:= : :R—=R", A= 0 "-. ,
n—1 .
U . —Ap—2 0
0 0 ap—2 0

O(t,X,Y) =Y — AX.

(7.45)) ist entspricht dem System gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung
gegeben durch

O(t,Ut),U(t)) =0, Vt,
d.h. U= AU. (7.46)

Dieses System von GDG ist homogen linear.

Beispiel. [System von GDG] Wir betrachten den elektrischen Schwingkreis mit Wech-
selspannungsquelle, siehe Beispiel [7.3] Wie wir gesehen haben, wird der Schwingkreis

durch die Gleichungen (7.7} 7.11)) fir die elektrischen Grossen Q, I, Ug, Ug, Uy,

beschrieben. Diese Gleichungen formen ein inhomogenes lineares System von GDG. Die
Inhomogenitéit enthélt die angelegte Spannung U.

Bemerkung. In diesem Beispiel enthalten 3 Gleichungen keine Ableitungen. Das ist
gemdss unserer Definition eines Systems von GDG erlaubt. Gewisse Autoren/innen
von Biichern schliessen solche Systeme jedoch aus.

Wir betrachten jetzt eine Funktion ¢ : I x R**! — R und die entsprechende GDG der
Ordnung n,
e(t,u),a(t),...,u™ (@) =0, Vtel (7.47)

Wir kénnen diese GDG als ein System von GDG erster Ordnung umgeschreiben:
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Bemerkungen 7.14. [Umschreiben einer GDG als ein System erster Ordnung]

(i) Wir definieren die Funktion

Yo — X!
Yl _X2
d:IxR"xR" = R", & X,Y):= :
Yn—2 _Xn—l
o(t, X, Y1)

SeiU = (U,...,U"") : I — R" eine Funktion und u := U°. U ist differenzierbar
und 16st das System von GDG

o(t,U®1),U(1) =0, Vtel

genau dann, wenn die Funktion u n-mal differenzierbar ist, die Gleichheiten

erfiillt und die GDG ([7.47) 16st.

(ii) Wir nennen eine GDG explizit, wenn sie die Form
W™ =(u,. WY)Wt (7.48)
hat. Wir betrachten jetzt eine solche GDG. Wir schreiben
R™" := {m x n-Matrix mit Eintréigen in R}.
Wir nehmen an, dass die GDG linear ist. Dann gibt es Funktionen f,ag,...,a,_1 :

I — R, sodass

n—1
(2. 2" = - Z ar(t)z® + f(t), Vt.
k=0

Wir definieren die Funktionen

010 0 .
A= [ TS R™M F o= 0 [ R
0 0 1 ;
—ag —0an—1

(7.49)



KAPITEL 7. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN,
290 ANWENDUNG AUF DIE MECHANIK UND DIE ELEKTROTECHNIK

Eine Funktion U = (UY,...,U" ") : I — R" ist differenzierbar und 1ést das
System von GDG ‘
U=AU+F

genau dann, wenn die Funktion u := U n-mal differenzierbar ist, die Gleichheiten
u® =U* k=1,...,n—1,
erfiillt und die explizite lineare GDG

—_

n—

u® = =N a(pu® + f(1), Vel
0

B
Il

16st. Wir haben somit eine explizite lineare GDG als ein explizites lineares System
von GDG erster Ordnung umgeschrieben.

(iii) Es gelten auch zu den obigen Bemerkungen analoge Bemerkungen fiir GDG fiir
komplexwertige Funktionen.

Beispiel 7.15. [Umschreiben] Wir kénnen die explizite lineare GDG
U= —u

umschreiben als das System von GDG fiir eine vektorwertige Funktion U : R — R?
gegeben durch

: .. (0 1
U = AU, wobei A := (_1 O> )

We schreiben u := U°. Geméss Bemerkung 16st die Funktion U das Gleichungs-

system U = AU genau dann, wenn
w="U' i=-u
Sei [ ein Intervall, to € I, ® : [ x R" x R® — R™ eine Funktion und U, € R™. Das
zugehorige Anfangswertproblem ist gegeben durch
o, U®1),Ut) =0, Vtel,
Ulto) = Up.
Wir betrachten jetzt den Fall m = n.

Satz 7.16 (Existenz- und Eindeutigkeit der globalen Losung eines linearen Systems

von GDG). Seien A : I — R™™ und F : I — R" stetige Funktionen. Das Anfangs-
wertproblem

U

Ulto)

besitzt eine eindeutige Losung U € CH(I;R™).

AWU +F(t), Wtel, (7.50)
Us. (7.51)
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Beweis: [Tes12, Theorem 3.9, p. 81]. Fiir den Fall, dass A konstant ist, siehe auch
[Stral Satz 5.6.1, S. 104]. O

Bemerkung. Die in diesem Satz beschriebene Losung ist global definiert, d. h. auf
dem ganzen Intervall I.

Mit Hilfe der oben beschriebenen Reduktion einer GDG auf ein System von GDG
erster Ordnung impliziert dieser Satz, dass jede lineare GDG eine eindeutige globale
Losung hat:

Korollar 7.17 (Existenz- und Eindeutigkeit der globalen Losung einer linearen GDG).

Seien f,ag,...,a,_1 : I — R stetige Funktionen und u, . .. ,ug_l € R. Das Anfangs-
wertproblem
n—1
u® 43 aptpu® = ft), Vel (7.52)
k=0
ub (ty) =uk,  Vke{0,...,n—1}, (7.53)

besitzt eine eindeutige Lisung u € C™(R;R).

Bemerkung. Es gilt auch ein analoges Resultat fiir GDG fiir komplexwertige Funk-
tionen.

Beweis des Korollars Existenz: Wir definieren A und F' wie in (7.49) und

Up
UO =

n—1
Ug

Geméss Satz gibt es eine Losung U = (U°,...,U"") € C'(I;R") des Anfangs-

wertproblems (7.50}{7.51)) . Gemiiss Bemerkung ist die Funktion u := U° n-mal
differenzierbar, 16st die GDG ([7.52)) und erfiillt

WP =UF k=1,....n-1
Mit Hilfe der Anfangsbedingung ([7.51]) folgt daraus, dass
u® (to) = ul, Vk e€{0,...,n—1},

d. h., uerfiillt die Anfangsbedingungen (7.53)). Da v die GDG (7.52) 16st und w, . .., u" ™V aq, ..., an_1, f
stetig sind, ist u n-mal stetig differenzierbar. Das zeigt, dass ein u mit den gewiinschten
Eigenschaften existiert.
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Eindeutigkeit von u folgt mittels eines d&hnlichen Arguments aus der Eindeutigkeits-

aussage von Satz und Bemerkung [7.14|(ii). Das beweist Korollar [7.17} O

Beispiel 7.18. Das Anfangswertproblem

i +u =0,
u(0) =1, w(0) =0
besitzt die eindeutige Losung
U = COS.
Dass diese Funktion das Anfangswertproblem 16st, folgt durch Nachrechnen. Dass es

die einzige Losung ist, folgt aus Korollar [7.17]

Bemerkungen. Um die Losung eines Anfangswertproblem fiir eine homogene linea-
re GDG mit konstanten Koeffizienten zu finden, kénnen wir die folgende Strategie
verwenden:

e Bestimme die allgemeine Losung der GDG mittels Satz [7.8] Wir schreiben diese
Losung als eine Linearkombination der Basisfunktionen .

e Die Anfangsbedingungen liefern ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizien-
ten der Linearkombination. Wir 16sen dieses Gleichungssystem mit einer Methode
aus der Vorlesung Lineare Algebra (zum Beispiel mit Gauflelimination).

Im reellen Fall mit n = 2 kénnen wir statt Satz die Proposition [7.9] verwenden.

Beispiel. Wir verwenden diese Strategie, um die eindeutige Losung des Anfangswert-
problems

i +u =0,
u(0) =1, w(0) =0 (7.54)

zu bestimmen. Geméss Proposition ist die allgemeine reellwertige Losung der GDG
i+ u = 0 gegeben durch

u = a cos +bsin, a,beR.

(Wir sind im unterkritischen Fall (a).) Durch Einsetzen in (7.54) erhalten wir das
folgende lineare Gleichungssystem fiir die Koeffizienten a, b:

1 =u(0) = acos(0) + bsin(0) = a,

0=14(0) = —asin(0) + bcos(0) = b.
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Wir erhalten also
u=1-cos+0-sin = cos.

(Vergleiche mit Beispiel [7.18])

Obwohl gemiss Korollar das Anfangswertproblem fiir eine lineare GDG eine ein-
deutige Losung besitzt, gibt es fiir gewisse dieser Losungen keine explizite Formel,
selbst wenn die GDG homogen ist. Um das zu prézisieren, sagen wir, dass eine Funkti-
on einer (reellen) Verdnderlichen Liouville-Typ hat (oder eine explizite Formel zuldsst)
g. d. w. wir sie in endlich vielen Schritten aus konstanten Funktionen und der Exponen-
tialfunktion gewinnen koénnen, indem wir die arithmetischen Operationen +, —, X, +
anwenden, allgebraische Gleichungen 16ser['”| und Stammfunktionen nehmen.

Beispiele. [explizite Formel] Beispiele von Funktionen von Liouville-Typ sind Poly-
nome, trigonometrische Funktionen wie zum Beispiel
) eix _ e—ix
sin(x) =
(z) 5
und die Funktionen

flx) =+ver+z, f(z):= / e~ dt.
0
Beispiel 7.19. [Losung einer GDG ohne explizite Formel]Seien u),u} € R. Gemiiss
Korollar besitzt das Anfangswertproblem

i(t) + tu(t) =0, u(0) = ug, u(0) = u}

eine eindeutige Losung. Fiir gewisse Wahlen von u) und u} ist diese Lésung jedoch nicht
vom Liouville-Typ, d. h., es gibt keine explizite Formel dafiir. Das ist ein schwierig zu
beweisender mathematischer Satz.

Bemerkungen. [explizite Formel, numerische Methoden)]

e Im Gegensatz zum obigen Beispiel gibt es fiir die allgemeine Losung einer homo-
genen linearen GDG mit konstanten Koeffizienten eine explizite Formel. Geméss
Satz ist diese Losung némlich eine Linearkombination der Basisfunktionen
wi(t) = thetit,

e Wir kénnen die Losungen einer GDG mit Hilfe von numerischen Methoden be-
liebig genau berechnen, selbst dann, wenn es keine explizite Formel dafiir gibt.
Siehe das Fach Numerische Methoden (ITET, 4. Semester). Das Fach Numeri-
cal Methods for Partial Differential Equations (RW, Grundlagenfach) behandelt
numerische Verfahren fiir partielle Differentialgleichungen (siehe Analysis 3).

5wie zum Beispiel die Gleichung f(t)® + f(t) +t =0
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Bemerkung. Korollar besagt, dass das Anfangswertproblem fiir eine lineare GDG
eine globale, d. h. fiir alle Zeiten definierte, Losung besitzt. Fiir nichtlineare GDG ist
das im Allgemeinen falsch. Zum Beispiel besitzt das Anfangswertproblem (AWP)

U= u? u(0) =1
keine globale Losung. Das folgt aus der Tatsache, dass die Funktion
u:(—o00,1) = R, u(t) == ——

dieses Anfangswertproblem 16st und dass je zwei Losungen auf dem Durchschnitt ihrer
Definitionsbereiche {ibereinstimmen. (Das ist die Eindeutigkeitsaussage des Satzes von
Picard-Lindel6f. Siehe [Stral, Satz 6.5.1, S. 145].) Intuitiv besitzt das AWP keine globale
Losung, weil die Losung u(t) := = zur Zeit t = 1 explodiert, d. h., gegen oo geht.

Falls die matrixwertige Funktion A konstant ist und F' = 0, dann kénnen wir die

eindeutige Losung des Anfangswertproblems (7.50[/7.51)) mittels Matrixexponentiation
ausdriicken. Um diese Exponentiation zu erkldren, brauchen wir das Folgende. Seien

A1, -y A € C. Wir schreiben die Diagonalmatrix mit diagonalen Eintragen Ay, ..., A,
als
M O - 0
. 0 :
diag (A1, ..., ) = '
: - 0
0 -+ 0 M\,
Im Fall A\; = --- = A, ist das die Einheitsmatrix

1:= 1, :=diag(l,...,1).

Bemerkung. In [Stra] wird diese Matrix mit “id” bezeichnet. Ich verwende dafiir 1,
um einen Konflikt mit der Notation “id” fiir die Identitdtsabbildung zu vermeiden.

Seien M, M, € C™*"_fiir £ € No. Wir sagen, dass die Folge (M;)sen, gegen M konver-
giert g. d. w. fir alle i € {1,...,m und j € {1,...,n} die Folge (<Mf)ij)£eNo gegen
M ij konvergiert. In diesem Fall schreiben wir

M = lim M,.

£—r00
Definition (Matrixexponential). Fiir jede Matriz X € C"*" definieren wir thr (Matrix-
Jexponential als die Matriz

() Xk L Xk

= lim

X . . I _
= Bxp(X) = o= lim 2 hl

k=0

(7.55)
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Bemerkungen. e Wir verwenden hier die Konvention

X0.=1, VX e C,

e Mit Hilfe von [Stra, Beispiel 3.7.2, S. 42] kann gezeigt werden, dass der Limes in

existiert.
Beispiel 7.20. [Matrixexponential] Seien Ay, ..., A, € C. Fiir die Diagonalmatrix
X = diag ()\1, e ,)\n)
ist das Exponential gegeben durch
e® = Exp(X) = diag (e)‘l, o ,e)‘") )

(Rechnen Sie das nach!)

Sei A € C™.

Definition (Fundamentallosung). Wir definieren die Fundamentallosung des Systems
von GDG U = AU als die matrizwertige Funktion

$:R—C™™, () := Exp(At).

Proposition 7.21 (Fundamentallosung). (i) Die Funktion ® ist glatt, d. h. beliebig
oft differenzierbar.

(i) Die Ableitung von ® ist gegeben durch
d(t) = Ad(t) = D(H)A,  VteR.

Bemerkung. Im Fall n = 1 kénnen wir die 1 x 1-Matrix A mit ihrem einzigen Eintrag
identifizieren. Die Fundamentallssung ®(t) = e ist dann die gewthnliche Exponenti-
alfunktion mit Wachstumskonstante A.

Die folgende Bemerkung werden wir im Beweis der Proposition verwenden.

Bemerkung 7.22. [Ableitung einer Potenzreihe] Gemiss Korollar [iist jede durch eine
Potenzreihe definierte Funktion im Innern ihrer Konvergenzkreisscheibe differenzierbar
mit Ableitung gegeben durch gliedweises Differenzieren. Der Konvergenzradius der
abgeleiteten Potenzreihe stimmt mit dem der urspriinglichen Potenzreihe iiberein. Das
folgt aus dem Beweis von [Stral Satz 5.4.2, S. 93]. Daraus folgt, dass die Potenzreihe
im Innern ihres Konvergenzgebiets glatt ist.
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Beweis der Proposition [7.21; Beweis von : Seien 7,7 = 1,...,n. Wir schreiben

(&)
ar ‘= \ 5+ .
K

Der Ausdruck

=> at (7.56)

ist eine Potenzreihe in t € R.m Da diese Potenzreihe fiir jedes ¢t € R konvergiert, ist
ihr Konvergenzbereich gleich R. Geméss Bemerkung ist die Potenzreihe daher auf
ganz R glatt. Das beweist .

Beweis von (ii): Geméss Bemerkung ist die Ableitung der Potenzreihe ([7.56))
gegeben durch

() = kapt™!
k=0
k k k—1
(i > :
1

(A@)Z (t)

Mg

i

i
1)
J

Daraus folgt, dass

Eine analoge Rechnung zeigt, dass

Das beweist und schliesst den Beweis der Proposition ab. UJ

Sei Uy € C". Wir definieren die Funktion

U:=dU;:R—C".

16Djese Potenzreihe nimmt komplexe Werte an.
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Korollar 7.23 (Fundamentallosung). Diese Funktion ist glatt und lost das Anfangs-
wertproblem

Beweis des Korollars Aus Proposition folgt, dass U glatt ist. Es gilt

U= (@)
= o,
= ADU, (geméss Proposition [7.21](i) )
= AU.
Wir schreiben
0 --- 0
0= :
0 0
¢ 01
fiir die n x n-Nullmatrix. Es gilt Exp(0) = o + o1 + 0 und darum
k=1

Das beweist Korollar [7.23] [J

Falls A diagonal ist, also die Form A = diag (/\1, e )\n) hat, dann ist die Fundamen-
tallosung des Systems von GDG U = AU gemiiss Beispiel gegeben durch

®(t) = Exp(At) = diag (e’\lt, . ,e’\”t) )

In der allgemeinen Situation ist die Fundamentalldsung mittels der Formel ®(t) =

Exp(At) =2, % miithsam zu berechnen. Falls A jedoch diagonalisierbar ist, dann
kénnen wir die Rechnung stark vereinfachen, indem wir sie auf den diagonalen Fall

reduzieren. Siehe Korollar [7.25] Dieses Korollar folgt aus dem néchsten Resultat.

Proposition 7.24 (Exponential einer mit einer Matrix konjugierten Matrix). Seien
M, T € C™™ Matrizen, wobet T invertierbar ist. Es gilt

Exp (TMT™") = T Exp(M)T~".

Bemerkung. TMT~! heisst die mit T konjugierte Matriz M. Proposition sagt,
dass das Exponential der mit 7" konjugierten Matrix M das mit 7" konjugierte Expo-
nential der Matrix M ist.
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Beweis der Proposition [7.24: Es gilt

(TMT Y =TMT'TMT™' - . TMT ' =TM*T™',  Vk €N, (7.57)
Exp(mr ) = § LMT

Lok
=lim T ZF T (wegen (7.57))
£ !

Lok
= (lim —) T (da Konjugieren mit T stetig ist)

Das beweist Proposition [7.24] O

Korollar 7.25 (Fundamentallosung fiir eine diagonalisierbare Matrix). Sei A eine dia-
gonalisierbare Matriz, d. h., es gibt eine invertierbare Matriz T € C™*™ und Ay, ..., \, €
C, sodass

A =T diag ()\1, e /\n)T_l.
Dann ist die Fundamentallosung des Systems von GDG U = AU gegeben durch
®(t) = Exp(At) = Tdiag (eM',...,eM") TN

Bemerkung. Dieses Korollar liefert eine einfache Formel fiir die Fundamentallosung
im Falle einer diagonalisierbaren Matrix A.

Beweis des Korollars Es gilt

Exp(At) = Exp (T diag (Ait, ..., Ayt) T7Y)
=TExp (Mt,...,A\ut)T7? (geméss Proposition [7.24])
= T diag (eM',...,eM") T (gemiss Beispiel [7.20)).
Das beweist das Korollar [.25 [J

Um die Fundamentallsung fiir eine diagonalisierbare Matrix A zu berechnen, brauchen
wir auch noch die folgende Proposition aus der linearen Algebra.
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Proposition 7.26 (Eigenwerte und -vektoren). Seien T' € C"*" eine invertierbare
Matriz und My, ..., N\, € C. Wir schreiben T} fiir die j-te Spalte der Matriz T'. Die
Gleichheit

A=Tdiag(\,...,\,) T7* (7.58)

gilt genau dann, wenn fiir jedes j = 1,...,n die Spalte T; ein Figenvektor von A zum
Figenwert \; ist.

Beweis von Proposition Wir zeigen die Implikation “<=". Wir nehmen an,
dass fiir jedes j = 1,...,n die Spalte T} ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; ist.
Dann gilt fiir jedes j, dass AT; = T;\; und darum dass

AT =T diag (A1, .., \n) -

Daraus folgt die Gleichheit ([7.58)).

Die umgekehrte Implikation “=" folgt aus einem &hnlichen Argument. Das beweist
Proposition [7.26] O

Im néchsten Beispiel berechnen wir die Eigenwerte und -vektoren einer Matrix. Diese
Berechnungen werden wir im Beispiel verwenden.

Beispiel 7.27. [Erinnerung an Lineare Algebra: charakteristisches Polynom einer Ma-
trix, Eigenwert und -vektor| Das charakteristische Polynom der Matrix A := ( ? ; )
ist gegeben durch

pa(A) :=det(A1l — A)

= det< <)\__12) ()\__12) )

=A=2)A=2)—(=1)-(=1)
=2 —4)\+3.

Die Eigenwerte von A, d. h. die Nullstellen von py4, sind

4++/42—-4-3

A =3, =L (7.59)

a= (D). a=(h)

sind Eigenvektoren zu A\; und \,.

Die Vektoren
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Bemerkung. [charakteristisches Polynom| In gewissen Biichern wird das charakte-
ristische Polynom von A durch pa(A\) := det(A — A1) statt det(A\1 — A) definiert.
Dieses Polynom unterscheidet sich von der hier verwendeten Definition durch den Fak-
tor (—1)". Die beiden Polynome haben die gleichen Nullstellen. Darum kénnen wir
sie beide verwenden, um die Eigenwerte von A zu bestimmen. Der Vorteil der hier
verwendeten Definition ist, dass der Leitkoefﬁzienﬂ gleich 1 ist.

Beispiel 7.28. [Fundamentallosung fiir eine diagonalisierbare Matrix, Anfangswert-
problem] Wir betrachten die Matrix

()

(i) Mit Hilfe von Korollar und Proposition berechnen wir die Fundamen-

tallosung fiir das lineare System von GDG U = AU. Wir definieren A1, Ay wie in

(7.59) und vy, v, wie in (7.60). Die Matrix T := (v1 v3) = (1 _11> ist inver-

tierbar. Aus Proposition und Beispiel folgt, dass die Gleichheit ([7.58])
gilt. Gemaéss Korollar gilt daher

-1
. G o (1 1Y, 11
O(t) = Exp(At) = T diag (e)‘ t et t) Tt = (1 _1) diag (e3t, et) (1 _1> .
(7.61)

(ii) Wir betrachten jetzt das Anfangswertproblem

U:AU, U(O):U():ih:(})

Gemiss Korollar und der Formel (7.61)) aus Teil (i) ist die Losung dieses
Problems gegeben durch

A1t
U = ®U, = T'diag (eM',e™") (T = (1,0)) =T (60 ) = eMiy; = ¥ G) :

1"Das ist der Koeffizient zur hochsten Potenz der Variablen, die im Polynom auftritt. Fiir das
charakteristische Polynom ist diese Potenz gegeben durch A\".



Kapitel 8

Differentialrechnung im R"

Dieses Kapitel entspricht [Stral Kapitel 7]. Wir betrachten in diesem Kapitel eine
vektorwertige Funktion f mehrerer Verdnderlicher. Fiir eine solche Funktion definieren
wir Begriff einer partiellen Ableitung, welche die gewohnliche Ableitung einer Funktion
einer Variable (wie in Analysis 1) verallgemeinert. Die partielle Ableitung von f nach
der i-ten Variable ist die gewohnliche Ableitung der Funktion einer Variable, die wir
aus f erhalten, indem wir alle Variablen ausser der i-ten festhalten.

Partielle Ableitungen treten zum Beispiel in der Divergenz eines Vektorfeldes auf. Die
Divergenz kommt im Satz von Gaufl vor, den wir in dieser Vorlesung behandeln werden.

8.1 Partielle Ableitungen und Differential

Um den Begriff einer partiellen Ableitung einer vektorwertigen Funktion zu definieren,
brauchen wir die folgende Definition. Sei U eine offene Teilmenge von R, p € N,

a1
g= : U —RP
9p

eine Funktion und yo € U.

Definition 8.1 (Differenzierbarkeit und Ableitung einer vektorwertigen Funktion einer
Variable). Wir nennen g an der Stelle yq EI differenzierbar g. d. w. jede Komponente g;
im Punkt yo differenzierbar ist (im Sinn der Analysis 1). In diesem Fall definieren wir

Loder im Punkt yo oder schlichtweg in 1

301
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die Ableitung von g im Punkt vy als den Vektor

91(%o)
q'(yo) == :
95(¥0)

Bemerkungen. [oberer und unterer Index fiir Komponente eines Punktes|

e In der mehrdimensionalen Analysis verwenden wir bei theoretischen Betrachtun-
gen, also z.B. in Definitionen und Sétzen, meistens einen oberen Index fiir die
Komponenten eines Punktes. Wir schreiben also die i-te Komponente von x € R
als

'
Das hat den Vorteil, dass die untere Position frei bleibt und daher durch einen
weiteren Index besetzt werden kann. Auf diese Weise konnen wir z.B. die i-te
Koordinate eines Punktes zp € R™ elegant als ) schreiben, ohne Klammern
verwenden zu miissen.

e Der Ausdruck zj, kann nur als die i-te Komponente von x, verstanden werden,
nicht als eine Potenz, da xy (im Fall n # 1) keine Zahl ist. Es besteht hier also
keine Gefahr, den Index mit einem Exponenten zu verwechseln.

e Der obere Index fiir die Komponenten eines Punktes stimmt mit der Konvention
der Physik {iberein, einen oberen Index fiir die Komponenten eines Vektors zu
verwenden.

e Zur besseren Lesbarkeit werden wir manchmal abweichend einen unteren Index
fiir die Komponenten verwenden. Insbesondere tun wir das in konkreten Beispie-
len, in denen ein oberer Index die Bedeutung einer Potenz hat.

Seien nun n,p € N, U eine offend’] Teilmenge von R™ und f : U — RP eine Funk-
tion. Das bedeutet, dass f eine vektorwertige Funktion mehrerer Verédnderlicher ist.
Wir schreiben 27 fiir die j-te Koordinate eines Punktes x € R™ und f* fiir die i-te
Komponente von f. Das bedeutet, dass

fit . am)
f(z) = : , Vo e U.
fP(zt, ... ™)

Sei g € U und j € {1,...,n}.

2siehe Definition m
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Abbildung 8.1: Carl Gustav Jacobi, 1804—1851, preussischer Mathematiker.

Definition 8.2 (partielle Differenzierbarkeit, partielle Ableitung, Jacobi-Matrix). Wir
nennen f an der Stelle x( partiell nach der j-ten Variable 27 differenzierbar g. d. w. die

Funktion ‘ .
g(y) ::f(xé7'"7x‘6717y7x‘6+17"'7x8/> (8'1)

im Punkty = xé im Sinn der Deﬁm’tz’on differenzierbar ist. In diesem Fall definieren
wir die partielle Ableitung von f nach der j-ten Variable im Punkt xq als die Ableitung
von g im Punkt xj,. Wir schreiben diese partielle Ableitung als

fei(x0) = Djf(x0) := 0;f(xg) := %(mo) = g'(az%) € RP. (8.2)

Wir sagen, dass f im Punkt xq partiell differenzierbar ist ¢g. d. w. f im Punkt xq nach
jeder Variablen partiell differenzierbar ist. In diesem Fall definieren wir die Jacobi-
Matrix von f im Punkt xq als die Matriz

fulzo) -+ fin(xo)
Jf(x()) = ( fml(xO) fxn($o) ) =
ol (zo) -+~ fan (z0)

Wir nennen f partiell differenzierbar ¢. d. w. f in jedem Punkt von U partiell dif-
ferenzierbar ist. In diesem Fall definieren wir fir jedes j € {1,...,n} die partielle
Ableitung von f nach der j-ten Variable als die Abbildung

ij U —R?P
gegeben durch (8.2)).

Die Jacobi-Matrix ist nach Carl Gustav Jacobi benannt, siehe Abbildung
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Beispiele 8.3. [partielle Differenzierbarkeit, partielle Ableitung, Jacobi-Matrix|

(i)

(iii)

Fiir die bessere Lesbarkeit verwenden wir jetzt einen unteren Index fiir die Kom-
ponenten eines Punktes. Wir definieren

U :=R? f:U—>R, f(z) = f(zq,29) = 216"
Sei p € U. Wir definieren
g:R=R, g(y) = f(y,p2) = ye™.

Diese Funktion ist im Punkt p; differenzierbar (im Sinn von Analysis 1). Daher
ist f im Punkt p partiell nach der ersten Variable differenzierbar mit partieller
Ableitung

f:m(p) = le(phm) = g'(pl) = eP2?,

Ein dhnliches Argument zeigt, dass f im Punkt p partiell nach der zweiten Va-
riable differenzierbar ist mit partieller Ableitung

fas(p) = pre??.

(Uberpriifen Sie das!) Die Jacobi-Matrix von f im Punkt p := (2,0) ist gegeben
durch
Tp((2,0) = (fur () foa(p)) = (1 2).

Wir definieren

U:=R? f:U—R f(x) == f(z,29) := ( ol ) :

sin(xz)

Diese Funktion ist in jedem Punkt p € U partiell nach beiden Variablen differen-
zierbar mit partiellen Ableitungen

= () = (20

Die Jacobi-Matrix von f im Punkt p := (2,0) ist gegeben durch
1 2
U2 0) = 1) o)) = () 7).

Wir definieren

U:=R? f:U—=R, f(x) == |z1 + 2.
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Sei p € U so, dass ps # —p;. Dann ist f im Punkt p partiell nach beiden Variablen
differenzierbar mit partiellen Ableitungen

B 1, falls pp > —py
falr) = ) = { b pER

Sei p € U jetzt so, dass ps = —p;. Dann ist f im Punkt p nach keiner der beiden
Variablen partiell differenzierbar. (Warum?)

Wir behandeln jetzt die totale Ableitung einer Funktion f mehrerer Variablen in einem
Punkt xg. Das ist eine lineare Abbildung, welche f — f(xy) in der Néhe von xy unter
allen linearen Abbildungen am besten annéhert. Die Ableitung ist daher die Linearisie-
rung on f im Punkt (. Lineare Funktionen und “lineare Probleme” sind einfacher zu
handhaben als nichtlineare. Linearisierung spielt deshalb eine grosse Rolle in Anwen-
dungen. Zum Beispiel gibt es eine Formel fiir die allgemeine Losung einer homogenen
linearen gewohnlichen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. (Siehe Satz

in Abschnitt )

Wir definieren die euklidische Norm wie in ([1.7)). Seien n, p € N, U eine offene Teilmenge
von R", f : U — RP eine Funktion und zg € U.

Definition 8.4 ((totale) Differenzierbarkeit in einem Punkt). Wir nennen f an der
Stelle z( (total) differenzierbar ¢. d. w. es eine lineare Abbildung A : R™ — RP gibt,
sodass sodass

— Hf(l’) — f(wo) — A(x — IO)H

[l = ol

g(x) =0  firz— xo. (8.3)

Wir nennen f (total) differenzierbar g. d. w. f an jeder Stelle in U differenzierbar ist.

Bemerkung. Die Funktion g ist auf U \ {zo} definiert. (Im Punkt = = z, ist sie nicht
definiert, da der Nenner ||z — x| gleich 0 ist.) Der Punkt x( liegt im Abschluss von
U\ {zo}. Die geforderte Konvergenz ist daher sinnvoll. (Siehe Definition [1.25)

Proposition 8.5 (Jacobi-Matrix). (i) Falls f an der Stelle xy differenzierbar ist,
dann ist f an der Stelle xq partiell differenzierbar.

(ii) Falls A eine lineare Abbildung ist, welche die Bedingung in Deﬁm’tion erfillt,
dann ist A durch Matrizmultiplikation mit der Jacobi-Matriz von f im Punkt xg
gegeben,

A = Jg(xg)- : R = RP.

Beweis: Das folgt aus einem Argument wie im Beweis von [DK04al Lemma 2.2.3 p. 44].
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fg(ko) Dﬁ(x‘o)v 7[

2

Xo U™

Abbildung 8.2: Das Differential einer Funktion f : R — R.

Bemerkung. [Jacobi-Matrix] Aus dieser Proposition folgt, dass A eindeutig ist (falls
es existiert).

Definition 8.6 (Ableitung in einem Punkt). Wir nennen die lineare Abbildung A (wie
in Definition die (totale) Ableitung (oder das Differential) von f im Punkt z.
Wir schreiben dafiir

df (xg) := D f(xg) := A.

Abbildung [8.2] verdeutlicht diese Definition. df (xo)v ist eine Néherung fiir die Differenz
f(zo+v) — f(xo). Wir kénnen df (zo) daher als die Linearisierung von f im Punkt zg
auffassen. df (x¢)v stimmt mit der Richtungsableitung von f in Richtung v (im Punkt
xg) iiberein. Diese Richtungsableitung ist die Ableitung der Funktion ¢ — f(z¢+tv) im
Punkt ¢ = 0. (Siehe Definition [8.17}) Das Differential beschreibt daher die Ableitung
von f in jede Richtung.

Bemerkungen 8.7. [Ableitung einer Funktion in einem Punkt]

(i) Sei n = 1. Dann ist die Funktion f an der Stelle z, differenzierbar im Sinn von
Definition [8.4] g. d. w. sie an dieser Stelle differenzierbar ist im Sinn von Analysis
1. In diesem Fall gilt
df (xo) = f'(x0)- : R > R

(Multiplikation mit dem Vektor f’(zy)). (Im Fall p = 1ist f'(x() eine reelle Zahl.)

(ii) In Analysis 1 wurde die Ableitung einer Funktion f : R — R im Punkt x definiert

als
F(zo) = lim L2 =T @0)

T—x0 T — xo



8.1. PARTIELLE ABLEITUNGEN UND DIFFERENTIAL 307

(i)

(iv)

Naiv kénnten wir daher versuchen, diese Definition auch fiir Funktionen f : R™ —
RP zu verwenden. Fiir n > 2 ergibt das allerdings keinen strikten Sinn, da wir
einen Vektor in RP nicht durch einen Vektor in R™ teilen koénnen. Definition
ist der mathematisch sinnvolle Ersatz fiir die naive Definition.

Erkldrung dafiir: Geméss Proposition entspricht die Ableitung df (zo) der
Jacobi-Matrix J¢(zo). Da Matriz mal Vektor = Vektor, ist die Idee, dass

“Vektor/ Vektor = Matrix”.
Heuristisch ist der (nicht prézise definierte) “Quotient J@)=J@0)» qaher eine Ma-

r—xg
trix, die wegen der Bedingung ({8.3)) fiir x — xo gegen die Jacobi-Matrix von f
im Punkt zy konvergiert. Das erklart, warum Definition [8.4] ein sinnvoller Ersatz

fiir die naive Definition mittels eines Grenzwertes von Differenzenquotienten ist.

Das Wort heuristisch kommt vom altgriechischen Wort ebploxw = heurisko =
ich finde, entdecke. In der obigen heuristischen Erkldrung ging es darum heraus-
zufinden, warum eine bestimmte lineare Abbildung eine sinnvolle Verallgemeine-
rung der Ableitung einer Funktion einer Variablen darstellt. Es handelt sich dabei
nicht um ein prézises mathematisches Argument.

Wir betrachten den Fall n = p = 1. Heuristisch meinen wir mit “infinitesimal”
“unendlich klein, aber moglicherweise nicht gleich 0”. Philosophisch ist eine “po-
sitive infinitesimale Grosse” also eine Grosse, die grosser als 0 ist, aber kleiner
als jede positive reelle Zahl. Intuitiv betrachten wir eine “infinitesimale” Diffe-
renz Ax # 0, die wir ein “Differential dz” nennen. Wir schreiben “dy” fiir die
zugehorige “infinitesimale” Differenz Ay. Heuristisch ist die Ableitung von f im
Punkt zy durch den Quotienten dieser “Differentiale” gegeben, d. h.

“dyﬂ

/ JR—

f (‘1.0) - ccda;w :

Die Ableitung f’(zo) wird daher manchmal Differentialquotient genannt. Das
erklart den Namen Differential fiir df (x¢) wie in Definition (fiir allgemeines

n und p)

(Nichtstandardanalysis) In unserer Vorlesung ist der Begriff einer “infinitesimalen
Grosse”, wie zum Beispiel “dz” oder “dy”, nur ein heuristisches Konzept. Wir
konnen einer solchen Grosse keinen mathematischen Sinn als eine reelle Zahl zu-
erkennen, da es keine (strikt) positive reelle Zahl gibt, die kleiner als jede strikt
positive reelle Zahl ist. Es ist jedoch moglich, infinitesimale Grossen im Rah-
men der sogenannten Nichtstandardanalysis E| auf eine andere Art (mathematisch
prézise) zu definieren.

3Der Name “Differential quotient” wire vielleicht noch intuitiver. Fiir n > 1 ist es allerdings unklar,
was hier mit “Quotient” gemeint sein soll. Siehe Bemerkung .
4Das ist ein Teilgebiet der Analysis.
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Beispiel 8.8. [Ableitung einer affinen Funktion| Eine Funktion f : R® — RP heisst
affin g. d. w. es eine lineare Abbildung 7" : R® — RP und einen Vektor w € RP gibt,
sodass

f@)=T(@)+w=Tr+wf]|
Jede affine Funktion ist differenzierbar (in jedem Punkt 2, € R"), mit Ableitung
df([[‘()) = Ta

wobei T wie oben ist. (Uberpriifen Sie das!)

Im néchsten Beispiel werden wir die folgende Bemerkung verwenden.

Bemerkung 8.9. [komponentenweise Differenzierbarkeit und Ableitung] Seien U C
R™ offen, f : U — R? eine Funktion und zy € U. f ist in x, differenzierbar g. d. w. fiir

jedes i = 1,...,p die i-te Komponente f* in x differenzierbar ist. In diesem Fall gilt
d(f")(zo)
df (o) = :
d(f)(xo)

Das folgt aus den Definitionen von Differenzierbarkeit und Ableitung.

Beispiele 8.10. [Differenzierbarkeit und Ableitung]

(i) Wir definieren

U:=R? f:U—R? f(z) = f(z1,22) := < Te ) :

sin(xs)

Diese Abbildung ist differenzierbar.

Beweis: Gemiss Ubungsserie 5 (Kettenregel) ist die Abbildung z +— xe®? dif-
ferenzierbar. Die Abbildung = + sin(xs) ist differenzierbar. Das folgt aus der
Definition der totalen Differenzierbarkeit und der Tatsache, dass sin differenzier-
bar ist. Die Komponenten der Abbildung f sind also differenzierbar. Geméss
Bemerkung [8.9)ist f daher differenzierbar.

Nach Proposition und Beispiel ist die Ableitung von f im Punkt p :=
(2,0) gegeben durch

df(2,0)0 = df(2,0)(v) = (é f) V= (”1 * 2”2> .

(%

SWir lassen hier die Klammern um das Argument z weg, da T linear ist. (Das ist eine giingige
Konvention.)
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(ii) (bilineare Funktion ist differenzierbar) Seien ¢, m € N. Wir definieren n := ¢ +m,
p := 1 und schreiben R™ als das kartesische Produkt R” = R’ x R™ und einen
Punkt in # € R™ entsprechend als x = (y, ). Sei b : R® x R™ — R eine Funktion.
Wir nennen b bilinear g. d. w. b in beiden Argumenten linear ist, d. h., die
Funktionen y + b(y, 20) und 2 +— b(yo, 2) sind linear fiir alle yo € R, zy € R™.
Wir nehmen jetzt an, dass b bilinear ist. Sei zg = (o, 20) € R® = R x R™.

Behauptung: b ist im Punkt zq = (yo, 20) (total) differenzierbar mit (totaler)
Ableitung (= Differential) gegeben durch

db(zo) = db(yo, z0) = A, Av = b(u, z9) + b(yo, w), Yv = ( Z ) € R" =R’ x R™.

(8.4)
Beweis: Wir definieren die kanonischen Einheitsvektoren in R? als
1 0 0
1
0 0 :
€1 = ) € 1= s R ey = :
1 : 2 : d 0
0 0 1
Wir schreiben
bij = b(ei, Gj).
Sei 7 = (y,2) € R = RY x R™. Wir definieren
'U::( Y ) ::x—x0:<y_y0 )
w £ = Z0
Wir haben
b(x) — b(zg) — Av
u
= b(yo+u,zo+w) — b(yo, 20) —A( w >
= b(u,w) (da b bilinear ist und wegen ({8.4)))
= Z bijuiwj, (85)

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass u = Zle Uiy, w =Y " w;e;
und dass b bilinear ist. Wir schreiben

C := max|b;;|{m. (8.6)
ij
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Behauptung:
> byuawy| < Cflof)? (8.7)

Beweis der Behauptung: Da die Wurzel-Funktion monoton steigend ist, haben
wir

¢
Youd =l sl < lwll, Vi (8.8)

i'=1

lu;| <

Wir haben

< Do (Ibyuwawg] = [byluwljw;)

l m
< max by | > ful Y fwl
v i=1 =1
< Ollulllwll (wegen (8.6]8.8))

< C(lull* +lwll*)  (das gilt, falls u]] < [Jw|| und falls [[u] > [Jw])
= Cllv]*,

wobei wir im letzten Schritt die Gleichheit v = ( Z ) und die Definition (|1.7))
der euklidischen Norm verwendeten. Das beweist die Behauptung (8.7]).
Indem wir (8.5) und ({8.7)) kombinieren, erhalten wir die Ungleichung

|b(z) — b(x9) — Av|
o]

< Clv]|.

Die rechte Seite konvergiert gegen 0 fiir v — 0. Daher gilt dasselbe auch fiir die
linke Seite. Daraus folgt, dass b im Punkt z( differenzierbar ist mit Ableitung

db(zo) = A gegeben durch (8.4).

Gemiss Proposition ist jede differenzierbare Funktion partiell differenzierbar.

Frage. Gilt auch die Umkehrung, d. h., ist jede partiell differenzierbare Funktion dif-
ferenzierbar?
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Die Antwort auf diese Frage ist nein. Wie im Fall einer reellen Variable gilt auch
fiir mehrere Variablen, dass jede differenzierbare Funktion stetig ist. Es gibt jedoch
partiell differenzierbare Funktionen mehrerer Variablen, die unstetig und daher nicht
differenzierbar sind.

Genauer gesagt, gilt das Folgende. Seien U C R" offen, f : U — RP eine Funktion und
o € U ein Punkt.

Proposition 8.11 (Differenzierbarkeit und Stetigkeit). Falls f im Punkt xo differen-
zierbar ist, dann ist f in xq stetig.
Beweis: [DK04a, Corollary 2.2.8, p. 46]

Wir kénnen diese Proposition verwenden, um zu zeigen, dass eine Funktion in einem
Punkt nicht differenzierbar ist.

Beispiel. [unstetige partiell differenzierbare Funktion] Wir betrachten die Funktion

f:R* >R, f(m,y)::{ 22+ y?’

Es gilt f(-,0) = 0. Daher ist f in 2o = (0,0) partiell differenzierbar nach der ersten
Variable z, mit partieller Ableitung f, = 0. Aus einem &hnlichen Grund ist f in
xo = (0,0) partiell differenzierbar nach der zweiten Variable y, mit partieller Ableitung

fy=0.
f ist jedoch im Punkt xy unstetig, da

f(t,t):%, Wt eR\{0},  £(0,0)=0.

Bemerkung. Die Funktion f in diesem Beispiel ist sogar tiberall partiell differenzier-
bar. (Uberpriifen Sie die Bedingung fiir (x,y) # (0,0)!) Trotzdem ist sie nicht einmal
stetig.

Die Ableitung von f fiithrt zur besten affine Niherung von f: Wir nehmen an, dass f
im Punkt z differenzierbar ist. Dann ist die Abbildung

ot RT =2 RP py () = [ (o) + df (o) (2 — o), (8.9)

affin, d. h., eine lineare Abbildung plus eine Konstante. Diese Abbildung ist die beste
affine Niherung von f im Punkt xg, siche Abbildung [8.3] Diese Eigenschaft motiviert
die Definition der totalen Ableitung.
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Abbildung 8.3: Die beste affine Ndherung ¢,, von f im Punkt xz und eine andere affine
Abbildung ¢.

8.2 Differentiationsregeln, Kettenregel,
Richtungsableitung, Gradient, stetige
Differenzierbarkeit

Ein zentrales Werkzeug in der Analysis ist die Kettenregel. Im Fall von reellwertigen
Funktionen einer reellen Variable haben Sie diese Regel in Analysis 1 kennengelernt.
Fiir vektorwertige Funktionen mehrerer Variablen gilt dieselbe Formel. Dabei ist die
Ableitung einer solchen Funktion in einem Punkt eine lineare Abbildung. (Siehe Defi-
nition ) Das Produkt der Ableitungen der Funktionen wird jetzt zur Verkniipfung
dieser linearen Abbildungen.

Seien n,p,q € N, U C R"™ und U’ C RP offene Teilmengen und f : U — U’ und
g : U’ — R? Abbildungen. Die Verkniipfung (oder Komposition) go f ist die Abbildung

gof:U—=RI  gof(z):=g(f()).
Sei g € U ein Punkt.

Satz 8.12 (Kettenregel, [Stral, Satz 7.6.2, S. 178). Fulls f in xq differenzierbar ist und
g in f(xo) differenzierbar ist, dann ist go f in x¢ differenzierbar mit Ableitung

d(g o f)(wo) = dg(f(x0)) o (df (o)) = dg(f(w0))df (o) : R" = RY. (8.10)

Beweis: S. 316

Bemerkungen. [Kettenregel]



8.2. DIFFERENTIATIONSREGELN, KETTENREGEL,
RICHTUNGSABLEITUNG, GRADIENT 313

e Auf der rechten Seite von (8.10)) steht die Verkniipfung der linearen Abbildungen
dg(f(xp)) und df(xg). Da diese Abbildungen linear sind, lassen wir das Ver-
kniipfungszeichen weg. (Das ist eine gingige Konvention.)

Diese Verkniipfung ist sinnvoll, da der Zielbereichﬂ von df (zg) RP ist, was mit
dem Definitionsbereich von dg(f(zg)) tibereinstimmt. Die verkniipfte Funktion
ist eine Abbildung von R™ nach R?. Dasselbe gilt fiir die linke Seite von (8.10)).
Diese Gleichheit ist daher sinnvoll.

e Dieser Satz verallgemeinert die Kettenregel fiir Funktionen einer reellen Verédnderlichen,

welche besagt, dass im Fall n = p=¢ =1 gilt:

(g0 f) (o) = g'(f(x0))f (o). (8.11)

(Siehe [Stral, Satz 5.1.3, S. 82].) Die Formeln (8.11})8.10) stimmen miteinander
iiberein, da im Fall n = p = 1 gemé&ss Bemerkung gilt:

df(ZEQ) = f/(ZEQ)' R—R.

e Aus der Kettenregel und Proposition folgt, dass die Jacobi-Matrix der
verkniipften Funktion gleich der Verkniipfung der Jacobi-Matrizen ist, genauer
gilt

Jgof(xO) = Jg(f(xO))Jf(xO)

Beispiel 8.13. [quadratische Funktion ist differenzierbar] Sei g : R” x R* — R eine
bilineare Funktion.

Behauptung: Die Funktion
h:R" =R, h(x):=g(z, z),
ist in jedem Punkt zy € R™ differenzierbar mit Ableitung
dh(xo)v = g(v, o) + g(x0,v). (8.12)
Beweis: h ist gleich der Verkniipfung g o f, wobei
fR"=>R"xR", f(x):=(z,x).

Da ¢ bilinear ist, ist diese Funktion geméss Beispiel in jedem Punkt (yo, z0) €
R™ x R™ differenzierbar mit Ableitung

dg(yo, 20) (u, w) = g(u, 20) + g(yo, w).
SIn [Stra, Definition 1.3.1, p. 8] wird der Zielbereich der Bild- oder Wertebereich genannt.
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Die Abbildung f ist auch in jedem Punkt xq differenzierbar mit Ableitung

df (zo)v = (v,v).

Das folgt aus Beispiel |8.8| (affine Funktion ist differenzierbar). Nach Satz (Ketten-
regel) ist h daher in jedem Punkt xy, € R" differenzierbar mit Ableitung

dh(xo)v = dg(f(xo))df (xo)v = g(v, z0) + g(xo,v). (8.13)

Das beweist (8.12)).

Bemerkung 8.14. Wir nehmen an, dass g symmetrisch ist. (Das ist zum Beispiel der
Fall, falls g ein Skalarprodukt ist.) Dann wird die (8.13) zur Gleichheit

dh(xo)v = 2g(xg, v).

Aus der Kettenregel folgt, dass Summe, Produkt und Quotient differenzierbarer Funk-
tionen differenzierbar sind. Seien U C R" offen, f,¢g: R®™ — RP und zy € U.

Korollar 8.15 (Ableitung von Summe, Produkt, Quotient, [Stra], Satz 7.6.1, S. 178).
Wir nehmen an, dass f und g in xq differenzierbar sind. Fs gilt:

(i) Die Summe f + g ist in xo differenzierbar und
d(f + 9)(xo) = df (wo) + dg(o).
(ii) (Leibnizregel)Das Skalarprodukt f-g =", f'g" ist in xo differenzierbar und
d(f - 9)(xo) = g(wo) - df (xo) + f(z0) - dg(z0),
wobei g(xo) - df (o) :== Y 0, g"(x0)df*(x0) usw.
(11i)) Wenn p =1 und g(xo) # 0, dann ist der Quotient % in xqo differenzierbar und

i ) — 9(@o)df (z0) — f(zo)dg(xo)
() e G

g
Bemerkung. Im Fall n = p = 1 haben Sie dieses Korollar in Analysis 1 kennengelernt.
Siehe [Stral Satz 5.1.2, S. 81].

Beispiel 8.16. [Ableitung von Produkt] Wir betrachten die Identitétsfunktion

f:i=¢g:=1id:R" = R", id(x) == .
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Das Skalarprodukt h := f - g : R — R ist die quadratische Funktion

ha) = (- )w) = D o = [l

Die Funktion id is linear und daher geméss Beispiel differentierbar mit Ableitung
in xy gegeben durch

did(z) = id .
Gemaiss Korollar ist die Funktion h daher differenzierbar, mit Ableitung in x
gegeben durch

dh(wo)(v) = (g(w0) - df (o) + f(x0) - dg(o))(v)
=2y -V+To-V

=21 - V.

Das stimmt mit Beispiel iiberein.

Beweis von Korollar (ii): Wegen Bemerkung [8.9]ist die Funktion
(1)vorer

im Punkt zy differenzierbar mit Ableitung

(1) (42

Das Standard-Skalarprodukt, also die Funktion
h:RP xR — R, MY, Z) =Y - Z,

is bilinear. Geméss Beispiel ist diese Funktion daher in jedem Punkt (Y, Zy) €
R x R differenzierbar mit Ableitung

dh(Yo, Zo)(U, W) = h(U, Zo) + h(Yo, W) =U - Zy + Yo - W. (8.15)

Die Funktion f-g : U — R ist gleich der Verkniipfung ho( g > Gemass der Kettenregel
(Satz [8.12)) ist diese Funktion daher im Punkt z, differenzierbar mit Ableitung

d(f - g)(zo)v =d (h o ( / )) (zo)v

g
- dh(f(xo),g(xo))d( ch ) (o)

= an(fan)gan) (00 ) (wegen ETD)

= (df (wo)v) - g(xo) + f(x0) - dg(zo)v  (wegen (8.17)).
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Das beweist .

Aussage (i) folgt mittels eines analogen Arguments aus der Gleichheit f+g = ho( g ),
wobei (Y, Z) := Y +Z. Wir verwenden hierbei, dass h linear ist und Beispiel [8.§] (affine

Funktion ist differenzierbar).

: Im Fall f = 1 folgt diese Aussage mittels eines analogen Arguments aus der
Gleichheit é = hog, wobei h(y) := %/ Wir kénnen die allgemeine Situation auf diesen

Fall reduzieren, indem wir die Gleichheit 5 =f- é und verwenden. [

Wir beweisen jetzt Satz (Kettenregel).

Beweisidee:

e Wir schreiben
y:= f(z), z:=g9y), Azr:=x—x1 etc,
Az — dg(yo)df (xo) Az = Az — dg(yo) Ay + dg(yo) (Ay — df (o) Az).  (8.16)

e Wir nehmen die euklidische Norm auf beiden Seiten dieser Gleichheit. Wir ver-
wenden die Dreiecksungleichheit. Wir teilen durch ||Ax||.

e Die entstandenen Terme schéitzen wir ab, indem wir verwenden, dass f und ¢ an
geeigneten Stellen differenzierbar sind.

e Daraus folgt, dass g o f in xq differenzierbar ist mit Ableitung dg(yo)df (xo).

Bemerkung. Die rechte Seite von (8.16)) wird manchmal eine Teleskopsumme genannt,
da sie aus der linken Seite dadurch entsteht, dass wir zwei Terme einfiigen, die einander
aufheben. Das so, als ob wir ein Teleskop auseinanderzégen, wodurch es langer wird.

Fiir jede lineare Abbildung 7" : R® — RP definieren wir die Operatornorm (bzgl. den
euklidischen Normen) als
T} := sup [[T].

veER™: ||v]|<1

Das ist eine (endliche) Zahl. (Das folgt aus Korollar [4.32])

Beweis des Satzes (Kettenregel): Seien U,U’, f, g,zo wie in diesem Satz
vorausgesetzt. Wir definieren

Yo := f(z0), 20 := g(yo)-
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Sei x € U \ {xo}. Wir schreiben
y:=f(z), z:=g9y), Ar:=x-—x9, Ay:=y—12, Az:=z—2,
Si=df(xo), T :=dg(yo)-

Es gilt, dass
Az —TSAx = Az —TAy +T(Ay — SAx)

und daher, dass

HAz—TSAx” < ||Az—TAyH HT(Ay—SAx)H

[Az| A [Az]
|A2 = TAy|l 1Ay 1Ay — SAq]
+||T|————" (8.17)
1Ayl [|Az] |Az|
Da f im Punkt z( differenzierbar ist, gilt, dass
||Ay — SA:E”
— = 0 fiir x — x. (8.18)
[Az] ’

Es gibt daher ein 6 > 0, sodass B (z9) € U und die linke Seite von (8.18]) fiir jedes
x € Bf (o) \ {zo} kleiner oder gleich 1 ist. Fiir dieses ¢ gilt

sup 1Ayl _ sup (HAQ—SAxH ”SA:L‘H)
veB2 (o) {zo} I1AZ[| ™ 2eBr(@o)\ {20} | Azl | Az]|

<1+ 8]l < co. (8.19)

Da g im Punkt gy differenzierbar ist, gilt, dass

|Az — TAyl|

— 0 fiir y — yo.
1Ay

Da f in x( differenzierbar ist, ist diese Funktion geméss Proposition [8.11]in zq stetig.
Daher gilt y — yo fiir x — xo. Darum folgt aus Hilfssatz [5.22] dass
|Az — TAy|
1Ay

Wegen (8.19)) folgt daraus, dass
1Az — TAy| || Ay

— 0 fiir z — xo. (8.20)

— 0 fir z — zg.

Ayl |Az]]
(Uberlegen Sie sich das!) Indem wir das mit (8.17)8.18)) kombinieren, folgt daraus, dass
HAz—TSA:cH .
— 0 fir z — . (8.21)

|Az]]
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Also ist g o f in z( differenzierbar mit Ableitung

d(go f)(zo) =TS = dg(f(xo))df (xo)
Das beweist Satz [8.12 O

Bemerkung. e Der Ausdruck

|Az — TAy]|
1Ayl

der in (8.17) und (8.20) auftritt, ist im Fall Ay = 0 a priori nicht sinnvoll, da
wir dann durch 0 teilen. In diesem Fall definieren wir den Ausdruck (8.22)) als 0.
Mit dieser Definition gelten die Aussagen (8.17)/8.20)) auch im Fall Ay = 0.

(8.22)

Manchmal wollen wir wissen, wie sich eine Funktion bis zur ersten Ordnung &ndert,
wenn sich ihr Argument in eine bestimmte Richtung bewegt. Diese Idee wird durch die
Richtungsableitung prézise gemacht. Seien U C R™ offen, f : U — RP eine Funktion,
zo € U und v € R".

Definition 8.17 (Richtungsableitung). Wir sagen, dass f an der Stelle zo in Richtung
v differenzierbar ist ¢. d. w. die Funktion

g:R=R g(t) = f(zo + tv),

im Punkt t = 0 differenzierbar isﬂ In diesem Fall definieren wir die (Richtungs-
JAbleitung von f an der Stelle xy in Richtung v als den Vektor

91(0)
dof(zo) = Dof(we) =g ()= ] eRr (8.23)
9,(0)

Bemerkungen. [Richtungsableitung, partielle Ableitungen]

e Falls f an der Stelle x( differenzierbar ist, dann ist f dort in Richtung v diffe-
renzierbar und

dy f (o) = df (o). (8.24)
Beweis: Wir definieren den Wegf]

z:{teR|zg+tveU} =R", x(t) =z +to.

"im Sinn von Definition
8Mit einem Weg meinen wir eine Funktion einer Variablen, die Werte in R™ annimmt.




8.2. DIFFERENTIATIONSREGELN, KETTENREGEL,
RICHTUNGSABLEITUNG, GRADIENT 319

Dieser Pfad ist im Punkt ¢ = 0 differenzierbar mit Ableitung
'(0) = v.

Nach der Kettenregel (Satz [8.12) fiir g := f o x ist f daher im Punkt zy in
Richtung v differenzierbar und

g'(0) = (f ox)'(0) = df (x(0))2"(0) = df (o).
Das beweist .

e f ist im Punkt zy partiell nach der j-ten Variable differenzierbar g. d. w. die
Ableitung von f im Punkt z; in Richtung e; ﬂ existiert. In diesem Fall gilt die
Gleichheit

of

dai

(xo) = Djf(xo) = dejf(xo)- (8‘25)

Der Gradient einer reellwertigen Funktion in einem Punkt ist ein Vektor, der aus allen
partiellen Ableitungen (erster Ordnung) der Funktion besteht. Er gibt die Richtung
und Wert der stiarksten Steigung der Funktion an. Sei U CR", f: U - Rund z € U.
Wir nehmen an, dass f in x differenzierbar ist.

Definition 8.18 (Gradient). Der Gradient von f an der Stelle z ist der Vektor

le(l') fxl(m)
Vf(z) = : = :

Duf(x) for ()

Bemerkungen. [Gradient, nabla, stéirkste Steigung]

e Das Symbol V wird “nabla” ausgesprochen. Dieser Name kommt von einem an-
tiken Saiteninstrument, das die Form einer Harfe hatte. Formal ist V der Vektor

V:(Dl,...,Dn).

e Der Gradient von f an der Stelle z ist die Transponierte der Jacobi-Matrix von

/s
T
V(@)= Jp(@)" = ( far(zo) -+ fon(z0) ) .
(Fiir jede Matrix A bezeichnet AT die Transponierte von A. Diese Matrix ist
gegeben durch (AT); = A", := (i, j)-ter Eintrag von A.)

9ej ist der j-te kanonische Einheitsvektor. Siehe Beispiel 8.10.
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e Wir nehmen an, dass V f(z) # 0. Sei v € R" ein normierter Vektor. (Das bedeu-
tet, dass ||v|| = 1.)

Behauptung: Die Richtungsableitung d, f(z) ist genau dann maximal, falls v
in Richtung V f(z) zeigt, d. h., falls

Vi
IVf ()]
Beweis: Es gilt
dy f (x) = df (x)v
— V()
< IV f(@)]|||v]] (Cauchy-Schwarz-Ungleichung aus der linearen Algebra)
= IV f(@)ll;

mit Gleichheit g. d. w. V f(z) und v in die gleiche Richtung zeigen. Daraus folgt
die Behauptung.

Wegen dieser Behauptung gibt der Gradient V f(z) die Richtung der stérksten
Steigung (also des steilsten Anstiegs) von f im Punkt x an. Die Norm des Gra-
dienten ist der Wert der stiarksten Steigung, da

VI@ V@ g ),

IVf(@)] = IV f(2)|| Vi@

e Der Name “Gradient” kommt vom lateinischen Wort gradus, was Schritt bedeu-
tet.

Beispiel 8.19. [Gradient] Wir bezeichnen mit || - || die euklidische Norm auf R" und
definieren

f:R"=R, f(z):=|z|*= Zx
Der Gradient von f im Punkt x € R™ wird gegeben durch

2[L’1
Vf(x) = : = 2z.

22,
Das stimmt mit dem Beispiel iiberein. Gemiiss jenem Beispiel gilt namlich
df (x)v = 2g(z,v),

wobei g(x,y) := x - y (Standard-Skalarprodukt).
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Eine Funktion f mehrerer Verdnderlicher heisst stetig differenzierbar g. d. w. sie par-
tiell differenzierbar ist und ihre partiellen Ableitungen stetig sind. In diesem Fall ist
die Funktion differenzierbar. In gewissen Situationen ist stetige Differenzierbarkeit die
“richtige” Bedingung. Damit meine ich, dass unter dieser Bedingung eine gegebene
Aussage wahr ist, aber falsch unter der schwécheren Bedingung, dass f nur differen-
zierbar ist. Ein Beispiel dafiir ist der Umkehrsatz. (Siehe Satz[9.6])

Sei U C R" offen.

Definition 8.20 (stetige partielle Differenzierbarkeit). Wir nennen eine Funktion f :
U — RP stetig partiell differenzierbar (oder schlichtweg stetig differenzierbar oder von
der Klasse C!) g. d. w. wenn f partiell differenzierbar ist und ihre partiellen Ableitungen
stetig sind.

Wir definieren die Menge
CHU,RP) := CY(U;RP) := {f : U — R?| f st stetig differenzierbar}.
Im Fall p =1 schreiben wir einfacher
C'(U) := CY(U,R).

Proposition 8.21 (stetige partielle Differenzierbarkeit und Differenzierbarkeit). Jede
stetig partiell differenzierbare Funktion f :U — RP ist (iberall) differenzierbar.

Beweis: Das folgt aus [Stra, Satz 7.1.1, S. 157] und Bemerkung [8.9]

Bemerkung. Nach Proposition Proposition und ist jede stetig partiell dif-
ferenzierbare Funktion stetig.

Beispiel 8.22. [Polynom ist C'] Eine Funktion f : R® — R heisst Polynom (auf R™)
g. d. w. sie eine (endliche) lineare Kombination von Funktionen der Form

(e79)

a1
A S AR

ist, wobei a1, ..., a, € Ng. (z; bezeichnet die i-te Koordinate von z € R™ und z{" die
a;-te Potenz von z;.) Der Grad des Polynoms f ist die grosste Zahl o +- - - 4+ a,,, sodass

der Term 7" ---x% in f (mit einem nichtverschwindenden Koeffizienten) auftritt.

Ein Beispiel fiir ein Polynom auf R? ist die Funktion

1
f:R* =R, f(2) == —27 + 31125 — 5;52963

Der Grad dieses Polynoms ist 4, da fiir a; = 0,02 = 3,a3 = 1 der Term z{"z5%25® in

f auftritt.
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Behauptung: Jedes Polynom f auf R ist stetig (partiell) differenzierbar.

Beweis: Jede partielle Ableitung von f ist ein Polynom auf R™. Jedes Polynom ist
stetig. Das folgt aus dem Argument in Beispiel [£.3|(ii). Also ist f stetig partiell diffe-
renzierbar, wie behauptet.

8.3 Vektorfeld, Potential und Wegintegral

Dieser Abschnitt entspricht Abschnitten 7.3 und 7.4 in [Stra].

Ein Vektorfeld ist eine Abbildung X von einer Teilmenge von R™ nach R™. In der Physik
spielt X die Rolle einer vektorwertigen Grosse, zum Beispiel des Geschwindigkeitsvek-
torfeldes einer Fliissigkeit oder des elektrischen Feldes.

Ein Potential eines Vektorfeldes X : U C R™ — R" ist eine Funktion f : U — R deren
Gradient Vf gleich X ist[’] Ein Vektorfeld besitzt genau dann ein Potential, wenn
sein Wegintegral nur von den Endpunkten eines gegebenen Weges abhéngt. Im Fall
U = R? ist das genau dann der Fall, falls V x X, die Rotation von X, gleich 0 ist.

Zum Beispiel erfiillt in der Elektrostatik das elektrische Feld X = F diese Bedingung["]
Es besitzt daher ein Potential. Der Unterschied dieses Potentials an zwei verschiedenen
Punkten ist die elektrische Spannung zwischen den Punkten.

Als ein anderes Beispiel besitzt in der Stromungslehre das Geschwindigkeitsvektorfeld
unter gewissen Bedingungen ein Potential.

Sei U C R" offen.

Definition 8.23 (Vektorfeld, Gradientenfeld). Ein Vektorfeld auf U ist eine Abbildung
X:U—R"

Sei f € CHU) (wie in Definition[8.2(]). Wir definieren das Gradientenfeld von f als

D f(x)
Vf:U—R", Vf(x):= :
D, f(x)

10Tn der Physik verlangt man stattdessen, dass —Vf = X.

1Tn der Elektrostatik wird angenommen, dass sich das elektrische und magnetische Feld (in der
Zeit) nicht dndern. Die Elektrodynamik behandelt die allgemeine Situation, in der sich diese Felder
dandern konnen. In dieser Situation ist die Rotation des elektrischen Feldes nicht mehr immer gleich
0.
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Bemerkung. Im Punkt z € U ist das Gradientenfeld von f also durch den Gradienten
von f an der Stelle x gegeben.

Beispiel 8.24. [Gradientenfeld] Das Gradientenfeld der Funktion
f:R" =R, f(z):= [z

ist gegeben durch
Vf(z) = 2.

Siehe Beispiel

Sei U C R"™ eine offene Teilmenge und X : U — R"™ ein Vektorfeld.

Definition 8.25 (Potential und Konservativitét eines Vektorfeldes). Ein Potential fiir
X ist eine differenzierbare Funktion f: U — R, sodass

Vf=X.
Das Vektorfeld X heisst konservativ g. d. w. es ein Potential besitzt.
Bemerkungen. [Potential eines Vektorfeldes im 1-dimensionalen Fall, Stammfunkti-

on]

e Wir betrachten den Fall n = 1. Dann ist X eine Funktion von einer offenen
Teilmenge von R nach R. Ein Potential fiir X ist eine Stammfunktion fiir X,
d. h., eine Funktion f : U — R, sodass

f=X.

Im Fall n = 1 ist jedes stetige Vektorfeld konservativ, da jede stetige Funktion
eine Stammfunktion besitzt. Im Fall U = R koénnen wir diese Stammfunktion
zum Beispiel als das Integral

fx) = / "X (y)dy

definieren. (Aus dem ersten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

(Satz [6.16]({)) folgt dann, dass f' = X.)

e Der Term Konservativitiat fiir die Eigenschaft in Definition [8.25| ist dadurch
motiviert, dass in einem konservativen Kraftfeld die Energie erhalten bleibt,
d. h. “konserviert” wird. Siehe Beispiel unten.

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit den folgenden Problemen:
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Probleme 8.26. (i) Entscheide, ob ein gegebenes Vektorfeld X konservativ ist.

(i1) Berechne in diesem Fall ein Potential fir X .

Wir werden Kriterien fiir die Konservativitét eines Vektorfeldes kennenlernen. (Siehe
die Satze und ) Die Kriterien basieren auf Wegintegralen und partiellen Ab-
leitungen des Vektorfeldes. Falls ein Potential existiert, dann werden wir ein solches
mittels eines Wegintegrales konstruieren. (Siehe Satz [8.35])

Seien X : U — R" ein stetiges Vektorfeld, a < b reelle Zahlen und  : [a,b] — U ein
C'-Weg, d. h.stetig differenzierbar.

Definition 8.27 (Wegintegral). Wir definieren das Wegintegral von X lings v als

b
/ X -dy = / X((8)) - 4(t) dt. (8.26)

Bemerkungen. e In der Physik spielt v(¢) die Rolle des Ortes eines Teilchens
zum Zeitpunkt ¢. Die Ableitung 4(t) ist dann die Geschwindigkeit des Teilchens
zum Zeitpunkt ¢.

e Infinitesimale Interpretation und Erkldrung fiir die Notation: Heuri-
stisch fassen wir “dt” als den “infinitesimalen”, d. h., “unendlich kleinen” Unter-
schied zwischen zwei Zeitpunkten auf, die “unendlich nahe beieinander liegen”.
Wir interpretieren “dvy(t)” als “y(t+dt)—~(t)”, also als den “infinitesimalen Ver-
bindungsvektor zwischen ~(t) und (¢t + dt)”. Dieser Vektor ist gegeben durch

d 2 9
“dy(t) = d—:(t)dt — A(t)dt ",

Dabher ist das Integral auf der rechten Seite von (8.26|) heuristisch gegeben durch
die unendliche Summe
b

LX) A A= D X(y(1) -3 () dt
a t€la,b]

= > X(y(1)-dy(t)

tela,b]

~ [x-ar.

Das erklirt die Notation [ X - dy fiir das Wegintegral.

e Das Wort heuristisch kommt vom altgriechischen Wort ebploxw = heurisko = ich
finde, entdecke. In der obigen heuristischen Bemerkung ging es darum heraus-
zufinden, warum die Notation [ X - dv sinnvoll ist. Es handelt sich dabei nicht
um eine prézise mathematische Erklarung.
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e Im Skript [Stra] wird fiir das Wegintegral von X léngs v die Notation f7 X -ds
verwendet, siehe [Stral, Definitionen 7.4.2 und 7.4.3, S. 171].

e Wegintegrale spielen ein wichtige Rolle in der Funktionentheorie = komplexen
Analysis. (Funktionentheorie wird im Fach Mathematische Methoden fir ITET
und RW behandelt.)

Beispiel 8.28. [Wegintegral] Wir betrachten den Weg in U := R? gegeben durch
v :[0,27] — R?, v(t) := (cost,sint).

Die Ableitung dieses Weges ist gegeben durch

Y(t) = (—sint,cost) = ( —sint >

cost

Das Wegintegral eines stetigen Vektorfeldes X léngs v ist daher gegeben durch

2m .
: —sint
/X - dry :/0 X (cost,sint) - < cos >dt. (8.27)

Wir betrachten jetzt das Vektorfeld auf R* gegeben durch

X :R? >R X(x)::<_x2>.

x1

(Zeichnen Sie dieses Vektorfeld!) Das Wegintegral von X lidngs ~y ist geméss ({8.27)

gegeben durch
2 . .
—sint —sint
/X~dfy—/0 ( cost )( cost )dt
27

- / ((—sint)* + (cost)?) dt

0

2
:/ Ldt
0

= 2.

Beispiel 8.29. [Wegintegral des Kraftfeldes] Wir betrachten ein Teilchen in U := R3,
auf welches eine Kraft F(z) wirkt, die vom Punkt z € R® abhiingt. Die Kraft F ist also
ein Vektorfeld auf R, das Kraftfeld. Wir schreiben v(¢) fiir den Ort des Teilchens zum
Zeitpunkt ¢. Das Wegintegral von F langs -,

/F~d’y



326 KAPITEL 8. DIFFERENTIALRECHNUNG IM R"

ist die Arbeit, welche das Kraftfeld am Teilchen verrichtet. Heuristisch ist die rechte
Seite dieses Integrals ndmlich die Summe “3_, ., F(y(t)) - dvy(t)”, wobei “dvy(t) =
v(t + dt) — ~(t)”. Die “infinitesimale Grosse F(v(t)) - dy(t)” ist die Arbeit, die das
Kraftfeld im “infinitesimalen Zeitinterval [¢,t + dt]” am Teilchen verrichtet. (Arbeit =
Kraft mal Weg.)

Der folgende Satz charakterisiert Konservativitiat eines Vektorfeldes. Er liefert somit
eine Methode, um Problem zu 16sen. Wir brauchen die folgende Definition. Sei
U C R" eine Teilmenge.

Definition 8.30 (Geschlossenheit eines Weges). Ein Weg «y : [a,b] — U heisst ge-
schlossen g¢. d. w. y(a) = v(b).

Wir nehmen jetzt an, dass U offen ist. Sei X : U — R" ein stetiges Vektorfeld.

Satz 8.31 (Charakterisierung der Konservativitit eines stetigen Vektorfeldes mittels
Wegintegrale). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) X ist konservativ.

(b) Das Wegintegral von X lings eines stetig differenzierbaren Weges hdngt nur von
den Endpunkten des Weges ab, d. h.: Falls ~y; : [a;, b)) — U, i = 0,1, stetig diffe-
renzierbare Wege sind, sodass vo(ag) = v1(a1) und vo(bo) = v1(b1), dann gilt

(c) Das Wegintegral von X lings jedes stetig differenzierbaren geschlossenen Weges ist
gleich null.

Beweis: ([a))—(b): siehe Seite
() «==(b) folgt aus Satz[8.35 (Siehe unten.)

[B)+>(d) folgt aus dem Beweis von [Stral, Satz 7.4.2, S. 168]. (Siehe auch [Stra, Satz
7.4.3, 8. 171].)

Beispiel. [Wegintegral, nicht-konservatives Vektorfeld] Wir betrachten das Vektorfeld

X :R> > R? X(@::(‘IQ).

1

Behauptung: X ist nicht konservativ.
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Beweis: Wir betrachten den Weg
v :[0,27] — R?, () == (cost,sint).

Dieser Weg ist geschlossen. Gemiss Beispiel ist das Wegintegral von X lédngs ~
gegeben durch

/ X -dy=21#0.
Gemiss dem Kontraponierten von Satz —> ist X daher nicht konservativ.

Falls das Vektorfeld X konservativ ist, dann kénnen wir dafiir mittels des Wegintegrales
und des Satzes [8.31| ein Potential konstruieren. Das ist Teil des folgenden Satzes. Um
diesen Satz zu formulieren, brauchen wir die folgende Definition. Sei S C R™.

Definition 8.32 (weg-zusammenhéngend, konvex). (i) S heisst weg-zusammenhéngend
g. d. w. es fiir jedes Paar von Punkten xq,x1 € S einen stetigen Weg -y : [0,1] — S
von xo nach x1 gibt, d. h.

(i) = 2, firi=0,1.

(ii) S heisst konvex g. d. w. fiir jedes Paar von Punkten xg,x1 € S und jedest € [0,1]
qgilt:
v(t) == (1 —t)zo +tx; € S. (8.28)

Beispiele 8.33. [weg-zusammenhingend, konvex]

(i) Falls S konvex ist, dann ist S weg-zusammenhéngend, da dann fiir jedes Paar
von Punkten xq, z; € S die Funktion v wie in ({8.28]) ein stetiger Weg von zy nach
T ist.

(ii) Jeder (offene oder abgeschlossene) Ball ist konvex. Insbesondere ist R™ konvex.

(iii) Wir betrachten den Fall n = 1. Eine Teilmenge von R ist genau dann weg-
zusammenhéingend, wenn sie ein (moglicherweise leeres oder unbeschrénktes) In-
tervall ist.

Bemerkung 8.34. [Wegzusammenhang| Falls U C R" weg-zusammenhéngend und
offen ist, dann gibt es fiir jedes Paar von Punkten xq,z; € U sogar einen stetig diffe-
renzierbaren Weg in U von xy nach x;. Wir konnen namlich jeden stetigen Weg von
xo nach x; durch einen stetig differenzierbaren Weg anndhern, wobei die Endpunkte
festbleiben.

Sei U C R™ offen und X : U — R” ein stetiges Vektorfeld.
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Satz 8.35 (Potentiale eines konservativen stetigen Vektorfeldes). Wir nehmen an,
dass das Wegintegral von X lings eines stetig differenzierbaren Weges nur von den
Endpunkten des Weges abhingt, d. h., dass Bedingung (@ (S. @) erfullt ist. Wir
setzen auch voraus, dass U weg-zusammenhdngend ist. Sei xy € U. Wir definieren die
Funktion

f:U—=R, f(z) = /X - dYg, (8.29)

wobei fiir jedes x € U a, < b, reelle Zahlen sind und vy, : |az,by] — U ein stetig
differenzierbarer Weg von xy nach x ist. Es gilt:

(i) f ist ein Potential fir X, d. h., f ist differenzierbar und Vf = X.
(ii) Falls g ein Potential fir X ist, dann gibt es eine Konstante C € R, sodass

g=rf+C.

Beweis: ({i)) folgt aus der Behauptung im Beweis von [Stral, Satz 7.4.2, S. 168].
folgt aus [Stral Satz 7.4.1, S. 168].

Bemerkungen. [Potentiale eines konservativen stetigen Vektorfeldes]

e Die Funktion ({8.29)) ist wohldefiniert, d. h.:

(a) Ein Weg =, wie in dieser Definition existiert.

(b) Das Wegintegral auf der rechten Seite hingt nicht von der Wahl von ~, ab.

@ gilt geméss Bemerkung|8.34} (]ED folgt aus der Voraussetzung, dass das Wegin-
tegral von X lidngs eines stetig differenzierbaren Weges nur von den Endpunkten
des Weges abhéngt.

o Satz beschreibt alle Potentiale eines konservativen stetigen Vektorfeldes mit-
tels Wegintegrale. (Dass der Satz alle Potentiale beschreibt, folgt aus Aussage
(il).) Je zwei Potentiale unterscheiden sich durch eine additive Konstante, falls
das Gebiet U weg-zusammenhéngend ist.

e Wir betrachten den Fall n = 1. In diesem Fall folgt Satz aus dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung fiir die Funktion X : U C R — R. Um das
zu sehen, wihlen wir a, := xq, b, := x, v, : [az, by] = [x0, 2] = U, 1.(t) :==t. Es
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gilt

also  Vf(x)=f(z)=— | X(@)dt =X(z),

zo

geméss dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir die Funktion
X.

Wir nehmen an, dass U weg-zusammenhéngend ist. Eine Methode, um die Probleme
fiir ein gegebenes Vektorfeld X zu losen, ist die folgende:

Methode 8.36 (Konservativitit, Potential). e Wiihle xq € U und fiir jedes x € U
einen Weg v,.

Definiere f wie in (8.29).
Berechne V f.

Falls Vf =X, dann ist X konservativ und f ein Potential fiir X .

Falls V f # X, dann ist X nicht konservativ.

Die letzte Aussage folgt aus Satz [3.35|().

Beispiele 8.37. [Konservativitdt und Potentiale eines Vektorfeldes] Wir verwenden
Methode [8.36, um die Probleme fiir die folgenden Vektorfelder zu 16sen.

(i) Wir betrachten das Fuler-Vektorfeld, d. h. die Identitétsabbildung
X :=id: U :=R"—R", X(x) = .

Wir wihlen ein xy € R™, der Einfachheit halber xy := 0. Sei x € U. Wir definieren
der Einfachheit halber

e 0 [0,1] = U, Ye(t) = (1 — t)zp + tax = tu.
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Das ist ein stetig differenzierbarer Weg von xy = 0 nach x. Wir definieren die
Funktion f: U — R wie in (8.29), d. h.

f(a) = / X - dv,
- / X (1 (8)) -4 (t) dt

:/ te - xdt
0

2|t
== |l?
2 t=0
~lz)?

)

Diese Funktion ist quadratisch und daher differenzierbar. (Siehe Beispiel 8.13])
Ihr Gradient ist gemiss Beispiel gegeben durch

X1

Die Funktion f ist daher tatséchlich ein Potential fiir X. Somit haben wir das
obige Problem gelost.

(ii) Wir betrachten das Vektorfeld

X :R* = R?, X(m)::(()).

X

Wir wihlen ein xy € R™, der Einfachheit halber x := 0. Sei x € U. Wir definieren
der Einfachheit halber

Ve : [0,1] = U, Ye(t) := (1 — t)zo + to = ta.
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Wir definieren die Funktion f : U — R wie in ({8.29)), d. h.

Diese Funktion ist quadratisch und daher differenzierbar. Ihr Gradient ist gegeben

durch N
Vit =(2)#( ) =xw

2 1

X ist daher nicht konservativ. (Das folgt aus Satz [8.35().)

Beispiel 8.38. [physikalische Interpretation, konservatives Kraftfeld, Arbeit, Energie-
erhaltung] Wir betrachten ein Teilchen in R?, auf welches eine Kraft F(z) wirkt, die
stetig vom Punkt € R® abhingt. Wir nehmen an, dass F konservativ ist. Wir fixieren
einen Punkt 2y € R und definieren die Funktion f : R® — R wie in mit X :=F.
Eine differenzierbare Funktion U : R* — R, sodass

F=-VU

heisst potentielle Energie des Teilchens. Wir fixieren eine potentielle Energie U. (Da F
konservativ ist, gibt es ein solches U.) Gemiiss Satz gibt es eine Konstante C,
sodass

-U=f+C. (8.30)

Die potentielle Energie ist also bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt. Sei

r € R3. Aus (8.30)) folgt, dass
f(@) = fzo) = =U(z) + Ulxo).
Gemaiss Beispiel und der Definition (8.29)) ist f(z) — f(zo) = f(z) die Arbeit,

die das Kraftfeld am Teilchen verrichtet, wenn es sich via des Weges v, von zy nach
x bewegt. Diese Arbeit ist also gleich der Differenz der potentiellen Energie an den
Punkten zg und =z.
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Abbildung 8.4: Ein Perpetuum mobile.

Falls v, der durch das Kraftfeld verursachte Weg des Teilchens ist, wird die am Teilchen
verrichtete Arbeit in kinetische Energie des Teilchens umgewandelt. In diesem Fall ist
daher die totale (=kinetische + potentielle) Energie des Teilchens am Anfang und am
Ende des Weges gleich. In einem konservativen Kraftfeld bleibt also die totale Energie
eines Teilchens erhalten. In einem System mit nur konservativen Kréften gibt es daher
kein Perpetuum mobile erster Art. Damit meinen wir eine Maschine, die netto Energie
erzeugt. Siehe Abbildung fiir ein Bild einer solchen Maschine.

Um die Implikation (a)=(b) in Satz (S. [326) zu beweisen, brauchen wir das
folgende Lemma. Seien U C R" offen, f € C'(U) = C'(U,R), a < b reelle Zahlen und
v e C'([a,0],0).

Lemma 8.39 (Wegintegral eines Gradientenfeldes). Das Wegintegral des Gradienten-
feldes V f lings des Weges ~v ist die Differenz der Werte von f in den Endpunkten von

s

/ Vf-dy = F(v() — f((a)).

Beweis des Lemmas [8.39 Gemiiss Satz (Kettenregel) gilt

Lo,  Vielah. (8.31)

B =3
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Daraus folgt, dass

/ Vfody= / V() - A(t) d

— [ draoyite a
b
— [ Gfend  (semiss §3D)

= fo~y(b) — for(a) (gemiiss dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
Das beweist Lemma R.39 [

Beweis der Implikation (&)= (b)) in Satz (8.31)): Wir nehmen an, dass () gilt,
also, dass X konservativ ist. D. h., es gibt eine differenzierbare Funktion f : U — R,
sodass

Vf=X.
Seien ; : [a;,b;] — U, i = 0,1, stetig differenzierbare Wege, sodass
Yo(ao) = 1(a1), Yo(bo) = 71(b1). (8.32)

Es gilt

/X dryo = /Vf do

= f(70(bo)) — f(70(a0)) (gemiss Lemma
= f(n(b1)) — f(n(ar)) (gemiiss (8.32)))

= /Vf ~dm (geméss Lemma (8.39)

Also gilt ([]). Das beweist die Implikation (fa))=(b) in Satz [8.31] O

8.4 Charakterisierung der Konservativitit mittels
Ableitungen, Integrabilititsbedingung,
Rotation eines Vektorfeldes

Zusétzlich zu Satz konnen wir die Konservativitiat eines Vektorfeldes mittels Ab-
leitungen statt Integrale charakterisieren. Das ist der Inhalt des folgenden Satzes. Wir
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brauchen die folgende Definition. Wie in schreiben wir S%7!(z¢) C R fiir die
Sphére mit Mittelpunkt xq und Radius r. Im Fall d = 2, xy = 0 und r = 1 ist das der
Einheitskreid™]

St = SH0).

Definition 8.40 (einfach zusammenhéngend). Fine Teilmenge S C R™ heisst einfach
zusammenhangend ¢. d. w. S weg-zusammenhdngend ist und fiir jede stetige Abbildung
v: S — S es eine stetige Abbildung h : [0,1] x ST — S gibt, sodass

h0,y) =(y), Vy € S, 7 i=h(1,-): St —= S ist konstant

Bemerkungen. [Schleife, Homotopie]

e Eine stetige Abbildung v : S — S heisst Schleife in S.

e Eine Abbildung h wie oben heisst Homotopie zwischen v und +'. Das erklart die
Wahl des Buchstabens h.

Beispiele 8.41. [(nicht-)einfach zusammenhéingend]

(i) Jede konvexe Teilmenge von R” ist einfach zusammenhéngend. (Kénnen Sie eine
Homotopie h von einer gegebenen Schleife zu einer konstanten Schleife finden?)
Gemass Beispiel ist also jeder Ball einfach zusammenhéngend. Insbeson-
dere gilt das fiir R™.

(i) Der Kreis S := S ist nicht einfach zusammenhéngend. Fiir die Identitétsabbildung
id : S — S! gibt es nidmlich keine Homotopie zu einer konstanten Abbildung.
Das folgt aus dem Beweis von [Hat02, Theorem 1.7, p. 29].

(iii) Aus dem letzten Beispiel folgt, dass die offene Teilmenge S := R? \ {0} von R?
nicht einfach zusammenhéngend ist. Alternativ folgt das auch aus Korollar
unten. Siehe Beispiel [8.45]

Sein € N, U C R" offen und X : U — R" ein C''-Vektorfeld.

Satz 8.42 (Charakterisierung der Konservativitit mittels partieller Ableitungen, Integrabilitatsbedingu
Fulls X konservativ ist, dann erfillt es die Integrabilitdtsbedingung

D;X'=D; X',  Vi,j=1,...n 8.33
J

(i) Falls U einfach zusammenhingend ist und (8.33)) erfillt ist, dann ist X konser-
vativ.

12Tn der Mathematik bezeichnet Kreis den Rand der Kreisscheibe (ohne das Innere).
By (y) = h(1,y)



8.4. CHARAKTERISIERUNG DER KONSERVATIVITAT MITTELS
ABLEITUNGEN, INTEGRABILITATSBEDINGUNG 335

Beweis: : S.

(i1): [Strbl, Satz 9.9.3. ii), S. 308] Dieser Satz charakterisiert die Konservativitit eines
Vektorfeldes. Er liefert somit eine weitere Methode, um Problem zu losen.

Beispiele 8.43. [Charakterisierung der Konservativitat mittels partieller Ableitungen,
Integrabilitédtsbedingung]

(i) Wir betrachten das Fuler-Vektorfeld, d. h. die Identitdtsabbildung
X :=id:U :=R" — R", X(x) ==x.

Seien i,j € {1,...,n} und x € U. Wir berechnen

. ; 1, fallsi=j,
DX (x) - 55 = { 0, sonst.
= |

Also erfiillt X die Integrabilititsbedingung (8.33). Gemiss Beispiel ist U =
R™ einfach zusammenhéingend. Geméss Satz ist X daher konservativ. Das

stimmt mit dem iiberein, was wir in Beispiel herausgefunden haben.
(ii) Wir betrachten das Vektorfeld

0
. . R2 2 —
X:U:=R—R, X(x)._<x1+e(ezz)>.

Fire?=1,j =2 und x € U berechnen wir

D1 X*(x)=1+0

£0
= DQXl(I)

Daher ist X gemiiss Satz nicht konservativ.

Bemerkungen. [Charakterisierung der Konservativitdt mittels partieller Ableitun-
gen, Integrabilitdtsbedingung]

e Im Beispiel kénnen wir alternativ versuchen, Methode anzuwenden.
Dazu miissen wir fiir jedes z € R™ das Wegintegral [ X - dv, fiir ein geeignetes
v, berechnen. Es scheint schwierig, ein v, zu finden, wofiir wir dieses Integral
explizit berechnen konnen. (Versuchen Sie es!) In diesem Fall ist also die obige
auf Satz R.42 beruhende Methode einfacher.



336 KAPITEL 8. DIFFERENTIALRECHNUNG IM R"

e Falls U nicht einfach zusammenhéngend ist, dann folgt aus der Integrabilitdtsbedingung
im Allgemeinen nicht, dass X konservativ ist. Fiir ein Gegenbeispiel siehe
Ubungsserie 3 (Nicht-konservatives Vektorfeld mit verschwindender Rotation auf
nicht-einfach zusammenhéangendem Gebiet).

Als Anwendung von Satz erhalten wir die folgende hinreichende Bedingung
dafiir, dass eine offene Menge nicht einfach zusammenhéngend ist.

Korollar 8.44 (Nicht-einfacher Zusammenhang). FEine offene Teilmenge U C R™ ist
nicht einfach zusammenhingend, falls es ein C'-Vektorfeld X gibt, das die Integrabi-
litdtsbedingung erfillt, sowie einen geschlossenen stetig differenzierbaren Weg
v : la,b] = U, sodass das Wegintegral von X ldngs ~ ungleich 0 ist.

Beweis des Korollars Aus Satz und Satz [8.31)(a) = () folgt:

Wenn U einfach zusammenhiingend ist, dann ist fiir jedes C'-Vektorfeld X, das die
Integrabilitdtsbedingung (8.33)) erfiillt und jeden geschlossenen stetig differenzierbaren
Weg v in U das Wegintegral von X langs v gleich 0.

Das Kontraponierte dieser Aussage ist die Aussage des Korollars. Somit haben wir das
Korollar bewiesen. [

Beispiel 8.45. [Nicht-einfacher Zusammenhang] Behauptung: Die Menge
U :=R*\ {0}
ist nicht einfach zusammenhéngend.

Beweis: Wir betrachten das C!-Vektorfeld

(o)
€
[ -

Dieses Vektorfeld erfiillt die Integrabilititsbedingung (8.33). (Siehe Ubungsserie 3,
nicht-konservatives Vektorfeld mit verschwindender Rotation auf nicht-einfach zusam-
menhéngendem Gebiet.) Wir betrachten den geschlossenen stetig differenzierbaren Weg

X:U —R?, X(x):=

v:[0,27] = U, v(t) := (cost,sint).
Wir haben
/X ~dy =271 # 0.

Das folgt aus einer Rechnung wie in Beispiel Gemiiss Korollar folgt daher,
dass U nicht einfach zusammenhéngend ist.
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In den Féllen n = 2 und n = 3 bedeutet die Bedingung (8.33)) in Satz [8.42] dass die
Rotation des Vektorfeldes X verschwindet. Diese Rotation ist wie folgt definiert.

Definition 8.46 (Rotation eines Vektorfeldes). (i) Fall n = 2: Sei U C R? offen
und X : U — R? ein differenzierbares Vektorfeld. Wir definieren die (skalare)
Rotation (oder Wirbelstiarke) von X als die reellwertige Funktion

X2 X1
0 0 :U — R

. 2 1 _
rot X := DlX —DQX = O — 2

(11) Fallm = 3: Sei U C R3 offen und X : U — R® ein differenzierbares Vektorfeld.
Wir definieren die Rotation von X als das Vektorfeld

Dy X3 — D3 X2
rotX =V xX:=| D;X'—D;X® |:U—R.
D X2 — DyX!

Bemerkung. Formal ist V x X das Kreuzprodukt von V = (Dl, D, D3) mit X. Das
ist der Grund fiir diese Notation.

Beispiele. [Rotation eines Vektorfeldes]
e Das Vektorfeld
X:RP5R, X(z):= ( _;"2 ) (8.34)
1

hat Rotation

rot X (r) = D1 X?*(x) — Do X' (2) =1~ (—1) = 2.

e Das Euler-Vektorfeld
X :=id:R* = R%, X(z) ==,

hat Rotation

Dy X? — D3 X? 0-0
rotX(z) = DsX'—DX? |(x)=| 0-0 | =0.
D X? — Dy X 0-0

Bemerkung. [Integrabilitidtsbedingung und Rotation] In den Féllen n = 2 und n = 3
ist die Integrabilitiatsbedingung (8.33)) dquivalent zur Wirbelfreiheit von X, d. h., zur
Bedingung

rot X =0 (n=2), respektive  totX =0 (n =3).
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Der Name Rotation fir rot X kommt davon, dass das Vektorfeld (8.34) eine nicht-
verschwindende Rotation hat und sein Fluss durch Rotationen (Drehungen) gegeben
wird. Um das zu erkldren und zu prézisieren, brauchen wir die folgende Bemerkung.

Bemerkung 8.47. [Fluss eines Vektorfeldes|Wir betrachten ein C'-Vektorfeld X auf
R™ und einen Punkt xy, € R™. Es gibt ein offenes Intervall I, das 0 enthélt und eine
stetig differenzierbare Losung x : I — R™ des Systems von gewohnlichen Differential-
gleichungen

t=Xox (8.35)
und der Anfangsbedingung

z(0) = . (8.36)

(Siehe [Stral Satz 7.5.1, S. 185].) Die Losung ist eindeutig, im Sinn, dass jedes Paar
von Losungen auf dem Durchschnitt der beiden Intervalle iibereinstimmt. Der Flus{™|

des Vektorfeldes X ist eine Abbildung von einer offenen Teilmenge U von R x R™ nach
R™, die durch die Gleichung

ox(t,zg) == z(t)
definiert ist, wobei x die eindeutige Losung von (8.358.36)) ist. U ist dabei maximal.

Beispiel 8.48. [Fluss eines Vektorfeldes| Fiir jedes ¢ € R betrachten wir das Vektorfeld

X RESRE X (2) = c( _;2 ) . (8.37)
1
Der Fluss von X, ist gegeben durch
Yx, : U=Rx R2 — R2, @Xc(t,l'o) = Rct(l’o),

wobei R, die Drehung um den Ursprung in R? um den Winkel a im Gegenuhrzeigersinn
bezeichnet. (Uberpriifen Sie, dass diese Abbildung ¢y, die Bedingungen (8.358.36)
16st!)

Bemerkungen 8.49. [Motivation fiir den Namen Rotation]

(i) Wir betrachten den Fall n = 2 und das Vektorfeld X, wie in (8.37)). Gemaéss
Beispiel ist der Fluss dieses Vektorfeldes durch Drehung um den Ursprung
xo = 0 gegeben. Die Rotation von X, im Punkt x € R? ist

rot X (z) = ¢(Dyxy — Da(—12))
=2c
= 2 - Winkelgeschwindigkeit der durch X, hervorgerufenen Drehung.

Das motiviert den Namen Rotation von X fir rot X.

4Dieser Begriff des Flusses unterscheidet sich vom Fluss eines Vektorfeldes durch eine Fliche, der
in den S#tzen von Stokes und Gaufl auftritt. (Siehe spéter.)
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(ii) Wir betrachten jetzt den Fall n = 3. Sei A € R3*? eine antisymmetrische Matrix,
d. h. AT = —A. Wir betrachten das Vektorfeld X auf R*, das durch

X(z) = Az

gegeben ist. In diesem Fall konnen wir die Rotation von X wie folgt geometrisch
beschreiben. Wir schreiben A’; fiir den (i, j)-ten Eintrag von A. Wir definieren

A3,
vi=| Al |. (8.38)
A%

Der Zeit-t-Fluss von X (definiert wie in Bemerkung ist durch eine “Drehung
um {v” gegeben, d. h. eine Drehung um die Achse 7 um den Winkel t)|v||, falls
v # 0, und durch die Identitat, falls v = 0. Das folgt aus Bemerkung[8.47 und die
Tatsache, dass es eine Orthonormalbasis vy, va, v3 von R? gibt, sodass X (v;) = vy,
X (vg) = —vy, X(v3) = 0. (Warum gibt es eine solche Basis? Tipp: Definieren Sie
vs == v/||v|], falls v # 0.)

Die Rotation des Vektorfeldes X im Punkt z € R® wird durch zweimal die Win-
kelgeschwindigkeit dieser Drehung gegeben, d. h.

rotX (z) = 2v = 2 - Winkelgeschwindigkeit der durch X erzeugten Drehung.
(8.39)
Das motiviert den Namen “Rotation von X fiir rotX .

(iii) Aus der obigen Bemerkung ergibt sich die folgende stromungsmechanische Inter-
pretation der Rotation eines Vektorfeldes. Sei 0 # A € R3*3 eine antisymmetri-
sche Matrix. Wir betrachten eine stromende Fliissigkeit, deren Geschwindigkeit
im Punkt z € R® durch

v(x) = X(z) = Ax

gegeben ist. Wir platzieren einen kleinen harten Ball im Ursprung von R3. Nach
einer gewissen Einlaufzeit dreht sich der Ball mit der Stromung mit, d. h.; er
dreht sich um die Achse ”Z—” mit Winkelgeschwindigkeit ||v||, wobei v wie in (8.38)
definiert ist. Das folgt aus Bemerkung . Gemaéss ist die Rotation von X
also gleich zweimal die Winkelgeschwindigkeit der Drehung des Balles.

In den folgenden Bemerkungen stellen wir eine Verbindung zur komplexen Analysis
her. Wir zeigen mit Hilfe der Sétze [8.42] und unter anderem, dass das komple-
xe Wegintegral einer holomorphen Funktion auf einem einfach zusammenhingenden
Gebiet nur von den Endpunkten des vorgegebenen Weges abhéngt.

Bemerkungen. [Holomorphie, Cauchy-Riemann-Gleichungen, Integrabilitdtsbedingung,
(komplexes) Wegintegral]
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e Wie Sie in Mathematische Methoden fiir ITET und RW gelernt haben, ist ei-

ne komplexwertige Funktion f auf C holomorph, d. h. komplex differenzierbar,
g. d. w. f die Cauchy-Riemann-Gleichungen erfiillt["Jede der beiden Cauchy-
Riemann-Gleichungen entspricht der Integrabilitdtsbedingung . Um das zu
sehen, identifizieren wir C mit R%. Seien U C C = R? offen und

f=u+iw:UCC—C

eine Funktion. Wir definieren

() (1) e

Wir schreiben die Standardkoordinaten in R? als x,y. (Wir schreiben also einen
Punkt in R? als (z,y).) Die Cauchy-Riemann-Gleichungen fiir f lauten

o _on 50
g—z = —%. (8.41)
Gleichung ist Aquivalent zu
DY? = DY,

was dquivalent zur Integrabilitatsbedingung (8.33) ist.
Gleichung (8.41)) ist dquivalent zu

D, X' = D, X2,
was ebenfalls dquivalent zur Integrabilitdtsbedingung (8.33)) ist.

Wir nehmen jetzt an, dass f = u+iv : U — C holomorph ist und dass U einfach
zusammenhéngend ist. Sei v : [a,b] — U ein stetig differenzierbarer Weg.

Behauptung: Das kompleze Wegmtegm

1= [ e = | " Fo@)) dt

héngt nur von den Endpunkten von ~ ab.

15Fiir die Implikation “<=" nehmen wir an, dass f partiell differenzierbar und stetig ist.
18siche die Vorlesung komplexre Analysis
"Hier tritt das Produkt der komplexen Zahlen f(v(t)) und 4(t) auf.
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Beweis: Es gilt (mit Re = Realteil)

Re (/ f) = /X-dv. (8.42)

(Uberpriifen Sie das!) Das Vektorfeld X = (u,—v) erfiillt wegen (8.41) die
Integrabilitdtsbedingung (8.33). Geméss Satz ist X daher konservativ.
Geméiss Satz [8.31][e)=(b) héngt [ X - dy daher nur von den Endpunkten von

ab. Wegen (8.42)) gilt dasselbe fiir Re < fv f )
Analog gilt fiir Y = (v, u), dass (mit Im = Imaginérteil)

Im(/yf)z/Y-dy.

Aus der ersten Cauchy-Riemann-Gleichung ({8.40) folgt, Y konservativ ist. Daher
héngt Im ( f7 f ) nur von den Endpunkten von v ab. Damit folgt die Behauptung.

8.5 Partielle Ableitungen héherer Ordnung,
Taylorpolynom, lokale Extremalstelle,
Hesse-Matrix

Seien U C R" offen und k € Ng = NU {0}.

Definition 8.50 (hohere (stetige) partielle Differenzierbarkeit, C*). Wir nennen jede
Funktion f : U — RP 0-mal partiell differenzierbar (keine Bedingung). Ihre (eindeutige)
partielle Ableitung O-ter Ordnung ist f. Rekursiv definieren wir fir k € N:

Fine Funktion f : U — RP heisst k-mal partiell differenzierbar ¢. d. w. sie (k —1)-
mal partiell differenzierbar ist und ihre partiellen Ableitungen (k — 1)-ter Ordnung
partiell differenzierbar sind. Die partiellen Ableitungen von f k-ter Ordnung sind die
Funktionen D;g, wobei j € {1,...,n} und g alle partiellen Ableitungen von f (k—1)-
ter Ordnung durchlduft.

Wir nennen f k-mal stetig partiell differenzierbar (oder k-mal stetig differenzierbar
oder schlicht C*) g. d. w. f k-mal partiell differenzierbar ist und ihre partiellen Ablei-
tungen k-ter Ordnung stetig sind. Fir k € Ny definieren wir die Menge

C*(U,RP) := C*(U;RP) := {f : U — RP| f ist k-mal stetig partiell differenzierbar}.

Wir nennen f beliebig oft stetig partiell differenzierbar (oder C*° oder glatt) g. d. w. f
C* st fiir jedes k € Ny.
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Bemerkungen. [hohere (stetige) partielle Differenzierbarkeit, C*]

e (Rekursion) Die Definition der k-fachen Differenzierbarkeit beruht auf Rekursion
iiber k. In einer rekursiven Definition definieren wir zuerst ein Objekt oder einen
Begriff Ay und dann fiir jedes £ € N ein Objekt oder einen Begriff A; mittels
Aj_1. Zum Beispiel ist das Produkt A, := kn zweier natiirlicher Zahlen k,n
rekursiv definiert durch

Ao = O, Ak = Akfl + n.

(Uberprijfen Sie, dass diese Definition mit Threr Intuition des Produktes iibereinstimmt!)

In der Definition [8.50|ist A der Begriff der k-fachen partiellen Differenzierbarkeit
von f zusammen mit dem Begriff der partiellen Ableitungen von f k-ter Ordnung.

Zum Beispiel heisst f geméss dieser Definition 1-mal partiell differenzierbar
g. d. w. f 1 —1 = 0-mal partiell differenzierbar ist und die partiellen Ablei-
tungen von f O-ter Ordnung partiell differenzierbar sind™} f ist 1-mal partiell
differenzierbar g. d. w. f partiell differenzierbar ist. In diesem Fall sind die par-
tiellen Ableitungen von f 1-ter Ordnung gerade die partiellen Ableitungen von
o

Als ein weiteres Beispiel heisst f geméss Definition 2-mal partiell differen-
zierbar g. d. w. f 1-mal partiell differenzierbar ist und die partiellen Ableitungen
von f 1-ter Ordnung partiell differenzierbar sind. Das bedeutet, dass f partiell
differenzierbar ist und dass die partiellen Ableitungen von f ebenfalls differen-
zierbar sind.

e Die partiellen Ableitungen von f k-ter Ordnung sind die Funktionen

. > a
D, ---Dj f mit Ji, -0k € {1,...,n}, Dj:%.

e Jede k-mal stetig partiell differenzierbare Funktion C*-Funktion f hat stetige
partielle Ableitungen i-ter Ordnung fiir ¢ € {0, ..., k}. Das folgt aus:

— Proposition (1-mal) stetig partiell differenzierbar = differenzierbar
— Proposition differenzierbar = stetig

Jede C*-Funktion ist also auch von der Klasse C*~1, ... C°.

e C°(U,RP) ist die Menge der stetigen Funktionen von U nach RP.

193 Sinn der Definition

18im Sinn der Definition
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Abbildung 8.5: Hermann Schwarz, 1843-1921, deutscher Mathematiker.

e Die Definition von C* im Skript [Stra] (Definition 7.5.1, S. 171, Definition 7.5.2,
S. 173) ist ein wenig anders formuliert. Sie ist fquivalent zur Definition [8.50}

Beispiel. Jedes Polynom auf R” F_Ul ist glatt. Das folgt aus einem Argument wie in

Beispiel

Eine wichtige Eigenschaft einer C*-Funktion ist, dass es fiir eine solche Funktion nichts
ausmacht, in welcher Reihenfolge wir die partiellen Ableitungen nehmen. Das ist der
Inhalt des folgenden Satzes von Schwarz. Seien n € N, U C R" offen, f € C*(U) =
C*(U,R)und i,j € {1,...,n}.

Satz 8.51 (Schwarz, Vertauschen partieller Differentiationer@. Es qult

D;D;f = D;D,f.

Beweis: [Stra, Satz 7.5.1, S. 171]
Dieser Satz ist nach Hermann Schwarz benannt, siche Abbildung [8.5

Beispiel. [Satz von Schwarz, Vertauschen partieller Differentiationen] Wir betrachten
die Funktion
f:R* =R, f(x) == 2125

(z; := i-te Koordinate von x) Diese Funktion ist von der Klasse C2. (Sie ist sogar
glatt.) Wir berechnen
D1f<(,(]) = Z‘g, also Dngf(I> = DQ(D1f>(I) = 21’2,
Dof(x) =21 - 2x9, also DyDof(x) =229 = DyD1 f(2).

20siehe die Definition in Beispiel
21Mit “Differentiation” meinen wir “Ableitung nehmen”.
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In diesem Beispiel haben wir also die Aussage des Satzes durch eine direkte Rech-
nung gezeigt.

Bemerkung. [Vertauschen partieller Differentiationen| Die Aussage des Satzes [8.5]]
ist falsch, falls wir nur voraussetzen, dass f zweimal partiell differenzierbar ist. Ein
Beispiel dafiir ist die Funktion f : R? — R gegeben durch

Flz,y) = %_yéﬁ), falls (z,y) # (0,0),
0, sonst.
Diese Funktion ist ndmlich zweimal partiell differenzierbar mit
0,0,f(0,0) =1 # —1 = 9,0, £(0,0).
(Rechnen Sie das nach!)
Aus Satz folgt, dass die Reihenfolge partieller Differentiationen keine Rolle spielt,

falls die gegebene Funktion geniigend oft stetig partiell differenzierbar ist. Das ist der
Inhalt des folgenden Korollars. Sei m € N.

Korollar 8.52 (Vertauschen partieller Differentiationen). Partielle Differentiationen
diirfen beliebig vertauscht werden, falls eine C™-Funktion insgesamt m-mal partiell
differenziert wird.

Beweis: Das folgt aus Satz [8.51]
Bemerkungen. [Vertauschen partieller Differentiationen] Zum Beispiel gilt, dass
DoDsDsf = DsD3Ds f,
falls f C3 ist.
Eine weitere Anwendung von Satz ist Satz [8.42(fl), welcher besagt, dass jedes
konservative C'-Vektorfeld X die Integrabilitéitsbedingung (8.33)) erfiillt, also
DX =D; X',  Vi,j=1,...,n
Beweis von Satz [8.42|(): Da X konservativ ist, besitzt es ein Potential, also eine

differenzierbare Funktion f : U — R, sodass Vf = X. Da X (von der Klasse) C" ist,
ist f C?. Fiir alle i,5 € {1,...,n} gilt

D;X? = D;D;f  (wegen Vf = X)

=D,D,f (gemiiss Satz [8.51} da f C? ist)
=D; X'  (wegen Vf = X).
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D. h., X erfiillt die Integrabilititsbedingung (8.33)). Das beweist Satz [8.42|(). O

Sei m € {—1,0,1,...}. Wie im eindimensionalen Fall kénnen wir eine C"™-Funktion
f durch ihre Taylorformel ausdriicken. Das ist der Inhalt des néchsten Satzes. In der
Taylorformel kommt das Taylorpolynom m-ter Ordnung von f vor. Aus der Formel
folgt, dass das Taylorpolynom die Funktion f annédhert. Da Polynome einfache Funk-
tionen sind, werden Funktionen in vielen Anwendungen daher ndherungsweise durch
ihre Taylorpolynome ersetzt.

Seien k € Ng und aq,...,ar € R. Im Fall £ = 0 haben wir die leere Liste von Zahlen.

Wir schreiben
k
Hai = al...ak
i=1

fiir das Produkt dieser Zahlen. Im Fall £ = 0 nennen wir Hleo a; das leere Produkt. Das

ist das Produkt aller Zahlen in der leeren Liste. Wir verwenden dann die Konvention

k=0
Hai = 1.
i=1

Seien n € Ng, m € NoU {—1}, U C R" offen, f : U — R und zy € U. Falls m > 0,

dann nehmen wir an, dass f m-mal partiell differenzierbar ist.

Definition 8.53 (Taylorpolynom). Wir definieren das Taylorpolynom von f m-ter
Ordnung zum Entwicklungspunkt o als die Funktion T}’ : R™ — R gegeben durclﬁ

m n k
m 1
7, (x) =) Tl > Dy Di f(wo) [ (2 = 0)s, (8.43)
k=0 T,y =1 7=1

:f(x(]) + Z Dllf(ﬂio)(l’ - Q:0)1'1 + % Z DZ2DZ1f<xO)(:C - xO)h (‘r - x(])iz

ir=1 in yig=1
1
+ob— > Diy Dy f(wo)(@ — )i, - (@ = )i,
Bemerkungen. [Taylorpolynom|]

e In dieser Formel tritt k! := [[*,i=1-2---- -k (k Fakultit) auf. Im Fall k& = 0
ist das das leere Produkt 0! = 1.

22Fir jeden Vektor v € R™ und jeden Index i = 1, ...,n bezeichnet v; hier die i-te Koordinate von
v.
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Im Fall m = —1 ist die rechte Seite von (8.43)) eine leere Summe. Diese ist als 0
definiert. Daher ist
T ;0 =0.

Im Fall m =0 ist
T](c),xo = f(xo)

Im Fall m =1 ist
T} 40 (x) = f(20) + Z Dif (o) (x — o)

= f(zo) + d}(xo)(x — ).

Das ist die beste affine Niherung von f im Punkt z, die wir in kennenge-
lernt haben. Das Taylorpolynom verallgemeinert also die beste affine Naherung.

In [Stral Bemerkung 7.5.3, S. 174] wird die Notation

Tmf(xva) = T]Tzo ($)

verwendet.

Beispiel 8.54. [Taylorpolynom|Wir betrachten die Funktion

f:R*"—=R, f(z) = sin (||z]?) .

Wir berechnen das Taylorpolynom von f m-ter Ordnung zum Entwicklungspunkt xq :=
0 fiir m = 0,1,2. Dazu berechnen wir mittels der Kettenregel und der Leibnizregel
(=Produktregel)

D, f(z) = cos (||z]|*)-22;, D;D;f(z) = —sin (||z[|*)-22;-2z;+cos (||z||*)-26;;, Vi, j = 1,...

. 1, fallsi =y,
wobei 0ji == { 0. sonst. )
Daraus folgt, dass
Tpapo() = f(0) =0, Tp, o +ZD,1f —0);, =0+0=0,
i1=1
1 n
foo 0 +ZD11f +§ Z Dzanf(O)(x_O)h(x_O)w

11=1 i1,i2=1
:0+O+1i1~2x2
2 & ’

=zl
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In der Formel (8.43)) fiir das Taylorpolynom kommen viele gleiche Terme vor. Zum
Beispiel enthélt sie fiir £ = 2, i1 = 1, i = 2 die beiden Terme

1 1
§D2D1f($o)($ — 0)1(7 — T0)2, §D1D2f($o)(9€ — )2 (T — o)1,

die geméss dem Satz von Schwarz gleich sind. Wir brauchen daher nicht alle
hoheren partiellen Ableitungen auszurechnen, um ein Taylorpolynom zu berechnen.
Mit Hilfe sogenannter Multi-Indizes koénnen wir das Taylorpolynom so umschreiben,
dass solche Terme zusammengefasst werden. Ein Multi-Index ist ein Element o =
(aq,...,00) € NJ. Sei a € N ein Multi-Index. Wir schreiben

la| =a; + -+ ay, =: Ordnung (=: Lénge) von a,
al i=aq! !,
k k! " . :
o) = (fiir k& := |o|, Multinomialkoeffizient),
a!
v =0t e Yv € R",
0% :=D%:= D" D",

Beispiel. [Multi-Index-Schreibweise] Fiir n = 3, a := (0,3,2) € N3 und v := (2, —1,4)
gilt

k:=|a]=0+3+2=5,

al =0!-3-20 =12,

k 5!
(a) 03121 =10,

vt = (2,-1,4) 0 =20 (—1)° - 47 = 16,
D* = D3D? = DyDyDyD3Ds.

Seien m € Ny, f € C"(U), o € U und = € R™.

Proposition 8.55 (Taylorpolynom in Multi-Index-Schreibweise). Das Taylorpolynom
17, st gegeben durch

m — 1 « (0% n
Th,@) =) > D)),  VreR"
k=0 aeNZ:|a|=k
Bemerkung. Diese Proposition entspricht [Stral Bemerkung 7.5.3]. Dort steht fiir

k = m anstelle von é der falsche Faktor #

Diese Proposition folgt unmittelbar aus dem néchsten Lemma. Seien £ € Ng, f €
C*U), zo € U und v € R™
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Lemma 8.56 (partielle Ableitungen und Multi-Indizes). Es gilt

k

Z Di, - Dy f(xo) [[vi, = D <’;)Daf(xo)va. (8.44)

11yt =1 j=1 a€eNG: |a|=k
Beweis von Lemmam Fiir jedes k-Tupel [ = (I, ..., I}) € {1,...,n}* definieren
wir den Multi-Index af € N durch
al := Anzahl j € {1,... k},sodass [; =4, Vi€ {l,...,n}. (8.45)

(1; spielt die Rolle des Indexes i;.) Sei o € Nij. Wir schreiben k := |a. Es gilt

k!
Anzahl I € {1,...,n}* sodass o’ = a = (z) =—. (8.46)
al

Das folgt mittels Induktion iiber n. Es gilt

k
Y. Di--Dyflxo) [Ty,
. e
= > > Do DS f () vt -+ 00

aeNG: |al=k Ie{l,...,n}F: al =a

(aufgrund des Satzes (Schwarz) und weil Multiplikation von Zahlen kommutativ ist)

= Z (Z) D f(zo)v® (wegen (8.46))).

aeND: |al=k

Das beweist (8.44)) und schliesst den Beweis von Lemma und damit von Proposi-
tion [R.58 ab. O

Bemerkungen. [Multi-Indizes, Formel ({8.46))]

e Anschaulich kénnen wir die Formel wie folgt interpretieren. Wir fassen
die Zahlen 1,...,n als Buchstaben auf und betrachten die Menge {1,...,n} als
ein Alphabet. Jedes I = (I1,...,I;) € {1,...,n}* ist ein Wort der Linge k im
Alphabet {1,...,n}. (Wir denken uns dabei die Klammern und die Kommas
weg.) Auf der linken Seite der Formel tritt die Menge

{re{1,...,n}*| o' =a} (8.47)
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auf, welche anschaulich aus allen Wortern der Lénge & im Alphabet {1,...,n}
besteht, in denen genau «; mal der Buchstabe 1, ay mal der Buchstabe 2 usw. vor-

kommt. (Vergleiche mit (8.45]).) Formel (8.46)) sagt, dass diese Menge (a) Ele-

mente besitzt.

Wir fixieren die Wortldnge k£ und stellen uns eine Reihe mit k leeren Quadraten
vor. Jedes Wort in entspricht einer Moglichkeit, genau a; Quadrate mit
dem Buchstaben 1 zu fiillen, as Quadrate mit dem Buchstaben 2 usw. . Es ent-
spricht also einer Wahl einer Menge S; von «; Quadraten, einer Menge S5 von

s Quadraten usw. . Die Anzahl aller solcher Wahlen ist (Z) Das ist eine kom-

binatorische Aussage, die mittels Induktion iiber die Lange n unseres Alphabets
bewiesen werden kann. Das liefert eine anschauliche Interpretation von Formel
(18.46]).

e Wir betrachten den Fall n = 2. Dann entspricht eine Wahl wie oben genau einer
Wahl von o Quadraten. Wie Sie in der Mittelschule gelernt haben, ist die Anzahl
solcher Wahlen gleich dem Binomialkoeffizienten

(k) I T (k)
/) alllk—ao)! allay! \a/’

Das stimmt mit der Formel (8.46) iiberein.

e Der Multinomialkoeffizient (l;) tritt im Multinomialsatz auf, welcher besagt,
dass fiir jedes k € Ng und =z = (3:1, e ,xn) € R" gilt
(Sa) - x ()
=1 aeNG: |al=k
(z) ist also der Koeffizient vor dem Term z® in der Entwicklung der k-ten Potenz
der Summe Z?Zl r; =x1+ -+ x,. Im Fall n = 2 ist der Multinomialsatz der
binomische Lehrsatz. Das erkldrt den Namen Multinomialkoeffizient.
Seien m € Ny, f € C"™ " (U) und g,z € U, sodass
=1 —t)xo+te e U, Vtel1].

Satz 8.57 (Taylorformel). Es gibt eine Zahl 0 € (0,1), sodass gilt

@) =T+ S D ) - a0)” (3.4

a€eNE: |al=m+1
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Beweis: [Stral Satz 7.5.2, S. 174]

Bemerkungen. [Taylorformel]

e Die Aussage des Satzes gilt auch im Fall m = —1, falls wir § = 1 ebenfalls
zulassen. (8.48) besagt dann, dass

f(z) = Tfio(x) + f(zg) = 0+ f(xg).
Diese Gleichheit stimmt fiir 6 = 1.
e Im Fall m = 0 sagt der Satz, dass es ein 6 gibt, sodass
f(z) = f(x0) + Df(ze)(x — o).
Im Fall n = 1 ist das die Aussage des Mittelwertsatzes aus Analysis 1 (Satz[5.14)).

e Im Fall n =1 haben Sie Satz in Analysis 1 gesehen. Siehe [Stral, Satz 5.5.1,
S. 96]. (Uberzeugen Sie sich, dass die obige Formel und die Formel in [Stral Satz
5.5.1, S. 96] in diesem Fall iibereinstimmen!)

Definition 8.58 (Restglied). Wir definieren das Restglied von f m-ter Ordnung zum
Entwicklungspunkt xq als die Funktion

7}?960 ::f—Tﬁ:O:U%R.

Bemerkung. In [Stral Bemerkung 7.5.4 i), S. 174] wird das Restglied mit r,, f(-; x¢)
bezeichnet.

Sei r € (0,00), sodass B, (x¢) C U. Wir definieren

m+1
n 2 @ n
Cm = m,f,xo,r = mmax{|D f(y)| ’ o€ NO . |O[‘ =m—+ 1, Yy c BT (IO)}

Auf der rechten Seite tritt das Maximum der Zahlen |D®f(y)| auf, wobei « iiber alle
Elemente von N mit |a| = m 4 1 lduft und y iiber alle Elemente von B, (z) lduft.
Dieses Maximum existiert, da geméss Korollar jede stetige reellwertige Funktion
auf einer kompakten Menge ein Maximum besitzt.

Proposition 8.59 (Restglied). Es gilt

|RE, ()] < Clle — wol|™, Va € B (x).

Beweis: Das folgt aus Satz [8.57]
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Bemerkung. [Taylornéherung, Restglied] Wir sagen, dass eine Funktion g : U — R
die Funktion f (um den Punkt () in m-ter Ordnung néhert, falls

f(x) —g(x)

—0 fiir T — Xg.
| — @ol|™

Geméss Proposition [8.59 gilt

iz me < Cullx —x0]] = 0 fiir 2 —
— T

(falls f C™T! ist). Daher niihert das Taylorpolynom m-ter Ordnung die Funktion f in
m-ter Ordnung. Den Unterschied f — 77", , also das Restglied, konnen wir als Fehler
dieser Naherung sehen. Dieser Fehler hat die Ordnung m + 1, d. h., er ist durch eine
Konstante mal r! beschrinkt, wobei

re = ||z — x|

der Euklidische Abstand zwischen ¢ und x ist. Zum Beispiel néhert das Taylorpolynom
nullter Ordnung die Funktion bis auf einen linearen Fehler. Das Taylorpolynom erster
Ordnung néhert die Funktion bis auf einen quadratischen Fehler, usw. .

Sei f: U — R eine Funktion und z¢ € U.

Definition 8.60 (strikte lokale Extremalstelle). Wir nennen zy eine lokale Minimal-
stelle von f ¢. d. w. es eine Umgebung V von xy in U gibt, sodass

f(x) = f(xo), Vo eV \{xo}.

Wir nennen x, eine strikte lokale Minimalstelle von f ¢. d. w. diese Bedingung mit
“>7 ersetzt durch “>7 erfillt ist.

Wir nennen xo eine (strikte) lokale Maximalstelle von f g¢. d. w. die analoge Bedingung
mit “>7 (“>7) ersetzt durch “<” (“<”) erfillt ist.

Wir nennen xo eine (strikte) lokale Extremalstelle von f g¢. d. w. x¢ eine (strikte)
lokale Minimalstelle oder (strikte) lokale Mazximalstelle ist.

Bemerkung. [lokal] Das Wort lokal bedeutet in einer (mdglicherweise kleinen) Um-
gebung des gegebenen Punktes. Eine lokale Extremalstelle zy von f ist also eine Extre-
malstelle von f in einer Umgebung von x.

Bemerkung. [lokales Minimum der potentiellen Energie und Stabilitét] In der Physik
sind lokale Extrema zum Beispiel darum wichtig, weil eine gegebene Lage eines stati-
schen mechanischen System stabil ist, falls die potentielle Energie in dieser Lage ein
striktes lokales Minimum annimmt.
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Sei g € U ein Punkt, in dem f differenzierbar ist.

Definition 8.61 (kritischer Punkt). zo heisst kritischer (oder stationdrer) Punkt von
f g. d. w. die Ableitung von f in xq verschwindet, d. h.

Bemerkung 8.62. |kritischer Punkt] Im Fall n = 1 ist zg genau dann ein kritischer
Punkt von f, wenn f’(xy) = 0.

Sei jetzt f € C*(U) und x € U.

Definition 8.63 (Hesse-Matrix). Wir definieren die Hesse-Matrix von f im Punkt
als die quadratische Matriz

n

Hess(zo) := (DiDjf(ﬁo))i,jzl-
Bemerkung. Geméss dem Schwarz ist die Hesse-Matrix symmetrisch, d. h.
Hessf(x¢);; = Hesss(xo);i, Vi,j=1,...,n.
Beispiel 8.64. Wir betrachten die Funktion
f:R* =R, f(z) =22 + 2120 + 23

Die Hesse-Matrix von f an der Stelle 2, € R? ist gegeben durch

Hess¢(zg) = (? ;) :

Bemerkung 8.65. [Hesse-Matrix] Wir betrachten den Fall n = 1. Die Hesse-Matrix
von f in x ist gegeben durch

Hessf(z0) = (f"(20))-

Erinnerung an die lineare Algebra:

Bemerkungen 8.66. (i) Eine reelle quadratische Matrix A € R™™ heisst positiv
definit g. d. w.
vl Av > 0, Vv € R™\ {0}.

Sie heisst negativ definit g. d. w.

vl Av < 0, Vv € R™\ {0}.
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Abbildung 8.6: Pierre de Fermat, 1607-1665, franzosischer Mathematiker und Jurist.

(i) Im Fall n =1 ist A € R™! = R genau dann positiv (negativ) definit, falls A > 0
(A <0).

Satz 8.67 (lokale Extremalstelle, Hesse-Matrix). (i) (Satz von Fermat iber kritische
Punkte) Falls xo € U eine lokale Extremalstelle von f ist, dann ist xqo ein kriti-
scher Punkt von f.

1) Falls xog ein kritischer Punkt von f ist und die Hesse-Matrix Hess(xg) positiv
f
(negativ) definit ist, dann ist o eine strikte lokale Minimalstelle (Mazimalstelle)
von f.

Beweis von (i): [Stral, Satz 7.5.3, S. 175]
Beweis von : S.

Bemerkungen. [kritischer Punkt, lokale Extremalstelle, Hesse-Matrix im Fall n = 1]

o Teil (i) des Satzes ist nach Pierre de Fermat benannt, siehe Abbildung

e Wir betrachten den Fall n = 1. Wir nehmen an, dass x( ein kritischer Punkt
von f ist. Geméss Bemerkung bedeutet das, dass f'(x¢) = 0. Wir nehmen

an, dass f”(zo) > 0. Geméss Bemerkungen und [8.66((i1)) ist Hesss(zo) dann
positiv definit. Geméss Satz ist xg daher eine strikte lokale Minimalstelle

von f.

Das wussten Sie schon aus Analysis 1, siehe [Stra, Korollar 5.5.1, S. 98]. Satz
verallgemeinert ein Resultat aus Analysis 1 auf mehrere Dimensionen.

Beweis von Satz [8.67|(): Wir nehmen an, dass 2y € U eine lokale Extremalstelle
von f ist.
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Fall: 2, ist eine lokale Minimalstelle. Sei v € R". Wir definieren
x(t) := zo + tv, g:=fou.

Da 1z eine lokale Minimalstelle von f ist, ist ¢ = 0 eine lokale Minimalstelle von g.
(Uberlegen Sie sich das!) Gemiss einem Resultat aus Analysis 1 ([Stra, Korollar 5.5.1,
S. 98]) gilt daher

0=g(0). (8.49)
Andererseits gilt geméss der Kettenregel (Satz , dass
9(0) = df (2(0))2(0) = df (zo)v-
Indem wir das mit kombinieren, erhalten wir
0 = df (zo)v.
Da v beliebig ist, folgt daraus, dass
df () = 0.

Fall: x, ist eine lokale Maximalstelle: analog.

Das beweist Satz [8.67|(). O

Beispiele 8.68. [(keine) lokale Extremalstelle, Hesse-Matrix|

(i) Wir betrachten die Funktion
fiRY =R, f(x) =l

Siehe Abbildung [8.7/im Fall n = 2.
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m .
Abbildung 8.7:  Abbildung 3.8 Abblldur?g_ ) 8.2.
f@) = el zo = 0 (@) = el v = 0 S@ = A =
lokale Minimalstelle. lokale Maximalstelle. Zo = U: Sattelpunkt.

Wir bestimmen die kritischen Punkte von f. Dazu berechnen wir ihre Ableitung:
df(x) = (221 --- 2x,)-:R" =R

Die Bedingung df (x¢) = 0 ist genau fiir o = 0 erfiillt. Also ist 2o = 0 der einzige
kritische Punkt von f.

Um zu iiberpriifen, ob dieser Punkt eine lokale Extremalstelle ist, berechnen wir
die Hesse-Matrix von f:

2 0 0
Hess(z) = X

: 0

0 0 2

Fiir jeden Vektor v € R™\ {0} gilt

v” Hessf(zo = 0)v = Zvi - 2u; = 2||v||* > 0.
i=1
Daher ist Hess;(0) positiv definit. Gemiéss Satz ist x( daher eine strikte
lokale Minimalstelle von f.

In diesem Beispiel konnen wir das auch einfach direkt iiberpriifen. Des Weiteren
ist es auch aus der Abbildung [8.7] ersichtlich.
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(iii)
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Wir betrachten die Funktion
fAR"=R,  f(z):=—|=z|*

Siehe Abbildung [8.8im Fall n = 2. Diese Funktion besitzt genau den kritischen
Punkt xy = 0. Dieser Punkt ist eine lokale Maximalstelle. Das folgt aus einem zu
analogen Argument.

Wir betrachten die Funktion
f:R®* =R, f(z) =23 — 3.

Siehe Abbildung [8.9] Diese Funktion besitzt genau den kritischen Punkt zq = 0.
Das folgt aus einem zu (fi)) analogen Argument. Der Punkt xq = 0 ist keine lokale
Extremalstelle. Das ist aus der Zeichnung ersichtlich. (Warum?) In Beispiel
werden wir diese Aussage beweisen.

Wir betrachten die Funktion
f:R* =R,  f(x):=a3+ua3

Analog zum vorherigen Beispiel ist der einzige kritische Punkt von f gegeben
durch xy = 0. (Uberpriifen Sie das!) Die Hesse-Matrix von f ist gegeben durch

2 0
Hesss(z) = (0 12x§> :

Wir betrachten jetzt x = z9 = 0. Hess;(0) ist nicht positiv definit, da fiir v :=
(0,1) gilt

v” Hess;(0)v = 0.
Hessf(0) ist auch nicht negativ definit. Wir konnen daher Satz nicht

anwenden.

Es gilt jedoch f(x) > 0 fiir alle 2 # 0. (Uberpriifen Sie das!) Daher ist 2y = 0
eine strikte lokale Minimalstelle.

Bemerkung. Die Umkehrung von besagt, dass fiir jede strikte lokale Mini-
malstelle zy von f die Hesse-Matrix Hess¢(x) positiv definit ist. Aufgrund des letzten
Beispiels ist diese Umkehrung falsch.

Wir betrachten jetzt den Fall n = 2.

Proposition 8.69 (positive und negative Definitheit in zwei Dimensionen). Sei A €
R2%2 eine symmetrische Matriz.
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(i) A ist positiv definit g. d. w.

det(A) >0 und Ay > O.ﬁ

(i) A ist negativ definit g. d. w.

det(A) >0 und A <0.

Beweis: [Bla96], (5.8), S. 158].

Bemerkung. [positive Definitheit] Fiir ein allgemeines n € N ist eine symmetrische
Matrix A € R™*" genau dann positiv definit, wenn sie das Sylvester-K m’tem’um@ erfiillt.
Dieses Kriterium ist die Eigenschaft, dass alle fithrenden Hauptminoren von A positiv
sind. (Siehe lineare Algebra.)

Beispiel. [positive Definitheit der Hesse-Matrix, strikte lokale Minimalstelle] Wir be-
trachten die Funktion

f:R* =R, f(z) = 2% + 2129 + 23
Der einzige kritische Punkt von f ist 2o = 0. (Uberpriifen Sie das!) Gemiss Beispiel
gilt
2 1
Hessy(xg) = (1 2) :

Es gilt
det (Hessf(zp)) =2-2—-1-1=3>0, Hessf(x9)11 =2 > 0.

Gemaéss Proposition ist Hessy(xo) daher positiv definit. Geméss Satz ist
xo = 0 daher eine strikte lokale Minimalstelle von f.

Sei f: U — R und xg € U ein Punkt, in dem f differenzierbar ist.

Definition 8.70. x( heisst ein Sattelpunkt von f ¢. d. w. xy ein kritischer Punkt von
f und keine lokale Extremalstelle von f ist.

Bemerkungen 8.71. [Sattelpunkt, Indefinitheit der Hesse-Matrix]

(i) Ein kritischer Punkt zy von f ist ein Sattelpunkt g. d. w. es in jeder Umgebung
von xy sowohl einen Punkt gibt, in dem f grosser als in x( ist, als auch einen
Punkt gibt, in dem f kleiner als in xg ist.

Sei jetzt A € R™*™ eine reelle quadratische Matrix.

23 A;; bezeichnet den (i, j)-ten Eintrag von A.
24Manchmal wird dafiir die Bezeichnung Hurwitz-Kriterium verwendet.
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(ii) A heisst indefinit g. d. w. es Vektoren v, w € R™ gibt, sodass

vl Av > 0, wl Aw < 0.

(iii) Wir nehmen jetzt an, dass n = 2 und A symmetrisch ist. Dann ist A indefinit
g.d. w.det A <O.

(iv) Sei U CR", f € C*(U) und zy € U ein kritischer Punkt von f. Falls die Hesse-
Matrix Hess¢(zo) indefinit ist, dann ist x ein Sattelpunkt. Das folgt aus [Stra,
Bemerkung 7.5.4 i)]. Geméss ist z¢ also ein Sattelpunkt, falls

n=2, det (Hessf(xo)) < 0.

Beispiel 8.72. [Indefinitheit der Hesse-Matrix, Sattelpunkt] Wir betrachten die Funk-
tion

f:U:=R* =R, f(z) =2 — 23
Siehe Abbildung . Der Punkt xy := 0 ist ein kritischer Punkt von f. (Uberpriifen
Sie das!) Es gilt

Hess(zo) = <(2) _02) , also det (Hessy(zp)) = —4 < 0.

Gemiss Bemerkung ist xg = 0 daher ein Sattelpunkt.



Kapitel 9

Umbkehrsatz, Satz iiber implizite
Funktionen, Untermannigfaltigkeit
des Koordinatenraums,
Tangentialraum

9.1 (C*-Diffeomorphismus, Umkehrsatz

Dieser Abschnitt entspricht [Stral Abschnitte 7.7]. Darin lernen wir zwei grundlegende
Werkzeuge der Analysis kennen, ndmlich den Umkehrsatz und den Satz iiber implizite
Funktionen. Der Umkehrsatz gibt Bedingungen an, unter denen wir eine Gleichung der
Form

flx)=y

nach z auflosen konnen, falls y nahe bei einem Punkt yq liegt, fiir den eine Lésung x der
Gleichung f(z) = yo existiert. Der Satz iiber implizite Funktionen gibt Bedingungen
an, unter denen die Losung einer Gleichung auf eine C*-Weise von Parametern abhingt.

Sei S C R" eine Teilmenge, f : S — R™ eine Funktion und yg € R". Wir nehmen an,
dass es fiir y = yo eine Losung xy € S der folgenden Gleichung gibt:

fz) = . (9.1)

Frage 9.1. Unter welchen Bedingungen an f gibt es eine Losung dieser Gleichung fir
y nahe bei yo ?

Frage 9.2. Unter welchen Bedingungen ist diese Lisung eindeutig?

Frage 9.3. Wie hdngt sie von y ab?

359
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Satz gibt Antworten auf diese Fragen. Um ihn zu formulieren, brauchen wir das
Folgende. Seien Xy, Yy Mengen, f : Xy — Y, eine Abbildung, X C X, und Y C Y,
sodass f(X) C Y]]

f: X =Y, (9.2)

die Finschrankung von f auf X und Y ist die Abbildung mit Definitionsbereich X,
ZielbereichP] Y und Graph gegeben durch {(z, f(z)) |z € X}. f: X — Y ist also die
gleiche Funktion wie f, ist aber nur auf X definiert und besitzt einen verkleinerten
Zielbereich. Im Fall Y = Y| schreiben wir

flx = [flIx = [f:X=Y

fiir diese Einschréankung. Seien X,Y Mengen und f : X — Y eine injektive Funktion.
Wir definieren die Umkehrung (Umkehrabbildung oder Inverse) von f als die Funktion

(X)) = X, f'(y) := eindeutiges z € X, sodass f(z) = y. (9.3)
Seien jetzt U C R™ und V' C RP offene Teilmengen und k£ € N U {0, co}.

Definition 9.4 (C*-Diffeomorphismus). Eine Abbildung f : U — V heisst C*-Diffeomorphismus
g. d. w. sie bijektiv und C* ist und ihre Umkehrung C* ist. Wir nennen einen C*-
Diffeomorphismus einen glatten Diffeomorphismus oder einfach einen Diffeomorphis-

mus.

Beispiele. Die folgenden Abbildungen sind (glatte) Diffeomorphismen:

e Jeder lineare Isomorphismus zwischen zwei Vektorrdumen.

e Die Exponentialfunktion
exp : R — (0, 00).

Bemerkung 9.5. [Umkehren und ableiten| Falls f ein C''-Diffeomorphismus ist, dann
ist fur jedes x € U D f(z) invertierbar und

D(f Ny =Df(f ' y)" VYyeV (9.4)
Um das zu zeigen, sei x € U. Gemiiss der Kettenregel (Satz gilt, dass
idre = Didy(z) = D(f~)(f(z))Df(2),
idre = Didy(f(z)) = Df(z)D(f~)(f(2)).

Daraus folgt, dass D f(x) invertierbar ist und dass die Gleichheit (9.4)) gilt. Falls U # 0,
folgt daraus, dass die Vektorraume R™ und RP isomorph sind (mittels D f(z)) und dar-
um, dass n = p.

LA(X) ={f(z) |z € X} ist das Bild von X unter f.
%In [Stral, Definition 1.3.1, p. 8] wird der Zielbereich der Bild- oder Wertebereich genannt.
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Abbildung 9.1: Umkehrsatz mit n = 2. Wir nehmen an, dass D f(x() invertierbar ist,
d. h., dass die Vektoren D f(x¢)e; und D f(zg)es linear unabhéngig sind.

Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist der folgende Satz.

Satz 9.6 (Umkehrsatz). Seien Uy C R™ offen, k € NU {oo}, f € C*¥(Uy,R") und
xg € Uy ein Punkt, sodass D f(xq) invertierbar ist. Dann gibt es eine offene Umgebung
U C Uy von xq, sodass f(U) offen ist und die Einschrankung

f:U—= f(U)

ein C*-Diffeomorphismus ist.

Beweis: [Stral Satz 8.7.1, S. 229].
Abbildung [0.1] verdeutlicht diesen Satz.

Bemerkungen 9.7. e Eine offene Umgebung eines Punktes in R™ ist eine offene
Teilmenge von R", die den Punkt enthilt. (Vergleiche mit Definition [4.39])

e Dieser Satz liefert Antworten auf die Fragen [9.1] und (S.1359).

e Er verallgemeinert das folgende Resultat aus Analysis 1: Sei I ein offenes Intervall
und f : I — R eine differenzierbare Funktion. Falls f’ # 0, dann ist f injektiv
und f~1: f(I) — I differenzierbar. Siche [Stra, Satz 6.2.2, S. 117, und Beispiel
8.7.1.1), S. 229].

e Bemerkung (9.5 impliziert:

“f Cl-Diffeomorphismus = D f(z,) invertierbar”

Die Umkehrung davon lautet:

“Df(xg) invertierbar = f C*-Diffeomorphismus”
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Abbildung 9.2: Um z, besitzt f keine Umkehrung,.

Fiir £ = 1 ist das die Aussage des Satzes [0.6] ausser, dass der Satz nur eine
lokale Aussage macht, namlich, dass f auf einer (kleinen) Umgebung von x, ein
C'-Diffeomorphismus ist.

Der Satz liefert also eine “lokale” Umkehrung der Bemerkung

Satz sagt unter anderem, dass es Umgebungen U von zy und V (= f(U))
von yo gibt, sodass f : U — V bijektiv ist. Schon das ist eine bemerkenswerte
Aussage.

Die Bedingung, dass D f(z¢) invertierbar ist, ist notwendig. Um das einzusehen,
betrachten wir einen Punkt yy € R™ und die konstante Abbildung f = y,. Ein
anderes Beispiel ist durch eine nicht invertierbare lineare Abbildung f : R” — R"
gegeben. Noch ein Beispiel ist durch die Abbildung

f:Uy:=R—=R, f(x):=2?
und den Punkt zy := 0 gegeben. Siehe Abbildung [9.2]

Im Allgemeinen kénnen wir nicht U = U, wéhlen. Betrachte zum Beispiel f :
Up:=R—=R, f(z) := 2% und zy = 1.

Fiir den Satz brauchen wir, dass f stetig differenzierbar ist. Falls wir nur
voraussetzen, dass f differenzierbar ist, dann ist die Aussage des Satzes[9.6] falsch.
Um das zu sehen, wihlen wir eine nicht injektive differenzierbare Funktion g :
(0,1) — R, sodass g(z) = « fiir <  und = > 2. (Uberlegen Sie sich, dass es
ein solches g gibt! Es gibt sogar eine glatte solche Funktion.) Fiir jedes j € N
definieren wir [; := (%, % + J%) Wir definieren f: R — R durch

9 .
9U=J) s e I, j €N,
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Diese Funktion ist differenzierbar. (Fiir x = 0 folgt das aus der Definition der
Differenzierbarkeit in einer Variable.) Es gilt f’(0) = 1, darum ist D f(0) = f’(0)-
invertierbar. f erfiillt daher die Voraussetzungen des Umkehrsatzes mit k = 1,
bis auf die Voraussetzung, dass [ stetig differenzierbar ist.

Sei j € N. Da g nicht injektiv ist, ist die Einschrankung von f auf I; nicht
injektiv. Daher gibt es keine Umgebung von 0, worauf f injektiv ist. Die Aussage
des Satzes [9.6 ist daher falsch.

Der Umkehrsatz ist daher ein Beispiel eines Satzes, wofiir stetige Differenzierbar-
keit die “richtige” Voraussetzung ist.

e Im Satz [0.6 sind die Dimensionen des Definitionsbereichs und des Zielbereichs
von f gleich. Der Satz iiber implizite Funktionen (Satz |9.14]) wird beschreiben,
was geschieht, falls das nicht der Fall ist.

Beispiel 9.8. [kubische Funktion] Wir betrachten die Abbildung

1+$1+I%>
z3 + x9 '

f:Uy=R*—= R f(x)z(

Diese Abbildung ist glatt, d. h. beliebig oft stetig partiell differenzierbar. Es gelten
f(O) = (17 O)’

Df(‘”):(z%i«f 3?)

und darum

Df(0) =id. (9.5)

Daher sind die Voraussetzungen des Satzes mit Uy :== R?, 2p = 0 und k = oo
erfiillt. Gemiss diesem Satz gibt es daher eine offene Umgebung U C R? von 0, sodass
f(U) offen ist und die Einschrankung f : U — f(U) ein (glatter) Diffeomorphismus
ist. Daher gibt es fiir jedes y € f(U) ein eindeutiges = € U, sodass f(x) = y. Wegen
(19.5) und Bemerkung ist die Ableitung der Umkehrung im Punkt 3o = (1,0) € R?
gegeben durch

D(flz)((1,0)) = Df(flz4((1,0)) =0) ' =id™' =1id.
(Die Inverse f|;': f(U) — U ist wie in definiert.)

Bemerkung. [Formel fiir Umkehrung] Moglicherweise gibt es im Beispiel keine
Formel fiir die Umkehrung f~* : f(U) — U. (Versuchen Sie, eine solche Formel zu
finden!) Bemerkenswerterweise konnten wir trotzdem die Ableitung von f|;;' im Punkt
(1,0) berechnen.
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Abbildung 9.3: Polarkoordinaten.

In der Physik und anderen Anwendungen wollen wir manchmal die Koordinaten wech-
seln, um Rechnungen zu vereinfachen. Satz rechtfertigt lokale Koordinatentrans-
formationen, weil er uns erlaubt, physikalische Grossen in den neuen Koordinaten
auszudriicken. Wenn zum Beispiel g : U — R die Temperatur ist, dann ist g o f |[}1 die
Temperatur in den mittels f transformierten Koordinaten.

Beispiel 9.9. [Polarkoordinaten] Wir definieren

fiR? SR f(w)zz(mw)-

rsin @

Das ist die Polarkoordinatentransformation. Siche Abbildung 9.3} Es gilt

[ cosp —rsing
Df(r’sp)_<sin<p rcosgp)

und darum
det D f(r, ) = r(cos® p + sin® ) =r- (9.6)

Sei (1o, p0) € R?, sodass 19 > 0. Dann gilt det D f(ro, 0o) = ro # 0. Darum gibt es
geméss dem Umkehrsatz eine offene Umgebung U C R? von (rg, o), sodass f(U)
offen ist und f|y : U — f(U) ein Diffeomorphismus ist. In der Tat, falls o € (—3,%),

T 2073
dann konnen wir
T

U = (0,00) x <—§,§>

wéhlen. Die Umkehrung von f|y wird dann gegeben durch

Sy @ = (Yot ).

arctan(y/x)

Frage. Was geschieht fiir andere Werte von ¢q?
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9.2 Der Satz iiber implizite Funktionen

Dieser Abschnitt entspricht [Stral, Abschnitte 7.8].

Gewisse physikalische Gesetze konnen als eine Gleichung der Form

f(z,y) =0 (9.7)

geschrieben werden, wobei f : R®™ x RP — RP eine Funktion ist, x € R", y € RP
und die Koordinaten von z und gy physikalische Grossen sind. Dabei betrachten wir
r = (x',...,2") als gegebene und y = (¢, ..., yP) als gesuchte Grossen.

Beispiel 9.10. Wir betrachten ein ideales Gas. Wir schreiben:

p:= Druck des Gases

V:= Volumen

T:= Temperatur

n:= Stoffmengd’

R:= universelle Gaskonstante ~ 8.3 JK'mol

Wir schreiben
T = (V,T,n, R), Y i=D.

Das ideale Gasgesetz lautet

f(V,T,n,R,p) =pV —nRT = 0.

In Anwendungen ist es wichtig zu wissen, wie die gesuchten Grossen y von den ge-
gebenen Grossen x abhédngen. Um das zu prézisieren, nehmen wir an, dass (3:, y) =
(z0,90) € R™ x RP eine Losung der Gleichung (9.7)) ist.

Frage 9.11. Gibt es eine Lisung y von (9.7) fir x nahe bei xo?
Frage 9.12. Ist diese Lisung eindeutig?

Frage 9.13. Wie hdingt sie von x ab?

Beispiel. Im Beispiel ist die Antwort auf die Fragen und “ja”, falss f
auf (0,00)° definiert ist. Es gilt ndmlich

nRT
v
3Die Stoffmenge wird in Mol gemessen. Ein Mol entspricht ungefihr 6.0 - 1022 Teilchen.

p(V, T, n, R) =
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Die Antwort auf die Frage[9.13]ist “glatt”. Der Satz iiber implizite Funktionen besagt,
dass diese Aussagen unter bestimmten Bedingungen allgemein gelten, ausser, dass die
Losung nur lokal existiert und nur lokal eindeutig ist.

Bemerkung. Zur Frage[0.12} Wir haben p Unbekannte ', ..., 4” und p Gleichungen:

fi(xl,...,x",yl,...,yp) =0, +1=1,...,p.

Darum ist es verniinftig zu erwarten, dass die Losungen y isoliert auftreten, d. h., dass
die Losung eindeutig ist, falls wir das Gebiet von y auf eine kleine Umgebung von
einschrianken. Falls die Abbildung

f(z,):RP = RP

zum Beispiel linear ist, dann ist y = 0 die einzige Losung von (9.7]).
Das Hauptresultat dieses Abschnitts gibt Antworten auf die Fragen [9.11]9.12[[9.13}
Seien W C R™ x RP eine offene Teilmenge, (zo,70) € W, k € NU {oo} und f €

C*(W,RP). Wir schreiben
Dq f(x0,50) : R = R”

fiir die Ableitung der Abbildung

v f(x,y0)

im Punkt x = 3. Des Weiteren schreiben wir
D, f(xo,y0) : RP = R?
fiir die Ableitung der Abbildung
y = f(xo,y)
im Punkt y = yp.

Satz 9.14 (implizite Funktionen). Wir nehmen an, dass

f(o,90) =0, (9.8)
D, f(xo,yo) invertierbar ist. (9.

© oo
~—

Die folgenden Aussagen gelten:

(i) Es gibt offene Umgebungen U von xo und V von yo und eine Abbildung
g€ CHU.V),
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sodass

UxV CW,
FHO)N(U x V) = gi(g) = {(z,9(x)) |z € U},
D, f(z, g(x)) invertierbar ist, Vr e U

(gr(g) = Graph von g).
(ii) Seien U,V und g wie in (}) und v € U. Dann gilt

Dy(x) = —(Dyf(x,9(x))) " Duf(,9(x)).

Beweis: ({i): [Stra, Satz 8.8.1, S. 237]
@:s.

Beispiel 9.15. [Satz iiber implizite Funktionen] Wir betrachten

n=p=1,
f:W:=R?> =R, f(z,y) :=y* —x + 1,
($07y0) S (]—700) X (0700)7

sieche Abbildung 9.4 In diesem Fall erfiillen

die Bedingungen in Teil (i) des Satzes[9.14] (Siehe Abbildung[0.5]) Es gilt

D:):f(xvy) :_17 Dyf(a:,y) :2y

und darum

~(Dyf (@, 9(@)) " Daflag(a) = ~(2Va=1) - (<1) = o —.

367

(9.10)
(9.11)
(9.12)

(9.13)

Die rechte Seite stimmt mit Dg(z) = ¢'(x) iiberein. Daher gilt dies Aussage des

Satzes in diesem Beispiel.

Bemerkungen. e In diesem Beispiel miissen wir U und V' klein genug wéhlen: Die
Funktion g kann nicht auf (—oo, 1) definiert werden. Darum darf U das Intervall
(—o00,1) nicht schneiden. V' darf —y, nicht enthalten, da sonst die Bedingung

(9.11) (f~1(0) N (U x V) = gr(g)) nicht erfiillt ist.
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(XO;X:) /
£7(0)

Abbildung 9.4: f(z,y) := y* — z + 1, Niveaumenge f~!(0) = Isolinie

XT | %*L[O)
4 oy,)

J— g X
0 U

<

-

Abbildung 9.5: Der Satz iiber implizite Funktionen.
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Abbildung 9.6: Hohenlinie auf einer Karte.

e Die Aussage von ist falsch fiir (zo,yo) = (1,0), weil y in keiner Umgebung
dieses Punktes als eine Funktion von x geschrieben werden kann:

— Fiir z < 1 gibt es keine Losung y von f(z,y) = 0.

— Fiir x > 1 gibt es zwei Losungen nahe gy, = 0.

Das zeigt, dass wir die Voraussetzung (Dy f(x0,yo) invertierbar) nicht weg-
lassen konnen. (Fiir (zo,y0) = (1, 0) ist diese Bedingung nicht erfiillt, da D, f(1, 0)
0, was nicht invertierbar ist.)

Bemerkungen. e Fiir jedes 2z € R ist die Niveaumenge f~1(z) eine Isolinie. (iso
kommt von griechisch tooo = gleich.) Diese Linien kommen in topographischen
Karten vor. Dort beschreibt f die Hohe eines Punktes iiber dem Meeresspiegel,
siehe Abbildung [0.6] Die Isolinien sind dann die Hohenlinien. Topographische
Karten sind beim Wandern in den Bergen niitzlich, da sie den vertikalen Abstand
zwischen zwei Punkten angeben.

Satz gibt Bedingungen an, unter denen eine Isolinie lokal der Graph einer C*-
Funktion g ist. (“Lokal” bedeutet “in einer kleinen Umgebung eines gegebenen
Punktes”.) Das bedeutet, dass die Isolinie schon aussieht. (Sie ist dann eine
Untermannigfaltigkeit von R x R, siehe spéter.)

e g heisst die implizite Funktion. Sie ist implizit durch die Gleichung definiert.
e Die Bedingungen 9.11) implizieren, dass yo = g(xo). Wegen (9.13)) folgt

daraus, dass

Dg(zo) = _(Dyf(‘r()ayO))_lsz('rOay(])‘
Bemerkenswerterweise konnen wir mit dieser Formel die Ableitung von g im
Punkt z( explizit berechnen, falls wir f explizit kennen. (Wir brauchen dazu also
keine Formel fiir g.) Falls n = p = 1, dann ist diese Ableitung die Rate, mit der
sich die Grosse y dndert, wenn die Grosse z sich dndert.

e Satz liefert Antworten auf die Fragen (Gibt es eine Losung?),9.13| (Wie
héngt sie von z ab?) und auf eine lokale Version der Frage [9.12] (Ist die Lésung
eindeutig?).
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e Wie in Beispiel bemerkt, konnen wir die Voraussetzung , dass D, f(z0,yo)

invertierbar ist, nicht weglassen.

Merkhilfe fiir die Voraussetzung : D, f(xo,yo) ist eine lineare Abbildung von
RP nach RP, daher ist es sinnvoll, Invertierbarkeit dieser Abbildung zu fordern.
(Im Gegensatz dazu ist D, f(zo, o) eine lineare Abbildung von R™ nach R? und
daher nie invertierbar, falls n # p.)

e Merkhilfe fiir die Formel (9.13) fiir Dg(z):

— Wir verwenden, was wir haben, némlich die Inverse D, f(x, g(x))~!. Diese

existiert wegen (i), (9.12).

— Die rechte Seite von (9.13) ist die “einzige kurze” sinnvolle Formel, die
D, f(z,g(x))~" enthélt. (Diese Formel liefert tatsichlich eine lineare Abbil-
dung von R™ nach RP.)

Beweis von Teil des Satzes (Formel fiir Dg(z)): Die Bedingung
impliziert, dass f(z,g(z)) =0, Vo € U, und daher
0= fol(idg): U — RP. (9.14)
Da g C* ist, ist die Abbildung
(dg):U—UxV

C* und daher differenzierbar. Die Gleichheit (9.14) und die Kettenregel (Satz [8.12)
implizieren daher, dass

0= Df(z,g(x))(idrn, Dg(z)) = D, f(z,9(x)) + D, f(x,g(x))Dg(x), Vx e U.
Daraus folgt die Gleichheit (9.13) . Das beweist Teil (ii)) des Satzes|9.14] O

Beispiel fiir den Satz iiber implizite Funktionen: einfache
Nullstellen von Polynomen

Beispiel 9.16. [einfache Nullstellen von Polynomen] Einfache Nullstellen von Polyno-
men hingen glatt von den Koeffizienten ab: Seien

f:W:=R"™ xR—=R, flo,y):= inyi (i-te Potenz)
i=0

und (X,Y) € W, sodass f(X,Y) = 0. ((X,Y) spielt die Rolle von (zg,yo).) Wir
definieren

po(y) == f(X,y).
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Behauptung 1. D, f(X,Y) : R = R ist genau dann invertierbar, wenn Y eine einfa-
che Nullstelle von pq ist.

Diese Bedingung bedeutet das Folgende: Falls ¢y ein Polynom ist, sodass po(y) =
(y — Y)qo(y), dann gilt go(Y") # 0.

Beweis der Behauptung : Sei o ein Polynom, sodass po(y) = (v — Y)qo(y). Gemiss
der Leibnizregel (=Produktregel) gilt

Po(y) = a(y) + (v = Y)g(v)

und darum, dass py(Y) = qo(Y'). Darum ist Y genau dann eine einfache Nullstelle von
po, falls py(Y') # 0. Andererseits ist D, f(X,Y) : R = R die Multiplikation mit pj(Y").
Diese Abbildung ist genau dann invertierbar, wenn

po(Y) #0, (9.15)

d. h.g. d. w. Y ein einfacher Nullpunkt von py ist. Das beweist Behauptung [T} O

Wir nehmen jetzt an, dass Y eine einfache Nullstelle von p, ist. Wegen Satz gibt
es dann offene Umgebungen U C R™! von X und V C R von Y und eine Funktion
g € C=(U, V), sodass fiir jedes € U die Zahl y = g(x) die Gleichung

i=0
16st und das die einzige Losung in V' ist. (Wir konnen fiir V' ein Intervall wihlen.)
Abbildung [9.7] verdeutlicht das.

In den Fallen n = 1 und n = 2 wussten wir das schon:

Fall n = 1: (9.15) ist dann Aquivalent zu

po(Y) = X1 #0.
In diesem Fall gibt es tatsdchlich eine implizite Funktion: Wir kénnen dafiir ndmlich
das Folgende nehmen:

U:=Rx ((R\{0}), V=R, g(z):= —i—?.

Fall n = 2: (9.15)) ist dann dquivalent zu

Py(Y) = Xi +2X,Y #£ 0. (9.16)
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Abbildung 9.7: Polynome, die zu verschiedenen Parametern gehoren. Fiir x nahe X
hingt die Losung y von f(z,y) = 0 glatt von = ab. Fiir x = 2’ gilt das nicht mehr.

In diesem Fall gibt es tatsdchlich ebenfalls eine implizite Funktion:

Fall X, # 0. Dann gilt

—x1 + /2 — dzoTs

y=g(x) = (9.17)

21‘2

Das ist die Mitternaehtsforme]ﬁ Das richtige Vorzeichen in (9.17)) hingt von Y ab. Die
Bedingung (9.16) garantiert, dass

X2 —4X,X, #0.

(Sonst haben wir
X4 )
22X,

Daraus folgt, dass g (gegeben durch (9.17))) im Punkt x = X glatt ist.

Y =yg(X)=

Frage. Wie steht es mit dem Fall Xo =07
Frage. Passen die Formeln fiir die Fille Xo # 0 und Xo = 0 glatt zusammen?

Frage. Wie steht es mit mehrfachen Nullstellen von Polynomen? Hdngen diese eben-
falls glatt von den Koeffizienten ab?

(Versuchen Sie, selber Antworten auf diese Fragen zu finden!) A

4Damit meinen wir die Losungsformel fiir eine quadratische Gleichung.
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Bemerkung. Wie wir in Beispiel gesehen haben, hidngen einfache Nullstellen
von Polynomen glatt von den Koeffizienten ab. Im Gegensatz dazu besagt der Satz
von Abel-Ruffini, dass es fiir n > 5 keine Formel fiir die Nullstellen eines allgemeinen
Polynoms vom Grad n gibt. Damit meinen wir einen endlichen Ausdruck, der aus den
Koeffizienten des Polynoms mittels Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division
und Wurzeln ziehen gebildet wird. (Dieser Satz ist nach Paolo Ruffini (1765 - 1822,
italienischer Mathematiker und Arzt) und Niels-Henrik Abel (1802 - 1829, norwegischer
Mathematiker) benannt.

Das zeigt, dass der Satz iiber implizite Funktionen ein starkes Werkzeug ist: Obwohl
es dafiir keine Formel gibt, wissen wir, dass es eine glatte implizite Funktion gibt. Wir
konnen sogar ihre Ableitung in bestimmten Punkten berechnen.

Untermannigfaltigkeiten des Koordinatenraums,
Immersionen, Einbettungen und Submersionen

Intuitiv ist eine Untermannigfaltigkeit von R™ eine “schone” Teilmenge wie zum Bei-
spiel eine Kurve oder eine Fliche in R3. “Schénheit” bedeutet, dass die Teilmenge lokal
wie R? aussieht, wobei fiir eine Kurve d = 1 und fiir eine Fliiche d = 2 ist. Unterman-
nigfaltigkeiten kommen in den Sétzen von Green, Stokes und Gaufl vor, die wir spéter
behandeln werden. Diese Sitze spielen eine zentrale Rolle in der Elektrodynamik.

Wir werden auch Immersionen und Submersionen behandeln. Eine Immersion ist eine
differenzierbare Abbildung, deren Ableitung in jedem Punkt injektiv ist. Eine Sub-
mersion ist eine differenzierbare Abbildung, deren Ableitung in jedem Punkt surjektiv
ist.

Ein Punkt y heisst regulirer Wert einer C*-Abbildung f, falls fiir jeden Punkt x im
Urbild von y unter f die Ableitung von f im Punkt x surjektiv ist. Der Satz vom re-
guldren Wert besagt, dass das Urbild jedes reguldren Wertes eine Untermannigfaltigkeit
des Koordinatenraums ist. Dieser Satz liefert viele Beispiele von Untermannigfaltigkei-
ten.

9.3 Untermannigfaltigkeiten des
Koordinatenraums

Seien n € Ng = NU {0}, M C R" eine Teilmenge, k € NU {oo} und d € {0,...,n}.

Definition 9.17 (Untermannigfaltigkeit des Koordinatenraums). Sei xy € M. Wir sa-
gen, dass M um x4 eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™ ist g. d. w. es
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eine offene Umgebung U C R™ von xg, eine Permutation o von {1,...,n}, eine offene
Teilmenge V C R und eine Funktion f € C*(V,R""%) gibt, sodass

{(az"(l),...,x”(”)) lzeMnNU} =gr(f) ={(y. f(v) |y e V}. (9.18)

Wir nennen M eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™ g. d. w. M diese
Bedingung fiir jeden o € M erfillt. Im Fall k = oo nennen wir eine solche Teilmenge
M eine glatte (d-dimensionale) Untermannigfaltigkeit des R™.

Abbildung [9.§] verdeutlicht diese Definition.
Bemerkungen. [Untermannigfaltigkeit]

e Eine Permutation einer Menge X ist eine Bijektion o : X — X. Ein Beispiel
dafiir ist die Identitdt idy. Ein anderes Beispiel ist die Abbildung

o:4{1,2} = {1,2}, o(1):=2,0(2):=1.
Diese Abbildung permutiert, d. h.vertauscht die beiden Indizes 1 und 2.

-----

der Graph der Funktion f ist.

e Fiir eine allgemeine Permutation o von {1, ..., n} ist die die linke Seite von (9.18|)
das Bild von M N U unter der Standardkoordinatentransformation

R">z s (27W,...,2°™) e R™. (9.19)

Diese Koordinatentransformation entspricht einer Vertauschung der Variablen
xt, ..., 2" Die Bedingung in Definition ist also, dass M lokal bis auf eine
Standardkoordinatentransformation als der Graph einer C*-Funktion geschrieben
werden kann.

Proposition 9.18 (Dimension wohldefiniert). Falls M um xq € M eine C*-Untermannigfaltigkeit
der Dimensionen d und d' ist, dann gilt d = d'.

Beweis: Wir schreiben pr’ : R” = R¥ x R*? fiir die Projektion auf den ersten Faktor [
Wir wahlen U, o, V, f wie in Definition . Wir schreiben zg =: (yo, 20) € R x R*™%.
Im Fall 0 = id ist die Abbildung pr’o(id, f) : V € R¢ — R? im Punkt y, eine
Immersion. Daraus folgt, dass d" > d. Den Fall o # id behandeln wir analog, indem
wir die Koordinaten geeignet transformieren.

5Diese Projektion ist definiert durch pr'(y/,2’) := ¢/, fiir z = (y/,2) € RY x R~
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Abbildung 9.8: 1-dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit von R% (n =2,d = 1) Um
den Punkt zy kann die Koordinate z? als eine Funktion von x! aufgefasst werden. Um
den Punkt z( ist es umgekehrt.

Ein analoges Argument zeigt, dass d > d', also d = d'. Das beweist Proposition [9.18|
Ul

Beispiel 9.19. Jeder d-dimensionale (lineare) Unterraum des R™ ist eine glatte Un-
termannigfaltigkeit des R™ der Dimension d.

Beispiel 9.20. Jede offene Teilmenge des R™ ist eine glatte Untermannigfaltigkeit des
R™ der Dimension n.

Beispiel 9.21. Wir betrachten die Helix (=Schraubenlinie)

{(y,cosy,siny) }y € R},

sieche Abbildung . Das ist eine glatte Untermannigfaltigkeit des R® der Dimension
1. (Warum?)

Beispiel 9.22. Die Sphére
gl .= SrH0) = {;E eR"” ’ x| = 1}

ist eine glatte Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — 1. Um das einzusehen,
betrachten wir zuerst einen Punkt zo € S""' NR"™! x (0, 00). Wir definieren

U :=R"1 x (0, 00),

F1V = (0,00), (9.20)
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Abbildung 9.10: Dieser “Ballon”
mit einer Spitze ist keine (-
Untermannigfaltigkeit des R3.

A
X7

Abbildung 9.9: Helix = Schraubenlinie.

Diese Abbildung ist glatt. Des Weiteren ist U eine offene Umgebung von xy und
{ (@) - To(m)) ‘x eMNU}=8""nU=gr(f)

S™~1ist daher um den Punkt x( eine glatte Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimen-
sion n — 1. Dasselbe gilt fiir einen allgemeinen Punkt xzy € S™ !. Um das zu sehen,
betrachten wir wieder die Funktion f wie in und verwenden ein geeignetes U
und eine geeignete Permutation o der Menge {1,...,n}. Im Fall n = 2 und xy = (1,0)
koénnen wir zum Beispiel U := (0,00) x R und die Permutation o(1) := 2, 0(2) := 1
verwenden. (Uberpriifen Sie das!) Daraus folgt, dass die Sphire S"~! eine glatte Un-
termannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — 1 ist, wie behauptet.

Beispiele 9.23. [keine C''-Untermannigfaltigkeit]

e Die Menge
: (Rx {0}) U ({0} xR)

ist keine C'-Untermannigfaltigkeit des R?. (Warum?)

e Ein “Ballon” mit einer Spitze wie in Abbildung ist keine C'-Untermannigfaltigkeit
des R3. (Warum?)

9.4 Immersionen, Einbettungen, Submersionen,
Charakterisierung von
Untermannigfaltigkeiten

Eine Immersion ist eine differenzierbare Abbildung, deren Ableitung injektiv ist. Eine
Submersion ist eine differenzierbare Abbildung, deren Ableitung surjektiv ist.
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Abbildung 9.11: Eine Immersion, die keine Einbettung ist.

Seien n,p € Ng, k € NU {00}, U C R™ offen und f : U — RP.

Definition 9.24 (Immersion, Submersion). Sei x € U ein Punkt, in dem f differen-
zierbar ist. Wir sagen, dass f im Punkt x eine Immersion ist g. d. w. Df(x) injektiv
ist. Wir sagen, dass f im Punkt x eine Submersion ist g. d. w. Df(x) surjektiv ist.
Wir sagen, dass f eine Immersion/ Submersion ist ¢g. d. w. f in jedem Punkt eine
Immersion/ Submersion ist. Wir nennen f eine C*-Einbettung g. d. w. f injektiv, C*
und eine Immersion ist und f~': f(U) — U stetig ist.

Beispiel 9.25. [Immersion, Submersion] Sei f = T : U := R® — RP eine lineare
Abbildung. Falls T" injektiv ist, dann ist sie eine glatte Einbettung. Falls sie surjektiv
ist, dann ist sie eine glatte Submersion.

Beispiel 9.26. [Immersion, die keine Einbettung ist] Wir betrachten die Abbildung

o ) [ (y+1,0), fallsy <0,
[ (=00,0)U(0,00) = R, f<y>-—{(o,y_1), falls y > 0,

siehe Abbildung . Diese Abbildung ist eine glatte Immersion, aber keine C*-
Einbettung (fiir jedes k& > 1), weil sie nicht injektiv ist. Wir schreiben V' := (—00,0) U
(1,00). f|v ist eine injektive glatte Immersion, aber keine C*-Einbettung (fiir jedes
k>1),da fl;': f(V) — V im Punkt (0,0) nicht stetig ist. (Uberlegen Sie sich das!)
Auf der anderen Seite ist die Einschrinkung von f auf (—o0,0) U (2,00) eine glatte
Einbettung.

Bemerkung. Im obigen Beispiel konnten wir fiir einen gegebenen Punkt im Defini-
tionsbereich der Immersion f eine Umgebung finden, auf der f eine Einbettung ist.
Das Bild dieser Einbettung ist eine glatte Untermannigfaltigkeit. Diese zwei Aussagen
gelten allgemein.

Seien d,n € Ny, V C R? offen, k € NU {oco} und ¢ : V — R",

Satz 9.27 (“Einbettungssatz”). Falls ¢ eine C*-Einbettung ist, dann ist ihr Bild (V)
eine C*-Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension d.
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Beweis: [DKO04al Corollary 4.3.2; p. 116]
Bemerkung. Das bedeutet, dass C*-Einbettungen “schéne” Abbildungen sind.

Beispiel 9.28. [injektive lineare Abbildung] Sei ¢ : R — R" linear und injektiv.
Dann ist i eine glatte Einbettung. Geméss Satz ist ihr Bild ¥ (R?) daher eine
glatte Untermannigfaltigkeit des R" der Dimension d. Wie Sie im Fach Lineare Algebra
gelernt haben, ist dieses Bild sogalﬂ ein d-dimensionaler Untervektorraum des R™. Siehe

Bemerkung unten.

Bemerkungen. [Kern und Bild einer linearen Abbildung, Dimensionssatz] Wiederho-
lung aus der linearen Algebra: Seien V, W Vektorrdume und T : V' — W eine lineare
Abbildung.

(i) Der Kern (oder Nullraum) von T ist die Menge

ker T:=T7"0)={veV|T(v)=0}

(ii) Das Bild von T ist ein Untervektorraum von W.
(i) Der Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen (oder Rangsatz) besagt, dass
dim(ker(7")) + dim(im(7")) = dim(V').
Falls T" injektiv ist, dann ist sein Kern gleich {0} und daher also
dim(im(7")) = dim(V).
Falls T surjektiv ist, dann ist sein Bild gleich W und daher also

dim(ker(7")) = dim(V') — dim(W).

Seien n € No, d € {0,...,n}, ke NU{oo}, M CR" und z, € M.

Satz 9.29 (Charakterisierung einer Untermannigfaltigkeit). Die folgenden Bedingun-
gen sind dquivalent:

(i) (Untermannigfaltigkeit) Um xq ist M eine C*-Untermannigfaltigkeit der Dimen-
ston d.

SHier steht sogar, da jeder d-dimensionale Untervektorraum des R™ eine glatte d-dimensionale
Untermannigfaltigkeit ist. Siehe Beispiel
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-
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Abbildung 9.12: ) = inverse stereographische Projektion.

(ii) (lokale Parametrisierung) Es gibt eine offene Teilmenge V. C RY, eine offene
Umgebung U C R™ von xy und eine C*-Einbettung 1 : V — R", sodass

MAU = y(V).

(iii) (lokale Submersion) Es gibt eine offene Umgebung U C R™ von x¢ und eine C*-
Submersion g : U — R"™ %, sodass

MNU =g ' (g(x0)). (9.21)

Beweis: [DK04a, Theorem 4.7.1, p. 126]

Bemerkung. Eine Abbildung v wie in heiss lokale Parametrisierung von M. 1
parametrisiert M N U, was eine Umgebung des Punktes xy in M ist. Das Wort [okal
deutet an, dass diese Umgebung klein sein kann.

Beispiel 9.30. [Sphére ist Untermannigfaltigkeit, lokale Parametrisierung] Wir wen-
den die Implikation :> des Satzes an, um zu zeigen, dass die Sphére M :=
S™1 eine glatte (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ ist. Sei xy € S™L.
Wir iiberpriifen die Bedingung 1} mit d :=n — 1. Wir nennen den Punkt (0, .0, 1)
den Nordpol der Sphire S™ 1.

Fall: zy # Nordpol. Wir definieren
V:=R!I=R", U:=R"\{(0,...,0,1)} und ¢:R*"'—>R"

als die inverse stereographische Projektion durch den Nordpol. Diese Abbildung ist
durch die Konstruktion in Abbildung [9.12| gegeben. Gemiss Ubungsserie 9 ist diese
Abbildung eine glatte Einbettung. Sie ist also eine glatte lokale Parametrisierung der
Sphére. Thr Bild ist die Sphére ohne den Nordpol, also

im(y) =¢(R") = 5"\ {(0,...,0,1)} =S""'nU.
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Daher ist die Bedingung erfiillt. Im Fall, dass xq der Nordpol ist, folgt das aus
einem analogen Argument, in dem wir stereographische Projektion durch den Siidpol
(O, .oy 0y —1) verwenden.

Gemiss Satz ist daher die Bedingung ({i) mit d = n — 1 erfiillt, d. h., um =z, ist
S™~1 eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1. Da das fiir jeden Punkt
xo € S"L gilt, ist S"! eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1. Das
hatten wir schon in Beispiel gesehen.

Beispiel 9.31. [Sphére ist Untermannigfaltigkeit, lokale Submersion] Wir wenden die
Implikation :> des Satzes an, um zu zeigen, dass die Sphire M := S"!
eine glatte (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ ist. Sei zy € S"~!. Wir
iiberpriifen die Bedingung (iii) mit d := n — 1. Dazu definieren wir

U=R"\{0}, g¢:U—=R""=R, g(z):= ||

Es gilt
g(zo) =1, also  S"'=g7'(1) =g " (g(x0)).

Daher ist die Bedingung (9.21)) erfiillt. Die Abbildung g ist glatt. Sei x € U. Geméss
Beispiel ist die Ableitung von ¢ in x gegeben durch

Dg(z) =2(z,-) =2 (x1 -+ ) -:R" =R

Diese Abbildung ist nicht konstant gleich 0. Da sie linear ist und als Zielraum R hat, ist
sie daher surjektiv. Daher ist g im Punkt x eine Submersion. Da dies fiir jeden Punkt
x € U gilt, ist g eine Submersion. Also erfiillt g alle Bedingungen von ({iii). Daher
ist diese Bedingung mit d = n — 1 erfiillt. Geméss Satz ist daher die Bedingung
mit d = n — 1 erfiillt, d. h., um z¢ ist S*! eine glatte Untermannigfaltigkeit der
Dimension n — 1.

9.5 Satz vom reguliren Wert

Ein reguldrer Wert einer differenzierbaren Funktion ¢ ist eine Punkt z im Zielbereich
von g, sodass die Ableitung Dg(z) surjektiv ist fiir jeden Punkt z im Urbild g~!(z).
Der Satz vom reguldren Wert besagt, dass das Urbild eines reguliren Wertes einer
C*-Funktion eine C*-Untermannigfaltigkeit ist. Das ist ein wichtiges Werkzeug, um
Untermannigfaltigkeiten zu konstruieren.

In diesem Abschnitt charakterisieren wir auch Untermannigfaltigkeiten mittels lokaler
Submersionen.

Seien n,p € Ng, Uy € R™ offen, k € NU {o0}, g € C*(Uy,RP) und z, € RP,
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Definition 9.32. Wir nennen zy einen reguliaren Wert fiir g ¢g. d. w. g eine Submersion
15t in jedem Punkt von

9 (20) = {z € Up| g(z) = 20}
Sonst nennen wir zy einen singuldren Wert fiir g.

Satz 9.33 (Satz vom reguliren Wert). Das Urbild jedes requliren Wertes fiir g ist
eine C*-Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — p.

Beweis: Das folgt aus der Implikation (f)<=(iii) in Satz[9.29]

Bemerkungen. e Dieser Satz liefert eine Bedingung, unter der die Losungsmenge
der Gleichung g(z) = z “schon” ist.

e Dass die Dimension von g~!(z) gleich n — p ist, ist plausibel, weil wir n Un-
bekannte z',... 2" und p Bedingungen ¢'(z) = 2}, i = 1,...,p, haben. Jede
Bedingung vermindert die Dimension um 1.

Beispiel 9.34. [Satz vom reguldren Wert, surjektive lineare Abbildung] Sei g : R" —
RP eine surjektive lineare Abbildung. Dann ist g eine glatte Submersion. Jeder Punkt
in RP ist daher ein reguldrer Wert fiir g. Gemaéss Satz ist g71(0) daher eine glatte
Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — p. Wie Sie im Fach Lineare Algebra
gelernt haben, ist g~!(0) sogaill| ein (n — p)-dimensionaler Untervektorraum des R™.

Siehe Bemerkung .

Beispiel 9.35. [Sphére als Niveaumenge, Satz vom regulidren Wert] Wir wenden Satz
an, um zu zeigen, dass die Sphire S™ ! eine glatte Untermannigfaltigkeit des R™
der Dimension n — 1 ist. Dazu definieren wir p := 1 und betrachten wir die Abbildung

g:R" =R =R, g(z):= HwH2

Es gilt
g (1) =8""
Die Abbildung g ist glatt und 1 ist ein reguldrer Wert fiir g, weil
Dg(z) =2(z,-) =2 (x1 --- ) -:R" =R

surjektiv ist fiir jeden Punkt z € S™~!. Gemiss Satz ist S"~1 daher eine glatte
Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — p = n — 1. Das hatten wir schon in

den Beispielen [9.22] und gesehen. (Beispiel ist dhnlich zum jetzigen
Beispiel.)

Im Gegensatz dazu ist das Urbild ¢g71(0) = {0} keine C'-Untermannigfaltigkeit des R™
der Dimension n — 1[f Das steht nicht im Widerspruch zu Satz[9.33] da 0 ein singulérer
"Hier steht sogar, da jeder d-dimensionale Untervektorraum des R™ eine glatte d-dimensionale

Untermannigfaltigkeit ist. Siehe Beispiel
8Es ist jedoch eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension 0.
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Abbildung 9.14: v ist ein Tangential-

Abbildung 9.13: Doppelhyperbel. vektor an M im Punkt xg, v' nicht.

Wert fiir g ist.

Beispiel 9.36. [Hyperbel und singulidrer Wert] Wir betrachten die Abbildung
g:R* =R, g():= 19

Sei zy € R\ {0}. Dann ist g~*(2) C R? eine Doppelhyperbel. Siche Abbildung [0.13]
Es gilt
Dg(w):(xg 1 ) :R? 5 R.

Fiir jeden Punkt x € ¢g7!(z) ist diese Abbildung ungleich 0 und daher surjektiv.
(Wir verwenden hier, dass die Abbildung linear ist und der Zielraum R ist.) Daher
ist zg ein regularer Wert. Geméss Satz ist g7'(z9) daher eine glatte Unterman-
nigfaltigkeit des R? der Dimension 1. Im Gegensatz dazu ist ¢~1(0) im Punkt 0 keine
C'-Untermannigfaltigkeit des R?. Das steht nicht im Widerspruch mit Satz , da
2o = 0 ein singuldrer Wert fiir g ist.

Bemerkung: Die Umkehrung des Satzes vom reguldren Wert ist die folgende Aussage:

Falls g~%(zp) eine C*-Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — p ist, dann ist
2o ein reguldrer Wert fiir g.

Frage. Gilt diese Umkehrung?
Versuchen Sie, diese Frage zu beantworten!

9.6 Tangentialraum an eine Untermannigfaltigkeit

Wir betrachten eine Untermannigfaltigkeit M C R", einen Punkt zo € M und einen
Vektor v mit Anfangspunkt x. v ist ein Tangentialvektor an M im Punkt z g. d. w. die
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Abbildung 9.15: Der Tangentialraum 7, M an eine Kurve und an eine Fléche.

Gerade durch v die Untermannigfaltigkeit M im Punkt xq beriihrt, siche Abbildung
[0.14] Die Menge aller Tangentialvektoren ist ein Untervektorraum des R™. Sie heisst der
Tangentialraum an M im Punkt zy und wird als 7, M geschrieben. Siehe Abbildung
[0.15] Der Tangentialraum verallgemeinert die Tangente an den Graphen einer Funktion
einer reellen Variable.

Die Tangentialabbildung einer C'-Abbildung zwischen zwei Untermannigfaltigkeiten
M und N in einem Punkt xy € M ist eine lineare Abbildung von T, M nach Ty, N.
Sie verallgemeinert die Ableitung einer Funktion zwischen Koordinatenraumen. Ein
kritischer Punkt einer C'-Funktion f : M — R ist ein Punkt in M, in dem die Tan-
gentialabbildung von f verschwindet. Jeder kritische Punkt ist ein Kandidat fiir eine
Maximal- oder Minimalstelle von f. Die Lagrange-Multiplikatorenregel ist ein Werk-
zeug, um kritische Punkte einer Funktion auf einer Untermannigfaltigkeit zu finden.

Seien n € Ny, M C R™ eine C''-Untermannigfaltigkeit und zo € M.

Definition 9.37 (Tangentialraum). Wir definieren T,, M, den Tangentialraum an M
im Punkt xq als die Menge

TyoM = {&(0)| W C R offen, x: W — R" : (9.22)
0e W, z(0) = zo, z(t) € M, Vt € W, x differenzierbar in 0}.

Wir nennen die Elemente von T,,M Tangentialvektoren an M im Punkt zg.
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Beispiel 9.38. [Tangentialrdume an lineare Unterrdume] Sei M ein d-dimensionaler
Untervektorraum des R™ und xzy € M. Dann gilt

Ty M = M.

Beispiel 9.39. [Tangentialriume an eine offene Teilmenge] Seien M C R™ offen und
xo € M. Dann gilt
T,,M =R".

Das folgende Resultat liefert niitzliche Formeln fiir den Tangentialraum. Seien n € Ny,
d€{0,...,n}, M C R" eine C'-Untermannigfaltigkeit der Dimension d und zy € M.
Wir kénnen T, M wie folgt charakterisieren.

Satz 9.40 (Charakterisierung des Tangentialraumes). (i) Seien U C R" eine offene
Umgebung von xg, V C R? offen und f € C*(V,R"™%) so, dass

MU =g(f) ={ W) |yeV}.
Wir bezeichnen die erste Komponente von xy € R* x R*™% mit y,. Es gilt

Toy M = gr(Df(yo))- (9.23)

(ii) Seien V. C R? offen, yo € V, U C R™ eine offene Umgebung von xq und ¢ : V —
R™ so, dass

V(yo) = w0, VV)=MnNU

und 1 im Punkt yo eine Immersion ist. Dann gilt
Ty M = im(D(yo)). (9.24)
(iii) Seien U C R™ eine offene Umgebung von xo und g : U — RP=""% 50, dass
MU = g~ (g(x0))

und g im Punkt xo eine Submersion ist. Dann gilt

TpeM = ker(Dg(z0)) = Dg(zo)~*(0). (9.25)

Beweis: [DK04al Theorem 5.1.2, p. 134]

Bemerkungen. [Charakterisierung des Tangentialraumes|
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e Aufgrund der Definition m (Untermannigfaltigkeit) besitzt M bis auf eine
Standard-Koordinatentransformation eine lokale Darstellung mittels f wie in
Satz . Aufgrund des Satzes m (Charakterisierung einer Untermannigfal-
tigkeit) besitzt M eine lokale Darstellung mittels ¢ und g wie in Satz .
Wir kénnen daher die Gleichheiten verwenden, um 7, M zu be-

rechnen.

e Die drei Beschreibungen des Tangentialraumes in Satz sind parallel zu den
Beschreibungen der Eigenschaft, dass M eine Untermannigfaltigkeit ist: In
wird M lokal als Graph einer Funktion und 7,,M als der Graph der Ableitung
der Funktion (im Punkt o) geschrieben. In (ii) wird M lokal als das Bild einer
Immersionﬂ und 7,,, M als das Bild der Ableitung der Immersion geschrieben. In
wird M lokal als das Urbild eines Punktes einer Submersionlﬂ und T, M als
das Urbild von 0 unter der Ableitung der Submersion geschrieben.

Korollar 9.41 (Dimension des Tangentialraumes). T,,, M ist ein Untervektorraum des
R™ der Dimension gleich der Dimension von M.

Beweis des Korollars [9.41; Gemiss Satz [9.29()= () (Charakterisierung einer
Untermannigfaltigkeit) gibt es (V,U, ) wie in Satz [0.40]([l). Geméss diesem Satz gilt
(9.24). Da Di(yo) : R? — R™ injektiv ist, folgt daraus, dass dimT,,M = dim R? = d.
Das beweist Korollar [9.41] [

Bemerkung. Alternativ folgt Korollar aus Satz [0.29)(iil) = (i) und Satz [0.40]().
(Uberpriifen Sie das!)

Beispiel 9.42. [Tangentialraum und Tangente] Sei V' C R eine offene Teilmenge und
f € CY(V,R). Der Graph M := gr(f) ist eine eindimensionale C*-Untermannigfaltigkeit
von R2. Sei 2y € M. Wir schreiben 1, fiir die erste Komponente von xy. Gemiss Satz
ist der Tangentialraum an gr(f) im Punkt zy gegeben durch

To gr(f) = gr(Df (o)) = {(t, Df (wo)t) = t(1, f'(w0)) | t € R}. (9.26)

Das ist die Tangenteﬂ an den Graphen der Funktion f, so verschoben, dass sie durch
den Ursprung in R? geht. Machen Sie sich das klar! Verwenden Sie, dass die Ableitung
der Funktion im Punkt y, die Steigung der Tangente ist! (So kann man die Ableitung
intuitiv erklédren.)

9Es reicht, dass die Abbildung im Punkt yo eine Immersion ist.
10Es reicht, dass die Abbildung im Punkt zq eine Submersion ist.
die Sie in der Mittelschule gesehen haben
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Abbildung 9.16: Tangentialraum = Tangente an die Helix.

Als ein Beispiel betrachten wir

f : R — R7 f(y) = yQa Zo = (17 1)

Wir haben yo = 1 und f'(y0) = 2. Gemiss (9.26)) ist der Tangentialraum an gr(f) im
Punkt zy daher gegeben durch

Ty gr(f) = {(1,2) [t € R},
Das ist die Gerade durch den Ursprung und durch den Punkt (1,2).

Beispiel 9.43. [Tangentialraum an eine Helix] Wir betrachten die Helix

M = {(y,cosy,siny) ‘y € R}.

(Siehe Abbildung [0.9]) Sei o € M. Wir berechnen den Tangentialraum an M im
Punkt z, mittels des Satzes [0.40|[]). Dazu schreiben wir yq fiir die erste Koordinate
von zo. M ist der Graph der Funktion

fiR=R*  f(y):= (cosy,siny).

Es gilt
Df(y) = f'(y)- = (—siny,cosy)- : R — R? VyeR.

Gemiiss Satz gilt daher
TyoM = gr(Df(yo)) = {t(1, —sinyo,cosyo) |t € R}.

Das ist eine Gerade in R3. Siehe Abbildung|9.16
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Beispiel 9.44. [Tangentialrdume an die Sphére] Wir betrachten die Sphére
M :=S5"":={z eR"||z]| = 1}.

Sei xp € S"~!. Wir berechnen den Tangentialraum an S”~! im Punkt z, mittels des
Satzes [9.40|(iil). Dazu definieren wir die Funktion

g:R" =R, glz):=|z|

Es gilt
g (1) =851, Dg(zo)v = 2(x,v), Vv € R"™.

Wegen Beispiel (Sphére als regulére Niveaumenge) ist 1 ein regulidrer Wert von g.
Gemiss Satz gilt darum, dass

T, S" ! = ker Dg(xo) = {v € R" | (x0,v) = 0}. (9.27)

Bemerkung. Wir kénnen 7,5 auch berechnen, indem wir das Beispiel (lo-
kale Parametrisierung der Sphére) und Satz verwenden. Diese Berechnung ist
allerdings komplizierter. Das zeigt, dass es empfehlenswert ist, die lokale Darstellung
von M gut auszuwéhlen, wenn wir die Tangentialrdume an M berechnen wollen.

Bemerkung 9.45. [Tangentialraum und Gradient| Der Tangentialraum hingt wie
folgt mit dem Gradienten zusammen. Seien U C R" offen, g : U — R und x € U.
Wir nehmen an, dass g in z differenzierbar ist. Wir schreiben (-, -) fiir das euklidische
Skalarprodukt auf R™. Aus der Gleichheit Dg(z) = <Vg(x) > folgt, dass

ker Dg(z) = Vg(z)* = {v € R" | (Vg(x),v) = 0}.

Falls g C* ist und 2z € R ein regulirer Wert fiir ¢ ist, dann ist der Tangentialraum an
M := g~ !(z) im Punkt = gemiiss Satz daher gegeben durch

T.M = ker Dg(z) = Vg(z)*, Vre M.

Kurzgesagt: Der Gradient einer Funktion steht senkrecht auf jeder Niveaumenge, die
zu einem reguldren Wert gehort. Siehe Abbildung[9.17]

Beispiel 9.46. [Gradient und Niveaumenge| Wie in Beispiel (Sphére als regulére

Niveaumenge) definieren wir
g(x) = [|l=[*

Es gilt
g7 (0) = 5", Vg(x) =
und darum geméss Bemerkung |9.45| dass

T,5" ' = (2x)*.
Siehe Abbildung |9.18 Das stimmt mit ((9.27)) iiberein.
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Abbildung 9.17: Der rote Pfeil ist der )F/
Gradient Vg(z) der Hohenfunktion g
in einem Punkt z. Er steht senkrecht

auf der Hohenlinie durch z.

Abbildung 9.18: Der Gradient der
Funktion g(z) := ||z||> und ein Tan-
gentialraum an die Sphére.

9.7 Tangentialabbildung

In Anwendungen spielen Abbildungen zwischen (Unter-)Mannigfaltigkeiten, insbeson-
dere Funktionen auf Mannigfaltigkeiten, eine wichtige Rolle. Zum Beispiel ist die Ober-
flichenladungsdichte auf einer metallenen Sphéire (=Kugeloberfliiche) eine Funktion

S? 5 R[]

Diese Ladungsdichte ist nicht konstant, falls sich in der Néihe der Sphére eine Ladung
befindet. Diese Ladung dréngt Elektronen in der Sphére ndmlich auf die weiter weg
liegende Seite der Sphére. Sie induziert also eine nichtkonstante Ladungsdichte auf der
Sphére. Die Oberflachenladungsdichte ist nur auf der Sphére definiert. Es ist nicht sinn-
voll, von o(x) fiir einen Punkt = ausserhalb der Sphére zu sprechen. Eine physikalisch
relevante Frage ist zum Beispiel:

Frage. In welchen Punkten ist die Ladungsdichte o maximal?

Ein allgemeineres Problem ist das folgende:

I2Wir nehmen hier an, dass es sich um die Einheitssphiire 52 handelt, welche Mittelpunkt zo = 0
ist und Radius r = 1 besitzt. Des Weiteren nehmen wir an, dass die Ladungsdichte statisch ist, d. h.,
sich zeitlich nicht dndert.
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Problem. Wir betrachten eine Funktion, die auf einer Untermannigfaltigkeit des Ko-
ordinatenraums definiert ist. Bestimme die Punkte, in denen die Funktion mazximal
15t.

Dieses Problem werden wir im Abschnitt studieren. Dazu benétigen wir den Begriff
der Tangentialabbildung. Die Tangentialabbildung einer C'-Abbildung f zwischen zwei
Untermannigfaltigkeiten M und N in einem Punkt xq € M ist eine lineare Abbildung
TpoM — T4y N. Sie verallgemeinert die Ableitung einer Funktion zwischen Koordi-
natenrdumen. Um die Tangentialabbildung zu definieren, brauchen wir das Folgende.
Seien n,p € Ng, SCR"™, f: S —RP, 25 € S und k € N.

Definition 9.47 (C*-Eigenschaft, allgemeiner Definitionsbereich). Wir sagen, dass f
um den Punkt 2y C* ist g. d. w. es eine offene Umgebung U C R"™ won xy und eine

Abbildung F € C*(U,RP) gibt, sodass
F=faufSNU. (9.28)

Wir sagen, dass f C* ist g. d. w. diese Bedingung fiir jeden Punkt o € S erfiillt ist.
Wir definieren

C*(S,RP) := {C’k—Abbildung von S nach RP}.

Bemerkung. Fiir k = 0ist f C° g. d. w. f stetig ist.

Eine Fortsetzung einer Funktion f ist eine Funktion F', sodass f eine Einschrinkung
von F ist. (Siehe (9.2).) Seien jetzt M C R™ und N C R? C''-Untermannigfaltigkeiten,
f: M — N eine C*-Abbildung und xo € M.

Hilfssatz 9.48. Seien U C R™ eine offene Umgebung von xo und F € CY(U,RP) eine
Fortsetzung von f|ynu. Es gilt

(i)
DF(20)(Tyy M) € Ty N.

(ii) Sei U CR™ eine offene Umgebung von xo und F € C*(U,RP) noch eine Fortset-
zung von f|ynu. Dann gilt, dass

DF(z) = DF(z)

T,

wo M TogM"

Beweis: Das folgt aus der Kettenregel.
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Abbildung 9.19: Tangentialabbildung einer Abbildung zwischen zwei Untermannigfal-
tigkeiten.

Definition 9.49. Wir definieren die Tangentialabbildung (oder Ableitung) von f im
Punkt zg als

Df(xg) := DF (g T M — Tiiap) N, (9.29)

)}TIOM :
wobei U C R™ eine offene Umgebung von xq und F € CY(U,RP) eine Fortsetzung von
f|MﬂU iSt.

Bemerkungen. o Gemiss Hilfssatz nimmt D f(x) tatsidchlich Werte in
Tty N an. Geméss Hilfssatz héngt D f(xg) nicht von der Wahl von F
ab. Diese Abbildung ist darum wohldefiniert.

e Falls M C R" eine offene Teilmenge ist, dann stimmen die Definitionen und
(S. B06] Ableitung einer Funktion zwischen Koordinatenrdumen) iiberein.
Definition [9.49] verallgemeinert also Definition

e Im Buch [DKO04al p. 137, Definition 5.2.1] wird die Tangentialabbildung fiir eine
Abbildung definiert, die auf einer offenen Umgebung von x( definiert ist. Wir
bendtigen jedoch die Definition fiir eine Funktion, die nur auf M definiert ist,
wie in Definition [2.49]

Bemerkung. Aus der Kettenregel folgt, dass
d
Df(rolo= | foult)
tli=o
wobei x ein Weg in M ist, sodass ©(0) = v. Das ist eine alternative Beschreibung der
Tangentialabbildung. Abbildung [9.19| verdeutlicht diese Beschreibung.

Beispiel 9.50. [Tangentialabbildung eines Weges] Seien N C R? eine C''-Untermannigfaltigkeit,
fe€CYR,N) und zy € R. Es gilt

Df(xzo) = f'(w0): : R = Ty(ap) N.
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Abbildung 9.20: Tangentialabbildung eines Weges in einer Untermannigfaltigkeit.

Abbildung 9.21: Tangentialabbildung fiir eine Parametrisierung des Kreises.
Wir kénnen diese lineare Abbildung mit dem Vektor f'(z¢) € Tz, N identifizieren.
Siehe Abbildung Als ein konkretes Beispiel betrachten wir
f:R—=S"CR? f(z):= (cosx,sinx), xg € R.

Es gilt
Df(xo) = f'(x0) = (—sina, cosx),
siehe Abbildung [9.21]

Bemerkung. Falls wir x =t € M =R als Zeit und f als den Weg eines Teilchens in
N interpretieren, dann ist f(t) = f'(t) der Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt ¢.
Er ist tangential an N. N beschreibt holonome Zwangsbedingungen in der klassischen
Mechanik.

Beispiel 9.51. [Tangentialabbildung einer Potenzfunktion] Seien m € Z und
f:S'CR* = S' f(cost,sint) := (cos(mt),sin(mt)).
Diese Abbildung ist glatt, da sie die Einschrankung der m-ten Potenzfunktion
F:R*=C—=C, F(2):=2",
auf den Einheitskreis S* ist ] Seien

z€ 8 vi=iz=(—2,2).

¥Das folgt aus der Formel von de Moivre, die besagt, dass (cost+isin t)m = cos(mt) + i sin(mt).
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v X(ts)

N
Lox(ts)
Do) v \Ij

\4
Abbildung 9.22: Tangentialabbildung von f: S' — S, f(z) := 2%

Da (z,v) = —2123 + 2921 = 0, gilt gemiiss Beispiel [9.44 dass v € T,S'. Die Tangenti-
alabbildung von f bildet diesen Vektor ab auf
Df(z)v = DF(2)v

= F'(z)v (Uberpriifen Sie das mit Hilfe der Cauchy-Riemann-Gleichungen!)
=mz" tiz
=miz" € Tf(z)Sl

Dabei bezeichnet F” die komplexe Ableitung von F'. Siehe Abbildung [9.22]

9.8 Kritische Punkte einer Funktion auf einer
Untermannigfaltigkeit von R",
Lagrange-Multiplikatorenregel

Wir betrachten das folgende Problem. Seien M C R™ eine C''-Untermannigfaltigkeit
und f : M — R eine C'-Funktion.

Problem. Finde das Mazimum und das Minimum von f (unter der Annahme, dass
f ein Mazimum und ein Minimum besitzt)!

Manchmal ist f die Einschrankung einer Funktion F', die auf einer Umgebung von M
definiert ist. Problem[J.8]ist dann das Problem, F'(xz) unter der Nebenbedingung x € M
zu maximieren (oder minimieren).

Problem [0.§ tritt in verschiedenen Kontexten auf. In der Elektrostatik wird zum Bei-
spiel die Oberflichenladungsdichte auf einer metallenen Sphéire (=Kugeloberfléche)
betrachtet, welche durch eine Ladung induziert wird, die sich in der Nédhe der Sphére
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befindet. Ein Spezialfall des Problems ist es, das Maximum dieser Ladungsdichte
zu bestimmen.

Jeder Punkt, in dem eine Funktion ein Extremum (Maximum oder Minimum) an-
nimmt, ist ein kritischer Punkt der Funktion. Das bedeutet, dass die Tangentialabbil-
dung in diesem Punkt verschwindet. Die Lagrange-Multiplikatorenregel ist eine Me-
thode, um kritische Punkte zu finden. Diese Regel kann daher dazu gebraucht werden,
um Problem [9.§ zu 16sen.

Definition 9.52. Fin Punkt xo € M heisst kritischer (oder stationérer) Punkt fir f
g. d. w. die Tangentialabbildung von f in xy verschwindet, d. h.

Wir schreiben

Crit f := {kritische Punkte fiir f}

Bemerkungen 9.53. [kritischer Punkt, Extremum]

(i) Falls M eine offene Teilmenge von R™ ist, dann ist xg kritisch im Sinn der De-
finition 9.52| g. d. w. z( kritisch im Sinn der Definition [8.61] ist. Definition [9.52
verallgemeinert also Definition [8.61}

(ii) Falls f in 2o ein Maximum oder Minimum annimmt, dann ist xy ein kritischer
Punkt fiir f. Das verallgemeinert Satz (Satz von Fermat {iber kritische
Punkte).

Beispiel 9.54. [kritische Punkte der Hohenfunktion auf der Sphére] Sei
fiM:=85"1 =R, f(x):=m,

Dann gilt
Crit f = {21 := £e, = (0,...,0,£1) }.

Um das einzusehen, definieren wir
F:R" =R, F(z):=uz,.

Seiv € T,, 5" . Da F eine glatte Fortsetzung der Funktion f ist, gilt geméss Definition
[9.49] (Tangentialabbildung), dass

Df(zi)v=DF(zi)v
=, (gemiiss Beispiel , Ableitung einer affinen Funktion)

= (T4, v)

=0 (gemiss Beispiel [9.44)).
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Abbildung 9.23: Joseph-Louis Lagrange, italienischer Mathematiker und Astronom,
1736-1813.

Darum gilt . € Crit f. Ahnliche Argumente zeigen, dass z_ € Crit f und dass z. die
einzigen kritischen Punkte von f sind. (Uberpriifen Sie das!) Tatséchlich nimmt f in
x4 sein Maximum und in z_ sein Minimum an.

Falls es Funktionen g : U C R" — RP und F' : U — R gibt, sodass M = ¢g~'(0) und f =
F|yr, dann konnen wir das Problem mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatorenregel
l6sen. Das folgt aus dem néchsten Satz. Seien n,p € Ng, U C R™ offen, F' € C*(U,R)
und g € C*(U,RP).

Definition 9.55. Wir definieren die Lagrangefunktion fir (F,g) als die Funktion

L:=1Lp,:UxR’ =R, L(z,\) = F(x) — \g(n). (9.30)

Wir definieren
M:=¢g*0)CU, f:=F|u.

Satz 9.56 (Lagrange-Multiplikatorenregel). Wir nehmen an, dass 0 ein regquldrer Wert
von g ist. Sei xg € U. Dann qgilt o € Critf ¢. d. w. es ein A\ € RP gibt, sodass
(2o, A) € Crit L.

Der Beweis dieses Satzes basiert auf der Tatsache ker Dg(x¢) = T,,, M (Satz|9.40|) und
linearer Algebra.
Der Satz ist nach Joseph-Louis Lagrange benannt, sieche Abbildung [9.23]

Bemerkungen. e Gemiss dem Satz vom reguldren Wert (Satz (9.33) ist M =
g7 1(0) eine C'-Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — p. Darum ist die
Bedingung xy € Crit f sinnvoll.
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Die Funktion f ist nur auf M definiert. Darum gilt Crit f C M.

Die Bedingung zy € Crit f impliziert nicht, dass zy € Crit F'.

Im Buch [DK04a] wird die Notation f fiir F' verwendet.

Die Bedingung (xg, A) € Crit L gilt genau dann, falls

DF(x¢) = AT Dg(xy),
g(xo) = 0.

(Bemerkenswerterweise erhalten wir auch noch die zweite Gleichung.)

zo. Er ist eindeutig. (Warum?)

395

Falls 2y € Crit f, dann heisst A\ wie in Satz der Lagrange-Multiplikator fiir

Korollar 9.57 (Maximum und Minimum). Wir nehmen an, dass g eine Submersion
ist. Sei xg € M ein Punkt, in dem f sein Maximum oder Minimum annimmt. Dann

gibt es ein X € RP, sodass DF (zo) = AT Dg(z0).

Beweis: Das folgt aus Bemerkung und Satz[9.56/ [
Mit Hilfe des Korollars konnen wir Problem [0.8] 16sen.

Beispiel 9.58. [Sphire und Lagrange-Multiplikatoren] Wir definieren

pr:R"=RXx .-+ xR =R, pr(z):=uz,, f:=pr|gn-1.

Wir bestimmen die kritischen Punkte von f mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatorenregel.

Dalfiir definieren wir

U:=R", g:U—=R, g(z):=|=|*-1, F:=pr:U —R,

L:R" xR %R, Lz, \) = F(z) — \g(z) = 2, — A(||z|? — 1).

Die Gleichungen ({9.31)j9.32)) werden zu
pr = 2X\(zg,-) : R = R, o€ S" "

Die Losungen dieser Gleichungen sind

1 1
(X0, \) = <:v+, 5) , (ZB_, —§> . x4 = *e,.

(Uberpriifen Sie das!) Gemiiss Satz gilt daher Crit f = {x1}. Das stimmt mit

Beispiel iiberein.






Kapitel 10

Mehrdimensionale
Riemann-integration, Satz von
Fubini iiber wiederholte
Integration, Jordan-Mass,
Substitutionsregel fiir
mehrdimensionale Integrale

Das Integral einer Funktion f von n Verdnderlichen ist der (n + 1)-dimensionale In-
halt (mit Vorzeichen) zwischen der (z1,...,x,)-Hyperebene und dem Graphen von f.
Heuristisch ist das Integral von f gleich der Summe

fla)de =" f(x)d,
R zeR™

wobei dx das n-dimensionale Volumen eines unendlich kleinen Quaders um den Punkt
T ist.

Das (eigentliche) Riemann-Integral einer Funktion mehrerer Variablen wird definiert,
indem wir die Funktion von oben und unten mit Treppenfunktionen anndhern. Es
verallgemeinert das Riemann-Integral einer Funktion einer Variablen. Der Satz von
Fubini besagt, dass

dv = dzdy = dy dz.
/Rmmf(x) x /m Rnf(y,z) zdy /n Rmf(y’z) y dz

Diesen Satz kénnen wir verwenden, um mehrdimensionale Integrale mittels wiederhol-
ter eindimensionaler Integration zu berechnen.

397
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In diesem Kapitel werden wir auch das Jordan-Mass behandeln, das die Idee des n-
dimensionalen Inhalts prézise macht.

10.1 Riemann-Integral

Um das Riemann-Integral zu definieren, benotigen wir das Folgende: Seien .S eine Men-
ge und A C S. Wir definieren die Indikatorfunktion (oder charakteristische Funktion)
der Menge A als die Funktion

1, fallsz € A,
Xa:5 =R, Xa(@) = { 0, sonst.

Sei f : S — R eine Funktion. Erinnerung: f heisst beschrinkt g. d. w. es eine Konstante
C € ]0,00) gibt, sodass
fx)|<C, VxeSs. (10.1)

Definition 10.1 (eigentliches Riemann-Integral). (i) Ein n-dimensionaler (beschrénkter)
Quader (oder Rechtkant) ist ein Produkt der Form

R:ﬁ]i:]1><"'><]n,
=1

wobei Iy, ..., I, beschrinkte Intervalle sind. Diese diirfen offen, abgeschlossen
oder halb-offen sein.

(i) Wir schreiben die Linge eines Intervals I als |I|. Wir definieren den (n-dimensionalen)
Inhalt (oder das (n-dimensionale) Volumen) eines Quaders R = [[_, I; als

vol(R) :=vol,(R) = |R| := [[ | = |11 - -+ | T

i=1
Sei R C R™ ein Quader.

(11i) Wir nennen ¢ : R — R eine Treppenfunktion g¢. d. w. ¢ eine endliche Linear-
kombination von Indikatorfunktionen von n-dimensionalen Quadern ist.

(iv) Sei R eine endliche Kollektion (=Menge) von Quadern, die in R enthalten sind,
und cqg € R fiir @ € R. Wir definieren das Riemann-Integral der Treppenfunktion

Y = Z CQXQ
QER

als

/ch(:p)dx = Z co|Q. (10.2)

QER
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Abbildung 10.1: Bernhard Riemann, deutscher Mathematiker, 1826—1866.

(v) Sei f: R — R eine beschrinkte Funktion. Wir definieren das untere und das
obere Riemann-Integral von f (iber R) als

/ f(z)dx := sup {/ o(r)dx | ¢ : R — R Treppenfunktion < f} , (10.3)
L R R

7 f(z)dz := inf {/ Y(x)dx ‘ v : R — R Treppenfunktion > f} . (10.4)
R R

Wir nennen f eigentlich Riemann-integrierbar (iiber R) ¢. d. w.

/ @)z > / f(w)da. (10.5)
4 R R
In diesem Fall definieren wir das Riemann-Integral von f (iiber R) als

/R Fla)de == 1 ) f(a)da. (10.6)

Dieses Integral ist nach Bernhard Riemann benannt, siehe Abbildung [10.1]

Erklarungen:

Zu ([i): Ein Beispiel eines Quaders ist R = [0, 1] x (0,2] x [1,3) x (—1,0).

Zu ({ii): Zum Beispiel ist das Volumen von R := [0,1] x (0,2] x [1,3) x (—1,0) gleich
IR =1-2-2-1 = 4. Das Volumen eines Quaders verallgemeinert also die Begriffe
Linge eines Intervals, Oberfliche eines Rechtecks und (dreidimensionales) Volumen
eines dreidimensionalen Quaders.
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Zu (fiii) und : ¢ : R — R ist eine Treppenfunktion g. d. w. we eine endliche
Kollektion R von Quadern gibt, die in R enthalten sind, und es Zahlen ¢y € R fiir
Q@ € R gibt, sodass

p = coxo (10.7)
QER
Bemerkung: Wir schreiben R = {Rl, e ,Rk} mit R; # R, fiir j # ¢ und ¢; 1= cp,.

J
Dann gilt
k

k
o= e, /R p(@)dz = 3 ¢l Ry).
j=1

j=1

Ein Vorteil der Notation ([10.7)) ist, dass wir dafiir keinen Index j brauchen. Sei ¢ :
R — R eine Treppenfunktion. Wir konnen ¢ als eine endliche Linearkombination von
Indikatorfunktionen von Quadern schreiben, die eine Zerlegung von R bilden. Das folgt
unmittelbar aus dem néchsten Hilfssatz.

Hilfssatz 10.2 (Verfeinerung einer Kollektion von Quadern). Sei R C R™ ein Quader
und R eine endliche Kollektion von Quadern, die in R enthalten sind. Dann g¢ibt es
eine endliche Kollektion von Quadern R', die eine Zerlequng von R bilden, mit der
folgenden Eigenschaft:

Falls ein Quader Q' € R einen Quader QQ € R schneidet, dann ist Q" in Q enthalten.

Beweis: Im Fall n = 1 folgt diese Aussage mittels Induktion. Die allgemeine Situation
kann auf den Fall n = 1 reduziert werden.

Bemerkungen. o (Zerlegung) Zwei Mengen A und B heissen disjunkt g. d. w. sie
sich nicht schneiden, d. h., AN B = (). Eine Zerlegung (oder Partition) einer
Menge S ist eine Kollektion P nichtleerer (paarweise) disjunkter Mengen, deren
Vereinigung gleich S ist, also

s=r=J4

AeP

e Wir nennen eine Kollektion R’ wie in Hilfssatz eine Verfeinerung der Kol-
lektion R U {R}.

e Im Buch [DK04b] wird das Wort “partition” umdefiniert. In dieser neuen Defi-
nition diirfen sich die Quader auf dem Rand iiberlappen.

Beispiel 10.3. n=1, R:=(—-1,3), R := {(0,2), (1,3)}. Die Menge

R :={(-1,0],(0,1],(1,2),[2,3)}
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r
q
|
.tl

Abbildung 10.2: Aufspalten einer Summe charakteristischer Funktionen. Der Graph
der rechten Funktion hat die Form einer Treppe. Das ist der Grund fiir den Namen
“Treppenfunktion”.

{ /

A
7

ist eine Verfeinerung der Kollektion R U {R}. Wir betrachten die Treppenfunktion

© 1= X(0,2) t+ X(1.3)-

Mit Hilfe der Verfeinerung R’ kénnen wir ¢ wie folgt schreiben:

© = X(0,1 T 2X(1,2) + X12,3) (10.8)

siche Abbildung [10.2] Somit haben wir ¢ als eine Linearkombination von Indikator-
funktionen von Quadern @' € R’ geschrieben, die eine Zerlegung von R bilden.

Zu @ : Der néchste Hilfssatz zeigt, dass das Integral einer Treppenfunktion (gegeben
durch (10.2)) wohldefiniert ist, d. h., es hiingt nicht davon ab, wie wir ¢ als eine endliche
Linearkombination charakteristischer Funktionen von Quadern schreiben. Seien R und
R’ endliche Kollektionen von Quadern, cq € R fiir @ € R und ¢, € R voor Q" € R'.

Hilfssatz 10.4 (Integral einer Treppenfunktion). Falls

> coxa= Y coxa

QER Q' eER!

dann gilt
> lQl= ) @lQ
QeR QER

Der Beweis dieses Hilfssatzes beruht auf Hilfssatz [10.2

Sei jetzt R ein Quader und @ZQeR coxg : R — R eine Treppenfunktion. Geméss
Hilfssatz (Verfeinerung einer Kollektion von Quadern) gibt es eine endliche Kol-
lektion R disjunkter Quader, die in R enthalten sind, und es gibt Zahlen cf,, € R fiir

Q' € R/, sodass
p= Z CoXQ-
Q'eR’
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Es gilt

/Rgo(x)dx: Z co| Q' (10.9)

Q'eR’

Das ist der (n + 1)-dimensionale Inhalt (mit Vorzeichen) Zwischen der (zy,...,z,)-
HyperebeneE] und dem Graphen von ¢. Darum stimmt unsere Definition des Integrals
einer Treppenfunktion mit unserer Intuition iiberein. Im Beispiel gilt geméss

(10.9), dass

/[03} o(x)dx =1-1(0,1]] +2|(1,2)] + 1 -|[2,3)]

=1-14+2-141-1
=4.

Das ist tatsdchlich der (1 + 1)-dimensionale Inhahﬂ zwischen der xl-Hyperebeneﬂ und
dem Graphen von ¢. Zu : Das prézisiert die Idee, dass wir das Integral erhalten,
indem wir die Funktion von oben und unten mit Treppenfunktionen annahern.

Bemerkungen. Zum Buch [DKO04b]:

(i) In [DKO4b, Definition 6.2.3, p. 426] wird das untere/ obere Riemann-Integral
ein bisschen anders definiert, indem Zerlegungen des Quaders gebraucht werden,
worauf f definiert ist. Die Definitionen hier und im Buch sind &dquivalent. Da-
her ist der Begriff der (eigentlichen) Riemann-Integrierbarkeit hier und im Buch
dquivalent, und die Integrale stimmen miteinander iiberein. Die Definition hier
scheint mir einfacher, flexibler und brauchbarer: Die Intervalle in der Definiti-
on diirfen offen, halb-offen oder abgeschlossen sein. Des Weiteren ist die Summe
zweier Treppenfunktionen wieder eine Treppenfunktion. Das folgt sofort aus der
Definition. Diese Eigenschaft kann gebraucht werden, um Linearitdt der Integra-
tion zu beweisen.

(ii) In [DKO4b, Definition 6.4.1, p. 435] wird der Begriff einer Treppenfunktion ein
bisschen anders definiert.

Beispiel 10.5. [Integral der charakteristischen Funktion eines Dreiecks] Die Funktion

. L L 1, falls T Z Ta,
fiR:=[0,1x[0,1] +R, f(z):= { 0 ot

!'Damit meinen wir den Untervektorraum R"~! x {0} von R™.
2d. h. die Fliche
3d. h. der x1-Achse
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Abbildung 10.3: Die Treppenfunktion ¢ hat Tréger im schraffierten Gebiet.

ist eigentlich Riemann-Integrierbar mit Integral = % Beweis: Sei k € N. Wir definieren
k—1
SO = ZX<%7%)X(O,%) . R — R,

j=1

siche die Abbildung [10.3| Das ist eine Treppenfunktion, die < f ist. (Uberpriifen Sie

das!) Darum gilt
(x)dzx < f(z)dz.
/gp x)dz / x)dx

Die linke Seite ist gleich

N

1

—~1J 1
E ko 2 k2 2

=1

<
Il

Da k beliebig ist, folgt daraus, dass

Ein dhnliches Argument zeigt, dass

% > 7R fx)dz,  also 1 e > 7R f(@)da.

Daraus folgt, dass f eigentlich Riemann-integrierbar ist mit

/R o)z = %
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Beispiel 10.6. [nicht-Riemann-integrierbare Funktion| Die Funk_i;ion Xonp,a) : =
[0,1] — R ist beschrénkt, aber nicht Riemann-integrierbar. Sieche Ubungsserie 11.

Bemerkung. Dieses Beispiel wurde schon in Analysis 1 behandelt. (Siehe [Stral, Bei-
spiel 6.2.2. ii), S. 134].)
10.2 Eigenschaften des Riemann-Integrals

Seien R C R™ ein Quader und f : R — R eine beschrénkte Funktion. Die folgende Pro-
position fasst einige grundlegende Eigenschaften des (unteren und oberen) Riemann-
Integrals zusammen.

Proposition 10.7 (Riemann-Integration). (i) (unteres und oberes Integral) Es gilt
/ fla)de < / f(@)da. (10.10)
4 R R

(i1) (Charakterisierung der Riemann-Integrierbarkeit) f ist Riemann-integrierbar g. d. w. es
fiir jedes € > 0 Treppenfunktionen p,1 : R — R g¢ibt, sodass

p<f<, (10.11)
Jrt(@)da = [ p(x)de < e. (10.12)

(111) (Treppenfunktion integrierbar) Jede Treppenfunktion f = ¢ ist Riemann-integrierbar.
Ihr Riemann-Integral stimmt mit dem Integral in Definition tiberein.

(iv) (stetige Funktion Riemann-integrierbar) Falls R abgeschlossen (und beschrinkt)
ist und f stetig, dann ist f Riemann-integrierbar.

Seien jetzt f,g: R — R Riemann-integrierbare Funktionen und c € R.

(v) (Monotonie) Falls f < g, dann gilt
[ #aydn < [ gloys (10.13)
R R

(vi) (Linearitit) cf und f + g sind Riemann-integrierbar und

/Rcf(yc)da:—c/Rf(x)dx, (10.14)
/R(f—i-g)(x)dx:/Rf(x)dac—i—/Rg(x)dx. (10.15)
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(vii) Das Produkt zweier Riemann-integrierbarer Funktionen ist Riemann-integrierbar.

(viit) (Minimum, Mazimum, Absolutbetrag) min{ f, g}, max{ f, g} und|f| sind Riemann-
integrierbar, und es gilt
/ fdx
R

Beweis: ({ij) folgt mit Hilfe von Hilfssatz m

< /R|f|dx. (10.16)

folgt aus der Definition von Riemann-Integrierbarkeit.

folgt aus der Definition des Riemann-Integrals, indem wir die Treppenfunktion
f = ¢ betrachten, und aus .

(iv]): [Stral, Satz 8.1.1, S. 197]
(Mivilviiviii): [DK04b, Theorem 6.2.8, p. 428

Bemerkungen. [Riemann-Integration]

o (i) impliziert, dass f genau dann Riemann-integrierbar ist, wenn in ([10.5) Gleich-
heit gilt, d. h.fRf(:z:)dx = [pf(x)dz.

e Aussagen liefern viele Beispiele fiir Riemann-integrierbare Funktionen.
Zum Beispiel ist

f:R:=[-1,1] =R, £(2) ::{x, fiir:n<0,}

x4+ 2, firz >0,
Riemann-integrierbar. Um das einzusehen, definieren wir
g,h: R—R, g = 2X[0,1]; h(z) = .

h ist eine Treppenfunktion und darum geméss Riemann-integrierbar. g ist
ein Polynom, daher stetig und darum gemaéss Riemann-integrierbar. Es gilt
f = g+ h, daher ist f eine Linearkombination von ¢ und h und darum geméss
Riemann-integrierbar. Es gilt

/Rf(x)dx:/Rg(x)daz—i-/Rh(:c)d:c (geméss ([vi))

21

xr
-9. 1 o
0,11+ 5

r=—1
(Definition des Integrals einer Treppenfunktion und Analysis 1)
=2.
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2

(_1 3 1

Abbildung 10.4: Die Menge S := R\ A.

Beispiel 10.8. [Quadrat ohne Dreieck] Wir definieren
R (L2 (12, A= {ee 0] x 01 |m>n} §=R\A

siehe Abbildung [10.4 yg ist eine Treppenfunktion und daher geméss Proposition

Riemann-integrierbar mit Integral = |R| = 9. Gemaéss Beispiel ist xa
Riemann-integrierbar mit Integral % Es gilt

Xs = XR — XA-
Gemaéss Proposition (Linearitét) gilt darum

117
/Xsdx:/XRd$—/XAd$=9——:—.
R R R 2 2

Beispiel 10.9. [integrierbare Funktion] Die Funktion
fiR:=1[0,2n] x [0,1] = R, f(x) :=sin (z, + ),

ist stetig und daher geméss Proposition Riemann-integrierbar. Es gilt

IR

< / |f(z)|dx (gemiéss Proposition )
R

< / ldz (gemiiss Proposition )
R

— |R| = 2,

also | [, f(z)dz| < 2.

Problem. Finde den genauen Wert des Integrals [ f(x)dx.

Wir werden dieses Problem im Beispiel [10.11] mit Hilfe des Satzes von Fubini 16sen.
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el
SRR

Abbildung 10.6: Im wiederholten In-
tegral fRfo(y,z) dydz integrieren
Abbildung 10.5: Guido Fubini, italieni-  wir zuerst in horizontale Richtung
scher Mathematiker, 1879-1943. und dann in vertikale Richtung. Der
Satz von Fubini besagt, dass das

Joxr f(2) dz ergibt.

10.3 Satz von Fubini, mehrfache Integration

Der Satz von Fubini besagt, dass ein mehrdimensionales Integral gleich einem zwei-
fachen Integral in tieferen Dimensionen ist. Damit konnen wir ein mehrdimensionales
Integral als ein wiederholtes eindimensionales Integral schreiben. Das ist ein wichtiges
Werkzeug zur Berechnung von Integralen. Seien  C R™ und R C R™ Quader und
f:Q@xR—R

Satz 10.10 (Satz von Fubini, wiederholte Integration). Wir nehmen an, dass f Riemann-
integrierbar ist. Dann sind die Funktionen

RBzHiQf(y,z)dyE R, (10.17)
R> zn—>TQf(y, z)dy € R (10.18)

Riemann-integrierbar, und

Qfo(:U)d:c:/Rle(y,z)dydz:/}27Qf(y,z)dydz. (10.19)

Beweis: [DK04b, Theorem 6.4.2, p. 436]

Dieser Satz ist nach Guido Fubini benannt, siehe Abbildung Abbildung [10.6
verdeutlicht den Satz.
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Bemerkung. [Satz von Fubini, wiederholte Integration] Im Allgemeinen kénnen wir
J und [ nicht durch [ ersetzen. Beispiel:

Q:=1[0,1, R:=[0,1], f:= x@no.1)x{0}-

f ist Riemann-integrierbar (iiber @ x R), aber fiir z = 0 ist die Funktion f(-,2) :
@@ — R nicht Riemann-integrierbar. (Siehe Ubungsserie 10.) Daher ergibt das Integral
fQ f(y,0)dy keinen Sinn.

Beispiel 10.11. [Satz von Fubini, wiederholte Integration] Wir definieren
Q:=[0,27], R:=[0,1], f:QxR—=R, f(y,z):=sin(y+ €*).

Gemiiss Beispiel ist f Riemann-integrierbar. Ein &hnliches Argument zeigt, dass
f(-, 2) fur jedes z € R Riemann-integrierbar ist. Fiir jedes z € [0, 1] gilt

27
/ sin(y + e*)dy = — cos(y + €°) }@2,10
0
=0 (da cos 2m-periodisch ist).

Gemiiss Satz [10.10] gilt darum, dass

Korollar 10.12 (Vertauschen der Integrationsreihenfolge). Falls Q und R abgeschlos-
sen und f stetig sind, dann sind die Funktionen z — fQ f(y,2)dy undy — [, f(y,2)dz
Riemann-integrierbar, und

/R(/Qf(y,z)dy) to= [ s (10.20)
:/Q</Rf(y,z)dz) dy. (10.21)

Beweis: Das folgt aus Satz [10.10]

Bemerkung. Gemiss Proposition (stetige Funktion Riemann-integrierbar)
sind die Integrale [, . f(z)dz, [, f(y,2)dy und [, f(y,2)dz wohldefiniert (fiir alle
z € Rund y € R). Die Aussage des Korollars [10.12]ist darum sinnvoll.

Bemerkung. Unter den Annahmen von Korollar [10.12] sind die Funktionen z +»
I of(y,z)dy und y — [ f(y, z)dz sogar stetig und darum Riemann-integrierbar wegen

Proposition .
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Beispiel 10.13. Problem: Berechne

/027r (/01 sin(y + ez)dz> dy!

Losung: Geméss Korollar [10.12] und Beispiel ist dieses Integral gleich

/01 (/027r sin(y + ez)dy) dz = 0.

Bemerkung. Seia; <b, €R, firi =1,...,n, und
f:R:=la, 1] x -+ X [an, b)) = R

eine stetige Funktion. Geméss Satz|10.10| (Fubini) gilt

/Rf(x)dx - /b . (/b f(z,... ,xn)dxl) e da,,

Beispiel 10.14. Fiir

f:R:=1[0,1® =R, f(z):=21213

1 1 1
/ f(x)dx = / / / T1X9x3 dxy dry dxs
R 0 0 0
1 1 1 1 t2
= —/ / ToX3 dl‘g dl‘g (da / tdt = —
2 0 0 0 2
1 1
/ 173d$3
0

gilt

1

t=0 2

O = |

Achtung: f braucht nicht Riemann-integrierbar zu sein, falls die wiederholten Inte-
grale existieren. Falls sie existieren, brauchen die wiederholten Integrale auch nicht
gleich zu sein, falls f nicht Riemann-integrierbar ist:

Beispiel 10.15. [wiederholte Integrale sind verschieden] Wir betrachten

-2

' Sy, fallsa <y,
f . (0, 1) X (O, ]-) — Ra f(xvy) T { _x_27 sonst.
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Fiir jedes y € (0,1) ist f(-,y) : (0,1) — R Riemann-integrierbar, weil diese Funktion
beschrénkt ist und ihre Einschrankungen auf (0,y) und [y, 1) stetig sind. Es gilt

1

9(y) = [ [flz,y)dx

0
Y 1

—/ y_2dx—/ r%dx
0 y

_ -1 —1

=y +z |x:y

=1.

Daher ist g iiber (0,1) Riemann-integrierbar, mit

/01 /Olf(x,y)dxdy = /Olg(y)dy = 1.

Indem wir die Rollen vom z und y vertauschen und die Gleichheit f(z,y) = —f(y, x)
(fiir  # y) verwenden, folgt daraus, dass

/Ol/olﬂx,y)dydx— 14 1—/01/01f(x7y)dwdy.

Die wiederholten Integrale sind also verschieden.

Wir bemerken, dass die Funktion f nicht Riemann-integrierbar ist, da sie nicht be-

schriankt ist. Daher widerspricht dieses Beispiel dem Satz [10.10] (Fubini) nicht.

Idee des Beweises des Satzes [10.10| (Fubini): Heuristisch sind dz, dy, dz die Vo-
lumen unendlich kleiner Quader Sy, Qo, Ry, wobei So = Qg X Ry. Daraus folgt intuitiv,
dass dr = dydz und darum, dass

f(z)dx = Z f(z)dx

QxR 2€QXR

LIS f(y, 2) dydz

zER yeqQ

_ /R /Q £y, =) dyd=.

10.4 Jordan-Mass

Mit dem eindimensionalen Inhalt einer Kurve meinen wir ihre Lénge, mit dem zweidi-
mensionalen Inhalt einer Flédche ihren Flicheninhalt und mit dem dreidimensionalen In-
halt eines dreidimensionalen Kérpers sein Volumen. Das Jordan-Mass verallgemeinert
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diesen Begriff eines Inhalts auf beliebige Dimensionen. Um es zu definieren, benétigen
wir das Folgende: Seien S CR™ und f: S — R.

Definition 10.16. Wir nennen f (eigentlich) Riemann-integrierbar (iiber S) g¢. d. w. es
einen Quader R gibt, sodass f =0 auf S\ R wund die Funktion

f(z), fallsx €S,

0, sonst

F:R—R, F(x):= { (10.22)

(eigentlich) Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall definieren wir das Riemann-Integral

von f (iber S) als
/f(a:)da: ::/F(:c)da:. (10.23)
S R

Bemerkungen. e Die rechte Seite von (|10.23)) héngt nicht von der Wahl von R
ab. (Uberpriifen Sie das!) Daher ist [, f(z)dz wohldefiniert.

e Falls f : S — R Riemann-integrierbar ist, dann sind f und f~'(R\ {0}) be-
schrankt.

e Fiir S = R" wird in [DKO04b] eine Funktion f wie in Definition [10.16| Riemann-
integrierbar mit kompaktem Trdager (Riemann integrable with compact support)
genannt.

Fiir ¢ € R und S C R™ schreiben wir die Funktion auf S, die konstant gleich ¢ ist, als
cs: S =R, cs(z) =rc.

Definition 10.17 (Jordan-Mass). Eine Teilmenge S C R"™ heisst Jordan-messbar
g. d. w. 1g Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall definieren wir thr Jordan-Mass
(oder ihren Jordan-Inhalt) als

vol(S) :=vol,(S) :=|S]| := /Sldx

(wie in Definition .

Dieser Begriff ist nach Camille Jordan benannt, siehe Abbildung [10.7]
Bemerkung. Jede Jordan-messbare Menge ist beschrénkt.

Beispiel 10.18. [Quader Jordan-messbar| Jeder Quader in R™ ist Jordan-messbar mit
Jordan-Mass gleich seinem Volumen. (Siehe Definition [10.]]).) Das folgt unmittelbar
aus der Definition.
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Abbildung 10.7: Camille Jordan, franzoésischer Mathematiker, 1838—-1922.

Beispiel 10.19. [Dreieck Jordan-messbar| Die Menge
S:={xe0,1] x[0,1]]z; > 25}

ist Jordan-messbar mit
S| = !
=5

Das folgt aus Beispiel

Beispiel 10.20. [nicht-Jordan-messbare Menge|] Die Menge S := Q" N [0, 1]" ist be-
schrénkt, aber nicht Jordan-messbar. (Warum?)

Bemerkung 10.21. [Riemann-Integral {iber Jordan-messbare Menge| Eine Riemann-
integrierbare Funktion ist Riemann-integrierbar iiber jede Jordan-messbare Menge:
Seien Sy C R™, f € RZ(Sy) Riemann-integrierbar iiber Sy und S C Sy Jordan-messbar.
Dann ist die Einschrinkung f|s Riemann-integrierbar iiber S. Das folgt aus Proposition

[10.7](vii), der Gleichheit fxs = (fXs,)xs und der Tatsache, dass fxs, und xs Riemann-
integrierbar sind iiber jeden Quader R, der f~!(R\ {0}) und S enthiilt.

—=n

Beispiel 10.22. [Integral iiber Jordan-messbare Menge] Der Ball B" = B, (0) ist
Jordan-messbar. (Das folgt aus der Tatsache, dass der Rand von B" eine kompakte
glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1 < n ist. Siehe [DK04b, Theorem
6.3.2, p. 430, Theorem 6.3.8, p. 434].) Da die Funktion

f:-L1" =R, f(z):=u,

stetig ist, ist f gemdss Proposition Riemann-integrierbar. Daher folgt aus
Bemerkung [10.21] dass f iiber B" Riemann-integrierbar ist.

Frage. Was ist das Integral?
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Antwort: B ist symmetrisch beziiglich Spiegelung an der (352, e ,xn)—Hyperebene.
Des Weiteren ist f antisymmetrisch beziiglich dieser Spiegelung. Darum verschwindet

das Integral
/ TIXF" (xl, z)dxl
[_171]

fir jedes z = (22, ..., x,). Gemiss Satz[10.10| (Fubini) folgt daraus, dass

/ T da::/ / rixgr (21, 2)dzy dz
B" 1,171 J[-1,1]

=0.

10.5 Substitutionsregel, Integral einer
drehinvarianten Funktion,
Transformationssatz fiir das Volumen

Um das Integral einer Funktion auf R™ zu berechnen, ist es manchmal praktisch, an-
dere Koordinaten als die Standardkoordinaten zu verwenden. Die Substitutionsregel
fiir Integrale besagt, dass das Integral einer Funktion berechnet werden kann, indem
die Funktion in den neuen Koordinaten ausgedriickt, mit dem Betrag der Jacobi-
Determinante [f] multipliziert und integriert wird. Wir werden die folgenden Anwen-
dungen der Substitutionsregel behandeln:

e cine Formel fiir das Integral einer drehinvarianten Funktion zweier Verénderlicher,
e Transformationssatz = eine Formel fiir das Volumen des Bildes einer Menge unter

einem C!-Diffeomorphismus.

Substitutionsregel

Erinnerung an Analysis 1:

Proposition 10.23 (Substitutionsregel fiir ein eindimensionales Integral). Seien a <
b, U : [a,b] — R stetig differenzierbar und f : V([a,b]) — R stetig. Dann gilt

W (b) b
/ f(x)de = / (f 0 U(y) T (y)dy. (10.24)

¥(a)

Beweis: [Stral Satz 6.1.5, S. 122]

4Das ist die Determinante der Jacobi-Matrix der Koordinatentransformation.
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U
7 V

<

Lt [fo9)ldet Del

Abbildung 10.8: Die Substitutionsregel.

Bemerkung. Der Beweis beruht auf der Kettenregel und dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung.

Diese Formel ist niitzlich, um eindimensionale Integrale zu berechnen. Der folgende
Satz liefert eine Verallgemeinerung der Formel auf hohere Dimensionen.

Satz 10.24 (Substitutionsregel fiir ein mehrdimensionales Integral). Seien U,V C R™

offen, ¥ : V.= U ein C*'-Diffeomorphismus, S C R™ eine beschrinkte Teilmenge,
sodass S CUP, und f: S — R. Dann gilt:

(i) f ist Riemann-integrierbar (iber S) g. d. w.
(foW)|det DU|: U~'(S) =R
Riemann-integrierbar ist.

(ii) In diesem Fall gilt, dass

/Sf(x)da: = /yl(s)(f o W)(y)| det DU (y)| dy. (10.25)

Beweis: Satz 8.5.2, S. 215]
Fiir die Beweisidee siehe S.
Abbildung verdeutlicht Satz [10.24]

%S bezeichnet den Abschluss von S, sieche Definition
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Bemerkung. Satz|10.24/impliziert ((10.24)), falls U eine stetig differenzierbare Funktion
einer Verdnderlichen ist, deren Ableitung iiberall (strikt) positiv oder negativ ist. Im
negativen Fall gilt U(a) > W(b) und daher fiir die linke Seite von (10.24)):

/ "y de— - / " o) da

¥(a) v (b)

= —/ f(z)dx
Si=[w(0),9(a))

= _/ (fo W)(?J)! det D\If(y)] dy (wegen Satz |10.24])
U-1(S)=[a,b]

- / (f o W) (y)¥'(y) dy.

Daher gilt (10.24)). Das ist der Grund fiir den Betrag in ((10.25]).

Beispiel 10.25. [affine Transformation] Wir nehmen an, dass ¥ affin ist. Dann gibt
es einen linearen Isomorphismus 7" : R — R™ und einen Vektor v € R", sodass

U(y) =Ty + v.

Wir schreiben
S—vi={r—v|zeS}

fiir die um —wv verschobene Menge S. Das Urbild von S unter ¥ is gegeben durch
U HS) =TS —v).

Die Gleichheit ((10.25) besagt daher, dass
/ f(x)dz = |det T| / f(Ty + v)dy. (10.26)
S T-1(S—v)

Darum unterscheiden sich das “naive Integral von f beziiglich y” vom Integral |, o f(x)dx
um den Korrekturfaktor | det T‘. Wir fixieren jetzt einen Quader R C R™ und betrach-
ten den Fall, dass v =0, S = ¥(R) und f = xs. Dann besagt ((10.26]), dass

IT(R)| = | det T||R|. (10.27)

Im Fall Ty = cy mit ¢ € R\ {0} (zentrische Streckung) folgt das aus der Definition des
Volumens. Wir betrachten den Fall n = 2 und

T:<(1) i) (10.28)
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/ Tw
— >/ 61 = Te—,

Abbildung 10.9: Die Abbildung 7', eine Scherung.

wobei ¢ € R, siehe Abbildung [10.9|

Es gilt, dass |T'(R)| = |R|. Das folgt, indem wir auf der rechten Seite des Parallelo-
gramms T'(R) ein Dreieck abschneiden und dieses auf der linken Seite wieder einfiigen.

Dadurch erhalten wir wieder das Rechteck R. (Dabei nehmen wir an, dass R die Form
I, x I, besitzt, wobei I, Iy Intervalle sind und [; halb-offen ist.) Das beweist (10.27)),

falls T" durch ((10.28|) gegeben ist.

Integral einer drehinvarianten Funktion

Als Anwendung des Satzes [10.24] erhalten wir eine Formel fiir das Integral einer dre-
hinvarianten Funktion. Seien o > 0 und f : [0,79] — R eine stetige Funktion. Wir
definieren

_2 ~
foBy, =R fx) = f(llz])).
Bemerkung. Wir definieren

—2
R:= [_7’0,7”0] X [_TOJTOL F:R— R7 F(I) = { g‘(x)’ iilisstw < B”‘O’

Die Funktion F ist Riemann-integrierbar. (Das folgt aus der Tatsache, dass der Rand

von Eio eine kompakte glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension n—1 < n ist. Siehe
[DK04b, Theorem 6.3.2, p. 430, Theorem 6.3.8, p. 434].) Geméss Definition [10.16] ist
f daher Riemann-integrierbar und

B f(x)dm:/RF(x)dx.

B

Korollar 10.26 (Integral einer drehinvarianten Funktion). Es gilt, dass

i , S)ie =2 | Foyar (10.29)
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Abbildung 10.10: Polarkoordinaten und die Mengen gg und S..

Beweis des Korollars [10.26k Wir definieren
U:=R*\ ((—o0,0] x {0}), V :=(0,00) x (—m,m)

und betrachten die Polarkoordinatenabbildung

U:V =T, U(r,p) ::(TCOS@).

rsin

(Siehe Abbildung [10.10) Diese Abbildung ist eine glatte Bijektion. (Uberpriifen Sie,
dass die Abbildung bijektiv ist!) Geméss der Formel in Beispiel gilt, dass

det DU (r, ) = .

Gemiiss dem Umkehrsatz[9.6]ist ¥ daher ein glatter Diffeomorphismus. Fiir jedes e > 0
schreiben wir

Ss = [87T0]X [—7T—|—577T—6:|, S€ = \11(56)7
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siehe Abbildung [10.10 Die Abbildung fxs. ist Riemann-integrierbar. Geméss Satz
10.24] (Substitutionsregel) und Satz [10.10| (Fubini) gilt darum, dass

f()de = / (f 0 U)(y)| det DU(y)| dy
Se

1(Se)

/ / rcos Y, rsin gp)r dr dy
7r+s €

/ r)rdrde
n+e Je

= (271 — 2¢) / f(r)r dr.
Indem wir den Grenzwert € — 0 nehmen, folgt daraus ((10.29)). (Uberpriifen Sie, dass
f(x)dx — / f(x)dx, fallse—0!)
S. B’

Das beweist Korollar [10.26] [

Beispiel 10.27. Korollar [10.26| impliziert, dass fiir jedes a > 0 gilt, dass

1 1

2 2

/ ||x||“dx:27r/ ritldr = il rot? S )
Ez 0 a+2 r=0 a+2

Fiir a = 0 erhalten wir 7, den Flacheninhalt von B

Beispiel 10.28. [Integral der gauischen Glockenkurve] Wir betrachten die gaufsche
Glockenkurve
fiR=R, f(t):=¢",

siehe Abbildung [10.11] Diese Funktion ist uneigentlich Riemann-integrierbar, d. h., f
ist iiber jedes beschréankte Intervall eigentlich Riemann-integrierbar, foa:* f(z)dz kon-
vergiert fiir x; — oo und f;f f(x)dx konvergiert fiir z_ — —oo. Aus Proposition

folgt, dass

Ty 0

/ f(z)dz = lim f(z)dz+ lim flx)dz < 3.
R _

Ty—00 J z_——oo J.

(Siehe Ubungsserie 11.)

Problem: Berechne [, f(x)dx.
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Abbildung 10.11: Gaufische Glocken-

kurve.

Abbildung 10.12: Die Bélle und Qua-
drate sind wie abgebildet ineinander
enthalten.

Um dieses Problem zu l6sen, definieren wir
F:R*>5R, F(z):=¢ ol

Sei a > 0. Diese Funktion ist stetig und daher geméss Proposition iiber R, :=
[—a, a]® Riemann-integrierbar. Geméss Satz [10.10| (Fubini) gilt darum, dass

/ dx—/a/a ~et e~ dzy davy
_/a e (/ xldxl) e
_ </ f(t)dt)z. (10.30)

a

Sei 1o > 0. Geméss Korollar [10.26| gilt, dass

To
/ F(x)dx = 27r/ e rdr = —me"”
B 0

70

To

= —me "0 + 7. (10.31)

r=0

Das konvergiert fiir 7o — oo gegen 7. Der Ball EZO ist im Quadrat R,—,, enthalten. Des
Weiteren ist das Quadrat R, im Ball B, 1 —vza enthalten, siche Abbildung|10.12, Daraus
folgt, dass [, F R x)dzx fiir a — oo gegen denselben Grenzwert wie ((10.31)) konvergiert.
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(Uberlegen Sie sich das!) Indem wir das mit ((10.30|) kombinieren, folgt, dass

/e dt = lim f()
R a—r o0

= lim / F(z)dx (wegen (10.30)))

a—r00

= \/ hm dx
a— 00
\/ lim /
ro—oo [R2

- (wegen (T0:31)).

Das 16st das obige Problem.

Bemerkungen. (i) Die gausche Glockenkurve spielt eine wichtige Rolle in der Sto-
chastik, wo sie als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Normalverteilung auf-
tritt.

(i) Es gibt keine “Formel” fiir die Funktion F(a) := [*_ e~ dt. Dennoch waren wir
im Stande, das Integral {iber ganz R zu berechnen. Das ist ein eindimensionales
Integral, aber in unserer Berechnung haben wir ein zweidimensionales Integral
verwendet. Das zeigt, dass mehrdimensionale Integration auch fiir die Berechnung
gewisser eindimensionaler Integrale niitzlich ist.

Transformationssatz fiir das Volumen

Als Anwendung des Satzes [10.24] (Substitutionsregel) erhalten wir das folgende Korol-

lar.

Korollar 10.29 (Transformationssatz fiir das Volumen). Seien U,V C R" offen, ¥ :
V — U ein C*-Diffeomorphismus und A eine Jordan-messbare Menge, sodass A C V.
Dann ist W(A) Jordan-messbar mit

W (A)| = /A | det(DW(y))|dy. (10.32)

Beweis: Jordan-Messbarkeit: [Stra, Satz 8.5.1, p. 212]
Die Formel (10.32) folgt aus Satz [10.24|([) mit S := U(A) und f =1. O
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Abbildung 10.13: Wirkung von ¥ auf den infinitesimalen Quader Q.

Beweisidee fiir die Substitutionsregel

Die Idee des Beweises des Satzes ist die folgende. Sei ® : R" — R” ein affiner
[somorphismus, d. h., es gibt einen linearen Isomorphismusﬂ T : R" — R und einen
Vektor v € R", sodass ®(x) = T(x) + v, fiir jedes x € R". Sei R C R™ ein Quader.
Mittels eines Arguments wie in Beispiel und linearer Algebra folgt, dass

|®(R)| = |det T'|| R]. (10.33)
Sei jetzt ¥ ein C''-Diffeomorphismus und y, € R®. Wir definieren
¢,, : R" = R", D, (y) := DY (yo)(y — vo) + ¥(vo)- (10.34)

Das ist die beste affine Ndherung von ¥ um y,. (Vergleiche mit (8.9).) Heuristisch
bildet ¥ einen inﬁnitesimalenﬂ Quader () mit Mittelpunkt g, auf das infinitesimale
Parallelepiped ¥(Q) = ®,,(Q) ab, siche Abbildung [10.13} Wir schreiben dy, dz fiir die
Volumen von @, ¥(Q) = ®@,,(Q). (Falls wir dy* fiir die Lénge der i-ten Seite von Q

schreiben, dann gilt, dass dy = dy' - - - dy™.) Gemiiss (10.3410.33)) gilt heuristisch
dz = |®,,(Q)| = | det DV (yo)| dy.

Heuristisch folgt daraus, dass

/fdx = f(zo)dz

=" f(W(yo))| det DU(yo)|dy (w0 = ¥(wo))

:/(fo\Il)}detD\If‘dy,

also die im Satz [10.24] (Substitutionsregel) behauptete Gleichheit (10.25]).

6d. h. eine bijektive lineare Abbildung
7d. h. “unendlich kleinen”







Kapitel 11

Vektorfelder und die Satze von
Green, Stokes und Gaufl

Ein Vektorfeld ist eine Abbildung X von einer Teilmenge von R™ nach R™. In der
Physik spielt X die Rolle einer vektorwertigen Grosse, zum Beispiel des Geschwindig-
keitsvektorfeldes einer Fliissigkeit oder des elektrischen Feldes. Die Sétze von Green,
Stokes und Gaufl besagen, dass das Integral einer gewissen Art von Ableitung eines
Vektorfeldes iiber ein Gebiet gleich einer Art Integral des Vektorfeldes iiber den Rand
des Gebietes ist. Im Fall von Green ist das Gebiet eine offene Teilmenge von R?, fiir
Stokes ist es eine Fliche in R3, und fiir Gauf} ist es eine offene Teilmenge von R™.

Die drei Sétze (Green, Stokes und Gauf) spielen eine wichtige Rolle in der Physik. Sie
werden in der Stromungslehre und Elektrodynamik angewendet. Der Satz von Stokes
wird zum Beispiel verwendet, um das faradaysche Induktionsgesetz aus einer der vier
Maxwellgleichungen herzuleiten. Der Satz von Gaufl wird verwendet, um das gaufische
Gesetz der Elektrostatik aus einer anderen Maxwellgleichung herzuleiten. (Siehe die
Vorlesung FElektromagnetische Felder und Wellen.)

Die drei Sétze verallgemeinern den zweiten Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung. Dieser besagt, dass das Integral der Ableitung einer stetig differenzierbaren
Funktion einer reellen Verénderlichen gleich dem Unterschied der Werte der Funktion
in den Endpunkten des Intervalls ist.

Der Satz von Green ist der Spezialfall des Satzes von Stokes, in dem die Fléche eine
Teilmenge von R? ist.

11.1 Kurvenintegral, Orientierung, C*-Gebiet

Der Satz von Green besagt, dass das Integral der Rotation eines Vektorfeldes iiber ein
C'-Gebiet in der Ebene gleich dem Kurvenintegral des Vektorfeldes iiber den positiv

423
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orientierten Rand des Gebietes ist. In diesem Abschnitt definieren wir diese Begriffe.
Die Definition des Kurvenintegrals beruht auf der folgenden Definition und Proposition.
Seien n € Ng und k& € NU {o0}.

Definition. Eine (eingebettete) C*-Kurve in R" ist eine C*-Untermannigfaltigkeit des
R™ der Dimension 1.

Sei C' C R™ eine kompaktd'] C'-Kurve.

Lemma 11.1 (Kurvenintegral einer Funktion). Es gilt:

(1) Es gibt ein ¢ € Ny und fir jedes j = 1,...,{ ein kompaktes Intervall I; positiver
Linge und eine Immersion x; € C*(I;,R™), sodass

(1) = C

1

l
Jj=

und so, dass die Abbildung

U} xInt I; > (G, t) = a5(t) € C

J

injektiv ist. (Dabei bezeichnet Int I; das Innere von I;, siehe Definition )

Seien jetzt f : C — R eine stetige Funktion und { und (1;,x;);=1,. ¢ wie in (@)
Wir definieren

l
H(F L)) =3 [ om0l dr (1)

(1) Die Zahl I(f,(I;,x;);) hingt nicht von (I;,x;); ab.

Bemerkung. Die Ableitung von z; ist auf dem ganzen Intervall /; definiert, auch in
den Randpunkten. Daher ergibt die Bedingung, dass x; eine Immersion ist, Sinn.

Beweis des Lemmas [11.1} folgt aus der Klassifikation der eindimensionalen C*-
Untermannigfaltigkeiten, welche besagt, dass jede weg-zusammenhéngende eindimen-

sionale C*-Untermannigfaltigkeit von R” C’k—diffeomorphﬂ zur Geraden R oder zum
Kreis S* ist.

LGemiss Satz ?? bedeutet das, dass C abgeschlossen und beschrinkt ist.
2Zwei Untermannigfaltigkeiten heissen C*-diffeomorph, falls es einen C*-Diffeomorphismus zwi-
schen ihnen gibt, d. h. eine bijektive C*-Abbildung deren Umkehrung ebenfalls C* ist.
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folgt aus der Tatsache, dass der Ausdruck I ( f, (1, x;) j) gleich dem Integral iiber
die Untermannigfaltigkeit C' ist. Siehe Definition [11.26| und Korollar [11.29

Definition 11.2 (Kurvenintegral einer Funktion). Wir definieren das (Kurven-)Integral
von f iiber C als

c
wobei (1;,x;); wie in Lemma (@) ist und I(f, (I}, 2;);) durch (11.1)) gegeben ist.
Bemerkungen. [Kurvenintegrall

e Wir kénnen das Kurvenintegral wie folgt heuristisch interpretieren. Sei ¢y € I;.
Wir definieren

\Ijto ‘R — Rn, \Ijto(t) = x](to)(t — to) + .Tj(to).

Das ist die beste affine Naherung von x; um t,. (Vergleiche mit ) Fiir jedes
Intervall J gilt:
Lange von W, (J) = ||Z;(to) ||| /|- (11.3)

Heuristisch bildet z; ein inﬁnitesimalesﬂ Intervall J mit Mittelpunkt ¢, auf die
infinitesimale Strecke x;(J) = ¥, (J) ab. Wir schreiben dt, ds fiir die Langen
von J, z;(J) = Uy (J).

Heuristisch ist ds die Lénge des Bildes unter x; eines infinitesimalen Zeitintervalls

der Lange dt. Gemass (|11.3)) gilt

ds = |1;(to) |, (11.4)

siehe Abbildung [11.1]

Das Kurvenintegral von f ist gegeben durch
/ fds= Z/f o xj||d;| dt (geméss der Definition ([11.2]))
C -
j

= 33 fla(to))llds(to)ll e (heuristisch)

J  to
= Z f(zg)ds (heuristisch gemiéss (11.4) mit xo = x;(to)),
zo€eC

und das ist intuitiv gleich dem Flécheninhalt (mit Vorzeichen) der Fléche, die
durch C x {0} € R"™! und den Graphen von f aufgespannt wird.

3d. h. “unendlich kleines”
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da‘

Abbildung 11.1: Die infinitesimale Bogenldnge ds.

e Fiir f =1 nennen wir

°C) = /C 1ds

die (Bogen-)Ldnge von C. Das stimmt mit unserer Intuition iiberein, dass die
Bogenlédnge die Summe der Léngen der “infinitesimalen Bogen” ist, woraus C
besteht.

Beispiel 11.3. [Kurvenintegral einer Funktion] Wir betrachten
C:=S8' feC(S',R).
Es gilt
1 fds= /27T f(cost,sint)dt.
Um das zu sehen, definieren ivir ’
k=1, I,:=[0,2n], x:1 — R* z1(t) := (cost,sint).
Es gilt, dass

iy = (—sint,cost), || = \/(— sint)? + cos?t = 1.

Insbesondere erhalten wir fiir die Bogenldnge des Einheitskreises

27
(S :/ 1ds:/ dt = 2.
st 0
Ein anderes Beispiel ist{]

2m
/51 rtds = /0 cos(t) = sint|?™, = 0.

Das folgt auch aus einem Symmetrie-Argument. (Wie?)

4Hier bezeichnet z! die erste Koordinate von x € R2.
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Sei C' C R™ eine C''-Kurve.

Definition 11.4 (Einheitstangentialvektorfeld). Ein Einheitstangentialvektorfeld langs
C' (oder eine Orientierung von C') ist eine stetige Abbildung T : C'— R", sodass

T(x)eT,C, |T(z)|| =1, VzeCl.
Beispiel 11.5. [Orientierungen des Kreises] Die Abbildungen

T:S' =R T(z):=(—my,11),
und —7" sind Orientierungen des Kreises.

Bemerkung. Falls C eine wegzusammenhingende C*-Kurve ist, dann gibt es genau
zwel Orientierungen auf C' (7" und —7'). Grund: Falls 7" und 7' Orientierungen sind,
dann gilt - T : C' — {£1}. Diese Abbildung ist stetig. Da C' wegzusammenhéngend

ist, folgt daraus, dass das Bild von T"- T' wegzusammenhéngend ist. Daraus folgt, dass
T-T =1 oder —1 und darum, dass T'=T oder T'= —T.

Sei T eine Orientierung von C'. Ein stetiges Vektorfeld lings C ist eine stetige Abbildung
X :C — R™ Sei X ein solches Vektorfeld. Wir bezeichnen mit

n
v-w = E v’
i=1

das Standardskalarprodukt zweier Vektoren v, w € R™.

Definition 11.6 (Kurvenintegral eines Vektorfeldes). Wir nehmen an, dass C' kompakt
ist. Wir definieren das (Kurven)-Integral (oder das Ringintegral oder die Zirkluation)
von X iiber C beziiglich T als

X -ds:= / X -Tds, (11.5)
c,T c
wober die rechte Seite das Kurvenintegral der Funktion X -T : C' — R bezeichnet.

(Siehe Definition[11.4)

Bemerkungen. e Seien / € Ny, I1, ..., I, kompakte Intervalle und z; € C*(I;,R")
Wege wie in Definition sodass

T .
——=Touxz;, Vj.
11 ’

Es gilt
¢
X -ds= Z/ (X ox;(t)) - @;(t)dt. (11.6)
Das folgt aus (11.5[11.2}/11.1]).
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e Heuristisch gilt, dass
ds = Tds.

Das ist eine “infinitesimaler Vektor”. Der Ausdruck X - ds ist das Skalarprodukt
von X mit diesem Vektor. Heuristisch kénnen wir das Kurvenintegral von X
daher als die Summe aller dieser Skalarprodukte auffassen,

X-ds=> X(x)-ds.

C,T

e Seien U eine offene Teilmenge von R™, X ein stetiges Vektorfeld auf U, I ein
kompaktes Intervall und v ein C*-Weg auf I in U, d. h. eine C*-Abbildung

v : I — U. In Definition haben wir das Wegintegral von X lings ~y definiert
als

[xear =[xt swar

Das stimmt mit der Formel (11.6)) fiir das Kurvenintegral wie in Definition [L1.6]
iiberein, falls C' mittels eines einzigen Weges v = x; parametrisiert wird.

Beispiel 11.7. [Kurvenintegral eines Vektorfeldes] Wir betrachten
=8 XeC(S" R,
und 7" wie in Beispiel [I1.5] d. h.
T(x) := (—xq,x1).

Es gilt

X -ds = /ZWX(COS t,sint) - (—sint,cost) dt.

ST 0
Das folgt aus mit
zy: I :=1[0,27] = R*  x1(t) := (cost,sint).

Insbesondere erhalten wir fiir X (z) := (—x9, x1) dass

2
X(z)-ds = / ((—sint)* 4 cos® t) dt = 2m,
SLT 0
und fiir X (x) = ey dass

27
X(x)-ds = / (—sint)dt = cost|?", = 0.
0

str
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Abbildung 11.2: Ein C*-Gebiet.
Um den Satz von Green zu formulieren, benotigen wir das Folgende. Seien n € Ny und
ke NU{oo}.

Definition 11.8 (C*-Gebiet). Ein (n-dimensionales) C*-Gebiet ist eine offene Teil-
menge U C R", sodass es fiir jeden Punkt xq € OU eine offene Umgebung U’ von x
und eine C*-Submersion g : U' — R gibt, sodass

g(x0) =0, UNU =g "((—0,0)) = {z € R"|g(x) <0}. (11.7)

Abbildung verdeutlicht diese Definition.
Bemerkung. e Seien U’ und g wie oben. Es gilt, dass
ounuU =g *0), (11.8)

und das ist eine C*-Untermannigfaltigkeit des R® der Dimension n — 1. Das
folgt aus dem Submersionssatz, der besagt, dass g lokal in geeigneten Koordina-
ten durch die Projektion auf die letzte Koordinate gegeben ist. (Siche [DK04a,
Theorem 4.5.2, p. 121].)

e In [DKO04bl Definition 7.5.2, S. 515] wird definiert, was es bedeutet, dass eine offe-
ne Teilmenge U “auf einer Seite ihres Randes liegt”. Die Bedingung ist dquivalent
dazu, dass U ein C*-Gebiet ist.

Beispiel 11.9. Jeder offene Ball in R™ ist ein C'*°-Gebiet.

Beispiel 11.10. Die offene Menge U := R?\ ({0} XR) ist kein C'-Gebiet. Das Problem
ist, dass U auf beiden Seiten seines Randes 0U = {0} x R liegt.
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Eine Basis vy, ..., v, von R" heisst positiv g. d. w.
det (v1 . -vn) > 0.
Wir betrachten den Fall n = 2.

Definition 11.11 (positive Orientierung). Sei U C R? ein C*-Gebiet. Wir definieren
die positive Orientierung von U (beziiglich U),

T:0U — R,

wie folgt. Seien xg € OU und U’',g wie in Definition [11.8. Wir definieren T'(z,) €
T,0U als den eindeutigen Vektor der Linge 1, sodass das (geordnete) Paar (Vg(xo), T (o))
eine positive Basis von R? ist.

Bemerkung. e Vg = (D1g,Dsg) = Gradient von g.
e Die Bedingung bedeutet, dass U “links von T'(z) liegt”.
e Sie hdngt nicht von der Wahl von g ab.
Beispiel. Fiir den Ball U = B2 ist die positive Orientierung des Randes gegeben durch
T(z) = (—x9,11).
Sei U C R? ein C'-Gebiet. Mit einem C'- Vektorfeld auf U meinen wir eine Abbildung

X € CY(U,R?) (wie in Definition [9.47)). Sei X ein solches Vektorfeld. Wir definieren
die (skalare) Rotation von X wie in Definition [8.46((fi), d. h.

rot X := D1 X? — D,X' : U — R[]

Bemerkung. Weil U ein C'-Gebiet ist, ist DX (und daher rot X) wohldefiniert und
stetig auf U, nicht nur auf U.

11.2 Satz von Green

Wir bezeichnen mit - das Standardskalarprodukt auf R™. Das erste Hauptresultat dieses
Kapitels ist der folgende Satz.

Satz 11.12 (Green). Seien U C R? ein beschrinktes C*-Gebiet und X ein C'-Vektorfeld
auf U. Dann st das Integral der Rotation von X tber U gleich dem Integral von X
tiber den Rand von U, d. h.

/rothx: X -ds= X -Tds, (11.9)
U ou,T ouU

wobei T' die positive Orientierung von OU ist.

5U bezeichnet den Abschluss von U, siehe Definition m
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Abbildung 11.3: George Green, britischer Mathematiker und Physiker, 1793-1841.

Beweis: S. [460| oder [Stra, Satz 8.4.1, S. 207] oder [DK04b, Theorem 8.3.5, p. 554]

Der Beweis des Satz beruht auf dem Satz von GauB (Satz |11.44]). Der Satz ist nach
George Green benannt, siche Abbildung [11.3]

Bemerkungen. e Die Funktion rot X ist eigentlich Riemann-integrierbar iiber U,
d. h., die linke Seite von ({11.9)) ist wohldefiniert.

e Da U beschrinkt ist, ist QU kompakt. Darum ist die rechte Seite von ([11.9)
wohldefiniert.

e Der Satz von Green ist eine einfache Version des Satzes von Stokes, in dem eine
Fldche in R® vorkommt. (Siehe Abschnitt [11.6]) Das ist die Hauptmotivation fiir
den Satz von Green.

Beispiel 11.13. [Fldcheninhalt und Satz von Green| Sei U C R2 ein beschrinktes
C'-Gebiet und
X :U — R?

ein C''-Vektorfeld, sodass rot X = 1. Gemiiss Satz [11.12 (Green) gilt, dass

\U| = X - ds.
ou,T

Das liefert eine Methode, um den Fldcheninhalt von U zu berechnen. Wir betrachten

zum Beispiel

1
U:=B* X(z):= 5(—x2,x1).

Dann gilt rot X = 1. Wir betrachten die Parametrisierung

z:[0,2n] = S',  a(t) := (cost,sint).
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Wir bezeichnen mit 7' die positive Orientierung von S' als Rand von B? = B(0).

(Siehe Beispiel [11.1]) Geméss Satz|11.12] gilt
| B?| :/ rot X dx
B2

= X -ds
ST
2
= Xox(t) - z(t)dt
0
2w 1
= / 5( — sint, cost) - (—sint, cost) dt
10 21
=5 / ((— sin t)2 + cos? t) dt
0

= T.

(Vergleichen Sie das mit einer Aufgabe in Ubungsserie 10 (Volumen des Einheitsballes)

und Beispiel |10.27])

Bemerkungen. [Rotation = Zirkulation pro eingeschlossene Fliche]

e Mittels des Satzes von Green kénnen wir die Rotation eines Vektorfeldes als die
Zirkulation des Vektorfeldes pro eingeschlossenen Flicheninhalt auffassen. Sei
namlich Uy C R? eine offene Teilmenge, X ein C'-Vektorfeld auf U, und z( € U.
Sei r € (0,00), sodass der Ball U, := B?(z) in Uy enthalten ist. Es gilt

1
X -ds = rot X dx (gemaéss Satz|11.12] Green)
U] Jou, U:| Ju,

— rot X (o) fiir r — 0.

Der Grund fiir diese Konvergenz ist, dass die Werte von X im Ball U, “immer
weniger von X () abweichen”, wenn r > 0 kleiner wird. Das Integral [, X -ds
ist die Zirkulation von X lings der Kurve C, := 9U, = S}(xy). |U,| ist der Inhalt
der durch C). eingeschlossenen Fliache U,. Wir kénnen daher den Grenzwert

rot X (z9) = lim X -ds

r=oo [Ur| Jou,
als die Zirkulation von X pro eingeschlossenen Fldacheninhalt im Punkt xy inter-
pretieren, wie behauptet.

e Wir koénnen in dieser Interpretation anstelle von U, ein allgemeines C*-Gebiet
U zulassen, falls wir den Grenzwert fiir » — 0 durch einen “Grenzwert fiir U —
{z0}” ersetzen. Dazu miissen wir zuerst den Begriff eines “Grenzwertes fiir U —
{zo}” definieren.
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11.3 Untermannigfaltigkeit mit Rand und
Koorientierung einer Hyperfliche

Der Satz von Stokes verallgemeinert den Satz von Green, indem das C'-Gebiet in R?
durch eine Fliche in R® mit Rand ersetzt wird. Er besagt, dass der Fluss der Rotation
eines Vektorfeldes durch eine Fliche in R3 gleich dem Integral des Vektorfeldes lings
des Randes der Flédche ist. Eine Fldche mit Rand ist ein Spezialfall einer Unterman-
nigfaltigkeit mit Rand. Dieser Begriff ist wie folgt definiert. Seien d,n € Ny so, dass
d < n, und seien kK € NU {oo} und M C R™.

Definition 11.14 (Parametrisierung, Untermannigfaltigkeit mit Rand). Eine lokale
innere C*-Parametrisierung von M (der Dimension d) ist ein Paar (V, 1), wobei V C R?
eine offene Teilmenge und v : V — R™ eine C*-Einbettung ist, sodass es eine offene
Teilmenge U von R™ mit (V) = M NU gibt. Eine lokale C*-Randparametrisierung
von M ist ein Paar (V,1), wobei

V CRY :=R"! x[0,00)

eine (relativ) offene Teilmenge ist und ¢ : V — R™ eine C*-Einbettunyg ist, sodass es ei-
ne offene Teilmenge U von R™ mit (V) = MNU gibt. Eine lokale C*-Parametrisierung
von M ist eine lokale innere oder Randparametrisierung von M der Klasse C*.

Wir nennen M eine C*-Untermannigfaltigkeit der Dimension d mit Rand g¢. d. w. es
fiir jeden Punkt xo € M eine lokale C*-Parametrisierung (V, ) mit xo € (V) gibt.
Sei M eine solche Untermannigfaltigkeit. Wir definieren den intrinsischen Rand von
M als die Menge

= U {v (VR x {0})) | (V,¢) lokale C* Randparametrisierung von M }.

Bemerkungen. [Untermannigfaltigkeit mit Rand]

(i) Erinnerung an Definition [4.36} Seien S C R™ und V' C S. V heisst (relativ) offen

in S g. d. w. es eine offene Teilmenge % C R™ gibt, sodass V = SN V. Wenn also
(V, %) eine Randparametrisierung ist, dann kann V' den Rand R~ x {0} von R20
schneiden. In diesem Fall ist V nicht offen in R?.

(ii) Eine C*-Einbettung 1 : V — R™ ist eine injektive C*-Immersion, die eine stetige
Umkehrung besitzt. Im “Randfall” V' C R%, ist D1 auf ganz V definiert (einsch-
liesslich V N (R4 x {0})). Daher ist es sinnvoll zu verlangen, dass ¢ : V — R"
eine “Immersion” ist.

Sei jetzt M C R™ eine C*-Untermannigfaltigkeit der Dimension d mit Rand.
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(iii) Der intrinsische Rand von M is wohldefiniert, d. h., er héngt nicht von k ab. (k
tritt in C* auf.)

(iv) Falls (V, %) und (V’,4') lokale C* Randparametrisierungen von M sind, dann gilt

(e (vn R x {0h)) SR x {0},

d. h., falls ein Punkt 2y € M ein Randpunkt beziiglich einer lokalen C*-Randparametrisierung
(¢, V) ist, dann gilt dasselbe beziiglich aller anderen lokalen C*-Randparametrisierungen,
deren Bild x( enthélt.

(v) Falls M (in R™) abgeschlossen ist und d < n, dann ist das Innere von M leer und
daher der topologische Rand von M gleich M. Der topologische Rand und der
intrinsische Rand von M unterscheiden sich daher. Aus dem Kontext wird jeweils
deutlich werden, um welche Art Rand es geht.

(vi) Die Dimension d von M is eindeutig, d. h., falls M eine C*-Untermannigfaltigkeit
von R™ mit Rand der Dimension d und der Dimension d’ ist, dann ist d = d’. Das
folgt aus derselben Aussage fiir eine Untermannigfaltigkeit ohne Rand. (Siehe

Proposition )

(vii) Falls V eine offene Teilmenge von R?~! x (0, 00) ist, dann ist (V) eine inne-
re Parametrisierung g. d. w. es eine Randparametrisierung ist. Das Bild ¢ (V)
braucht den intrinsischen Rand von M daher nicht zu schneiden, falls ¢ eine
Randparametrisierung ist.

(viii) Wir wéahlen einen glatten Diffeomorphismus f : (0,00) — R (zum Beispiel f :=
log) und definieren

xR x (0,00) > RY=R"™ xR, x(z,t) := (2, (1))

Falls (V,¢) eine innere Parametrisierung fiir M ist, dann ist (x*(V),% 0 x) eine
Randparametrisierung fiir M. Daraus folgt, dass eine Teilmenge M von R" eine
Untermannigfaltigkeit mit Rand ist g. d. w. es Rand-Parametrisierungen gibt,
deren Bilder M iiberdecken.

Beispiel. [Untermannigfaltigkeit mit Rand] Jede C*-Untermannigfaltigkeit von R" der
Dimension d ist eine C*-Untermannigfaltigkeit von R” der Dimension d mit Rand. Das
folgt aus Satz (Charakterisierung von Untermannigfaltigkeiten). In diesem Fall ist
der intrinsische Rand leer.

Andere Beispiele von Untermannigfaltigkeiten mit Rand sind global parametrisierbare
Untermannigfaltigkeiten: Sei M C R™ eine kompakte Teilmenge.
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Definition 11.15 (parametrisierbare Untermannigfaltigkeit). Eine (globale) C*-Parametrisierung
von M st ein Paar (V,1), wobei V- C RY ein beschrinktes offenes C*-Gebiet ist und

Y : V. — R" eine C*-Einbettung mit Bild M ist. Wir nennen M C R" eine kom-

pakte (global) parametrisierbare C*-Untermannigfaltigkeit der Dimension d mit Rand

g. d. w. es eine globale C*-Parametrisierung von M gibt.

Bemerkung 11.16. [parametrisierbare Untermannigfaltigkeit] Jede kompakte para-
metrisierbare C*-Untermannigfaltigkeit M mit Rand ist eine C*-Untermannigfaltigkeit
mit intrinsischem Rand

wobei (V) eine C*-Parametrisierung von M ist und OV der topologische Rand von
V ist.

Beispiel. [Hemisphire] Die abgeschlossene Hemisphire
M:={zreS" |z, >0} CR"

ist eine glatte parametrisierbare Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1 mit int-
rinsischem Rand gegeben durch den Aquator

OM = S"% x {0}

Um das einzusehen, definieren wir V := B" ! und ¥ : V. — R™ als die Einschrinkung
der Umkehrung der steregraphischen Projektion durch den Stidpol auf den abgeschlos-
senen Einheitsball. (Siehe Ubungsserie 9.)

Sei M C R" eine C!'-Untermannigfaltigkeit der Dimension d mit Rand. Fiir jedes
x € M definieren wir den Tangentialraum an M im Punkt z als

T,M := D(yp*(x))(RY) C R",
wobei (V) eine lokale C''-Parametrisierung von M ist, sodass x € ¥(V).

Bemerkung. Im Fall z € M \ OM stimmt das geméss Satz (Charakterisierung
des Tangentialraumes) mit unserer fritheren Definition des Tangentialraumes iiberein.

Fiir jeden Untervektorraum W von R™ bezeichnen wir mit
W+ ={veR"|(v,u) =0,Vwe W}

das orthogonale Komplement von W beziiglich des Standardskalarprodukts. Wir neh-
men jetzt an, dass dimM =d=n — 1.

6Gn=1 = {z € R" | ||z|| = 1} ist die Einheitssphire.
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V(x)
— A
2
\

Abbildung 11.5: August Ferdinand
Mobius, deutscher  Mathematiker,
1790-1868.

Abbildung 11.4: Koorientierung der
Sphére.

Definition 11.17 (Einheitsnormalvektorfeld). Eine Koorientierung von M (oder ein
Einheitsnormalvektorfeld auf M ) ist eine Abbildung v € C(M,R™), sodass

v(r) € T,M*, |v(x)| =1, Vae& M. (11.10)
Bemerkung. Manchmal wird ein solches v auch eine Orientierung von M genannt.
Beispiel 11.18. [Koorientierungen der Sphére| Die Abbildungen
v:M:=8S"1 SR vx)=2x
und —v sind Koorientierungen, siche Abbildung

Beispiel 11.19. [Mébiusband] Das Mobiusband M C R? ist nicht koorientierbar, d. h.,
es gibt keine Koorientierung auf M. Abbildung verdeutlicht das.

Das Mobiusband ist nach August Ferdinand Mobius benannt, siehe Abbildung

Bemerkungen. e Eine Untermannigfaltigkeit des R® der Dimension n — 1 mit
Rand heisst ein Hyperfidiche.

e Jede kompakte (global) parametrisierbare C'-Hyperfliche M C R" ist koorien-
tierbar. Sei ndamlich 1 : V' — R" eine C''-Parametrisierung von M. Wir definieren
die Koorientierung v : M — R™, indem wir fordern, dass v(z) € T,M* der ein-
deutige Vektor der Lange 1 ist, sodass

Dl¢(¢_1(x))’ Tt )Dn—1¢<¢_l(x))’ V(I)
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Abbildung 11.6: Es gibt keine Koorientierung des Mébiusbandes: Wir nehmen wider-
spruchsweise an, dass es eine solche Koorientierung gibt. Wir betrachten den Fall, dass
diese Koorientierung auf der rechten Seite des Bildes nach links zeigt. (Den andere
Fall konnen wir analog behandeln.) Wir gehen um das Mobiusband herum. Die Koori-
entierung dreht dabei mit. Sobald wir wieder am Ausgangspunkt angekommen sind,
zeigt die Koorientierung jetzt nach rechts. Das ist ein Widerspruch. Daher gibt es keine
Koorientierung des Mobiusbandes.

eine positive Basis von R™ ist. (Uberlegen Sie sich, dass v existiert und stetig ist!)
Falls n = 3, dann gilt

D1y x Dyyp
}Dﬂ/J X Dsz

V(x)::} (vHz)), VzeM. (11.11)

Beispiel 11.20. [Koorientierung der Hemisphére] Wir betrachten die Abbildung

V:BPRY U(y) = (y,4/1— |lyl?).

Das ist eine glatte Einbettung mit Bild gegeben durch die obere Hemisphére (ohne
Rand)

Si = {x652|x3>0}.
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Wir haben
1 0
0 1
Dyip(y) = n , Dat(y) = Ys ;
V1= lyl]? V1I=1yl?
04U
V1I=lyl
Dip(y) x Dovb(y) = | 0+ ——2_ |, (11.12)
V1= 1yl?
1
lly|? B 1

| D1(y) x Datp(y)|| = (11.13)

I SRV e

V((y)) = 20 ) Dﬂ”(y)“ = (11— I0l?) = ¥(w).

[D1¢(y) x Dot (y)
Wegen gilt daher, dass
v(z) =z, VxeSi.

Das stimmt mit der Koorientierung aus Beispiel [11.18| {iberein.

Seien ¥ C R? eine C''-Flichd’| mit Rand und v eine Koorientierung von Y.

Definition 11.21 (induzierte Orientierung). Wir definieren die durch v induzierte
Orientierung T von 0% wie folgt. Seien x € 9% und (V, 1)) eine lokale C'-Randparametrisierung
von X, deren Bild x enthilt und die (11.11) erfillt. . Wir definieren y := ¢ ~'(x) €
V C R, und
Dy(y) 3
T(x) = ———— €R".
1D (y)l

Bemerkungen 11.22. [induzierte Orentierung]

(i) Die Orientierung 7' ist wohldefiniert, d. h., sie héngt nicht von der Wahl von
(V,4) ab. (Uberlegen Sie sich das!)

(ii) Falls (V%)) eine globale C''-Parametrisierung von ¥ ist, die (11.11]) erfiillt, dann

ist diese Orientierung gegeben durch

T = ( D¢T )owl:az—ﬂ?g,
1Dy T

d. h. eine zwei-dimensionale C''-Untermannigfaltigkeit von R?
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Abbildung 11.7: eine Kugelkappe

wobei T die positive Orientierung von 8V C R? ist. (Siehe Definition [11.11
Uberlegen Sie sich das!)

Beispiel 11.23. [Kugelkappe und induzierte Orientierung] Fiir a € (—1, 1) betrachten
wir die Kugelkappe
Yo = {x€S2|x3 Za}.

Siehe Abbildung Y, ist eine glatte Fliche mit Rand. Um das im Fall a > 0[]
einzusehen, betrachten wir V' := B\Q/m und die Abbildung

vV =R () = (v, /1= [lyl?).

Das ist eine globale glatte Parametrisierung von ¥,. Geméss Bemerkung [11.16] ist >,
daher tatséchlich eine glatte Flache mit Rand gegeben durch

0%, = (OV = 8Y—0) = S x {a}.

(Uberlegen Sie sich die letzte Gleichheit!) Wir betrachten die Koorientierung von %,
gegeben durch
v:Y, =R v(r) =

Die Orientierung von 0%, = 5’\1/m x {a} induziert durch v ist

1
T:@Ea—>R3, T(m):ﬁ(—mg,xl,O).

Im Fall @ > 0 folgt das aus Beispiel [11.20| (Koorientierung der Hemisphére) und Be-
merkung [11.22)(i). (Wie?) In der allgemeinen Situation folgt das aus einem #hnlichen

8Im Fall a < 0 folgt die Aussage mit Hilfe der stereographischen Projektion durch den Siidpol.
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Abbildung 11.8: Jgrgen Pedersen Gram, dédnischer Mathematiker und Aktuar, 1850—
1916.

Argument, indem wir stereographische Projektion durch den Siidpol als Parametrisie-
rung verwenden. Im Fall a = 0 ist X die abgeschlossene obere Hemisphire, und es gilt,
dass

T(z) = (— x2,21,0).

11.4 Integral einer Funktion iiber eine
Untermannigfaltigkeit, Zusammenhang mit
dem Kurvenintegral

Fiir die Definition des Integrals einer Funktion iiber eine Untermannigfaltigkeit benttigen
wir das Folgende. Sei A € R™*.

Definition (Gramsche Matrix). Wir definieren die zu A gehirige gramsche Matrix
als die Matriz ATA. Wir definieren die zu A gehérige gramsche Determinante als
det(AT A), die Determinante der gramschen Matriz.

Diese Matrix ist nach Jorgen Pedersen Gram benannt, siehe Abbildung [11.8|
Hilfssatz 11.24 (gramsche Determinante). (i) Es gilt det(ATA) > 0.
(ii) Falls die Abbildung R? > v — Av € R"™ injektiv ist, dann gilt det(AT A) > 0.

Beweis: Das folgt aus dem Spektralsatz fiir symmetrische Matrizen. (Siehe lineare
Algebra.)

Sei M C R" eine kompakte C'-Untermannigfaltigkeit der Dimension d mit Rand.
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Proposition 11.25 (Integral iiber Untermannigfaltigkeit). FEs gilt:

(1) Es gibt einl € Ng, und fiir jedes j = 1,. .., L gibt es eine lokale C*-Parametrisierung
(V;,1;) von M und eine Jordan-messbare Menge S;, sodass

S; C
$;3(S55) N (S ) Vi #Fk, (11.14)
Ui %‘(5]‘) = M-
Seien jetzt f € C(M,R) und ¢, (¢;,5;); = (Vj,4;,5;),=

definieren

¢ wie in (@) Wir

.....

I(f45,85) = I(f. (5, 55);)
y4
Z/ f owyy/det ((Dy)T Dy dy (11.15)

(ii) Die Zahl [(f Y;, S ) hingt nicht von (1;,S;); ab.

Der Beweis von beruht auf der Kettenregel und dem Produktsatz fiir die Determi-
nante, welcher besagt, dass det(AB) = det A det B.

Bemerkung. Gemiéss Hilfssatz 11.24 ist det ((ij)Tij) nicht negativ. Darum
existiert die Quadratwurzel dieser Zahl (und ist reell). Daher ist der Integrand auf
der rechten Seite von ([11.15) sinnvoll. Da dieser Integrand auf V; stetig ist und S;

Jordan-messbar ist, ist der Integrand Riemann-integrierbar iiber S;. Die rechte Seite

von (|11.15)) ist daher sinnvoll.

Definition 11.26 (Integral iiber kompakte Untermannigfaltigkeit mit Rand). Fiir
jedes f € C(M,R) definieren wir das Riemann-Integral von f (iiber M) als

/ FAA = I(f.4,.5,),
M

wobei die rechte Seite durch (L1.15)) gegeben ist mit einer beliebigen Kollektion (1;,S;);
wie in Proposition [11.25(1). Wir definieren das d-dimensionale Volumen von M als

Voly(M) := /M 1dA. (11.16)

Bemerkung. Gemiss Proposition [11.25|ist dieses Integral wohldefiniert.
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Beispiel 11.27. Wir berechnen das 1-dimensionale Volumen des Einheitskreises M =
S1, d. h. seine Linge, gemiss der Definition [11.26] Dazu setzen wir £ := 2 und

ol

‘/1 = (0,271')7 ¢1 : ‘/1 — R27 ¢1(y) = (Zlosz) ) Sl = [ ’37”] )

Voim (mmm), Voo R a(y) = () 5= (-5,5).

siny
Fiir j = 1,2 haben wir Dy;(y) = <_C(S)1Snyy), daher
Dij(y)" Dij(y) = (—siny)® + (cosy)® = 1,
also /det (D, (y)T Di(y)) = 1. (11.17)
Geméss Definition [11.26] gilt
Vol; (S') = 1dA
S1
= [(17 %’» SJ)
2
= Z/ 1-1dy (gemiss (11.15]11.17))
j=1 "5
= |S1| + 5]
= 2.

Die Léange des Einheitskreises ist also 27. Das stimmt mit dem iiberein, was wir in
Beispiel berechnet haben.

Bemerkungen. (i) Falls d = n, dann gilt

Vdet (DY) D) = /] det(Dy,)T|| det (Diy)| = | det(Diby).

Daraus folgt, dass

l
/MfdA:;/ijoz/;j}detij‘dy

14

= Z / fdx (gemiéss Satz [10.24) Substitutionsregel)
¥;(55)

J=1

_ /M () do

(gewohnliches mehrdimensionales Riemann-Integral). Diese Rechnung ergibt fiir
d < n keinen Sinn, da D);(y) eine n x d-Matrix ist und daher nur dann eine
Determinante besitzt, falls d = n.
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(i)

(i)

Im Fall d = 1 stimmt das Integral iiber eine Untermannigfaltigkeit iiberein mit
dem Kurvenintegral, siche Proposition [11.28. Die Idee des Beweises davon ist
wie folgt. Seien M = C C R" eine C'-Kurve mit Rand und f : C — R stetig.
Wir betrachten den Fall, in dem es ein offenes Intervall V und eine globale C-
Parametrisierung 1 = z : V — C gibt. Dann gilt Dz = &, darum

(Dx)"Dx = 7% = |||

und daher

\/det ((Dx)TDz) = .
Daher gilt in diesem Fall, dass

/CfdA = /I:foiv\/det ((Dx)" D) dy

=V

z/foa:Hi’Hdt
I

:/Cfds.

(Siehe Definition Kurvenintegral. Strikt genommen haben wir die rechte
Seite nur im Fall ohne Rand definiert, aber dieselbe Definition funktioniert auch
mit Rand.)

Wir betrachten jetzt die allgemeine Situation. Intuitiv ist [ v [ dA das (d + 1)-
dimensionale Volumen (mit Vorzeichen) des Gebietes in R"™! zwischen M x {0}
und dem Graphen von f. Um das verstehen, definieren wir das d-dimensionale
Volumen eines Parallelepipeds P der Dimension < d in R™ als

Vola(P) == Vol(O(P)), (11.18)

wobei O : R® — R" eine orthogonale Transformation ist, sodass O(P) C R x {0},
wobei wir R? x {0} mit R? identifizieren. Voly(P) ist wohldefiniert, d. h., es gibt
ein solches O, und die rechte Seite von ({11.18]) héngt nicht von O ab.

Betrachten wir zum Beispiel den Fall, dass d = 1, n = 3 und P ein 1-dimensionales
Parallelepiped, also eine Strecke, in R? ist. Dann kénnen wir O als eine Drehung
in R® wihlen, die P parallel zur z'-Achse ausrichtet. Vol;(P) ist in diesem Fall
die Lange der Strecke.

Die Definition (|11.18]) ist dadurch motiviert, dass das d-dimensionale Volumen
einer Menge intuitiv gleich bleibt, wenn wir die Menge drehen.

Sei jetzt W : R? — R™ eine lineare Abbildung und Q C R? ein Quader. Das Bild
von () unter ¥ ist ein Parallelepiped in R™ der Dimension < d.
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Behauptung. FEs gilt
Volg(¥(Q)) = 4/ det(¥TW) Voly(Q). (11.19)

Beweis der Behauptung: Wir wihlen eine orthogonale Transformation O :
R™ — R"™, sodass

Oim V¥ C R? x {0}.

Gemass gilt
Vol (¥(Q)) = Voly (O(\II(Q))) (11.20)

- (1)

mit B € Lin(R? R?). Es gilt O(¥(Q)) = B(Q) x {0} und daher

Wir schreiben

Vol (O(¥(Q))) = Vola(B(Q))
= | det B| Volu(Q) (Transformationssatz, Korollar [10.29)).

(11.21)
Es gihﬂ
BB =9"0T0V = vy, (11.22)
| det B| = 1/ (det B)?
=Vdet BTB
=/ det(VT) (wegen ([11.22))). (11.23)

(Gemiiss Hilfssatz [L1.24|(]) ist det(B”B) > 0 und daher die Wurzel dieser Zahl
eine wohldefinierte reelle Zahl.) Indem wir (11.20}/11.21}j11.23]) kombinieren, er-

halten wir
Vol (¥ (Q)) = 1/ det(¥T¥) Voly(Q),
d. h. die Gleichheit (11.19). Das beweist die Behauptung. [

Sei jetzt yo € V;. Wir definieren

Dy :RY= R D (y) = Dbj(y0) (¥ — vo) + ¥5(%o)- (11.24)

9Hierbei fassen wir B etc. als Matrizen auf.
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Das ist die beste affine Naherung von 1; um y,. (Vergleiche mit .) Heuristisch
bildet 9, einen infinitesimalen Quader () mit Mittelpunkt y, auf das infinitesimale
d-dimensionale Parallelepiped 1;(Q) = ®,,(Q) in R* ab. Wir schreiben:

dy := Voly(Q),
dA = Voly(¢,;(Q)) = Voly (<I>j’y0(Q)).

(Falls wir dy’ fiir die Linge der i-ten Seite von @Q schreiben, dann gilt, dass

dy = dy* - - dy™.) Gemiss (11.24111.19) mit ¥ := Dv;(yo) gilt heuristisch

dA = \/det (De;(90)" Dt (40)) dy. (11.25)

Es gilt

/ fdA = Z/ (fo wj)\/det ((D%)U)%)dy (geméss Definition
M = Js;

- Z Z f(%(yo))\/det (D;(y0)" Ds(y0) ) dy (heuristisch)

J  Yo€S;
= Z f(zo)dA (heuristisch geméss (11.25) mit zo = 1;(yo)),
xoEM

und das ist intuitiv das (d 4 1)-dimensionale Volumen (mit Vorzeichen) des Ge-
bietes in R"*! zwischen M x {0} und dem Graphen von f.

(iv) Im Buch [DK04b] wird das Integral einer Funktion {iber eine Untermannigfaltig-
keit mit Hilfe einer Zerlegung der eins definiert, sieche [DKO04bl Definition 7.1.2,
p. 490]. Diese Definition ist #quivalent zur Definition . In konkreten Beispie-
len ist Definition allerdings einfacher anzuwenden.

(v) Im Buch [DK04b] wird fiir [, fdA die Notation [,, f(z)dsx verwendet, siche
[DK04b, Definition 7.3.1, p. 495].

Im Fall d = 1 stimmt das Integral iiber eine Untermannigfaltigkeit mit dem Kurven-
integral iiberein:

Proposition 11.28 (Kurvenintegral, Integral iiber Untermannigfaltigkeit). Seien C
eine kompakte C'-Kurve in R (ohne Rand), f : C — R eine stetige Funktion und
(I, = [aj,bj],a:j)j:1 , wie in Definition |11.9 (Kurvenintegral). Dann gibt es eine

-----

Kollektion (V;, VY, Sj) wie 1 Proposition 11.29 (Integral iber Untermannigfaltigkeit)
mit M = C, sodass

](fa (Ij7 Ij)j) - ](fa (wjv Sj)j)7
wobei die linke Seite wie in (11.1)) definiert ist und die rechte Seite wie in (11.15]).
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Die Idee des Beweises dieser Proposition wurde in Bemerkung erklart.

Korollar 11.29 (Kurvenintegral). Das Kurvenintegral fofds ist wohldefiniert, d. h.,
es hangt nicht von der Wahl der Kollektion (I;,xz;); ab.

Beweis des Korollars(11.29; Geméss Proposition 11.25 (Integral iiber Unterman-
nigfaltigkeit) hingt I(f,1;, S;) nicht von der Wahl der Kollektion (1, S;) ab. Geméss

Proposition [11.28 hiingt I(f, (I;, x;);) darum nicht von der Kollektion (I}, z;); ab. Das
beweist Korollar L O

11.5 Integral iiber parametrisierbare
Untermannigfaltigkeit, zweidimensionaler

Fall, Fluss eines Vektorfeldes durch
Hyperfliche

Fiir eine Funktion auf einer global parametrisierbaren Untermannigfaltigkeit kénnen
wir das Integral mit Hilfe einer globalen Parametrisierung berechnen. Das ist der Inhalt
der folgenden Bemerkung.

Bemerkung 11.30. [Integral iiber parametrisierbare Untermannigfaltigkeit] Seien
M C R" eine d-dimensionale kompakte parametrisierbare C'-Untermannigfaltigkeit,
YV — M eine (globale) C'-Parametrisierung und f € C(M,R). Es gilt

/M fdA = /V f 0 ¥(w)y/det (D (y)T DY (y)) dy. (11.26)

Das folgt aus der Tatsache, dass die Einschrinkung |y eine lokale innere Parametri-
sierung von M ist.

Im folgenden Beispiel wenden wir Bemerkung [11.30] an.

Beispiel 11.31. [Integral iiber Untervektorraum| Sei M C R™ der Durchschnitt eines
d-dimensionalen Untervektorraumes W C R™ mit dem abgeschlossenen Einheitsball
B", siche Abbildung Um das Volumen von M zu berechnen, wéhlen wir eine
orthogonale Transformation O : R" — R", sodass O(Rd X {O}) = W. (Uberlegen Sie
sich, dass es ein solches O gibt!) Wir definieren

t:RT*—=R" u(y) = (y,0), @/}::OOL:Ed%R”.
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=7

Abbildung 11.9: Durchschnitt eines d-dimensionalen Untervektorraumes mit einem
Ball.
Es gilt
M =y(B"),
Diy(y) = O, = hy := \/det (DY(y)" Dy (y)) = \/det ((TOTOL) = 1.
Gemaéss Bemerkung [11.30] gilt daher, dass

Vold(M):/ dA:/dhwdy:@d].
M B

(Die rechte Seite wird in Ubungsserie 11 berechnet.) Das stimmt mit unserer Intuition
iiberein, dass das d-dimensionale Volumen gleich bleibt, wenn wir eine orthogonale
Transformation auf M anwenden.

Im Fall d = 2 und n = 3 kénnen wir das Integral {iber eine Fliche wie folgt berechnen.

Hilfssatz 11.32 (gramsche Determinante fiir eine 3 x 2-Matrix). Fiir jedes A € R3*?
gilt, dass
det(ATA) = ||A; x Ay,

wobei A; die j-te Spalte von A bezeichnet.

Beweis: Ubungsserie 13

Bemerkung. Aus diesem Hilfssatz folgt, dass im Fall d = 2 und n = 3 gilt, dass

\/det ((DY)T DY) = || Dygp x Dy, (11.27)

siehe Abbildung [11.10
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Abbildung 11.10: Der Vektor Dy1)(y) x Dath(y).

Beispiel 11.33. [Flicheninhalt der Kugelkappe und der zweidimensionalen (Hemi-
)Sphére| Fiir a > 0 betrachten wir die Kugelkappe

Ea::{x652|x32a}.

Siehe Abbildung [11.7] Wir berechnen den Flicheninhalt von 3,. Dazu betrachten wir
die globale glatte Parametrisierung von 3, gegeben durch

=2 E——
¢ : ‘B\/lfa2 - R37 w(y) = (yv - ||y||2)
Gemaéss Beispiel [11.20] (siehe (11.13))) gilt

1D1i(y) x Dytp(y)]| = — e

VI=Tyl*

(11.28)

Der Flacheninhalt von ¥, ist gegeben durch
1Xa] = Voly(%,)

— [ 1

= /2 ;Qdy (gemiss Bemerkung [11.30] (11.27)/11.28)))
B a2 1 — [yl
vic?
=27 rdr (gemiss Korollar Integral einer drehinvarianten Funktion)

0 vV 1-— 7"2
— —omV/1— 2V
=27(1 —a).

Im Limes a — 0 erhalten wir den Flacheninhalt der oberen abgeschlossenen Hemisphére
¥4 = {z € 52|23 > 0}, ndimlich

|, | = lim |3,] = lim 27(1 — a) = 2.
a—0 a—0
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Das ist gleich dem Flacheninhalt der unteren abgeschlossenen Hemisphére > := {x €
5% |23 < 0}, da diese durch Drehung aus ¥, hervorgeht. Die Sphire S? ist die Ver-
einigung der beiden Hemisphéren Y>,. Der Durchschnitt dieser Hemisphéren ist der
Aquator {x € 52 } T3 = 0}, welcher Flacheninhalt gleich 0 besitzt. Daher betrédgt der
Flicheninhalt der Sphére S?

|S?| = Vola(S?) = [S4] + |Z_| =2 27 = 4.

Bemerkung. Heuristisch gilt im Fall n = 3 und d = 2 gemaéss Definition [11.26| und

(11.25{11.27)) mit v; = 1, dass

Wir konnen das als den Flacheninhalt eines “infinitesimalen Fléachenstiicks” auffassen.
Der Ausdruck HDlw X DQwH ist der Flécheninhalt des Parallelogramms, das durch Dy
und Dyt aufgespannt wird.

Seien M C R" eine kompakte C'-Hyperfliche mit Rand, X € C'(M,R") ein Vektorfeld
und v : M — R" eine Koorientierung.

Definition 11.34 (Fluss durch Hyperflache). Wir definieren den Fluss von X durch
M beziiglich v als das Integral

/ X -dA ::/ X -vdA, (11.29)
M,v M

wobei die rechte Seite wie in Definition (Integral iber eine kompakte Unterman-
nigfaltigkeit) definiert ist.

Bemerkungen 11.35. [Fluss durch eine Hyperfliche]

(i) Heuristisch ist dA = vdA ein infinitesimaler Normalenvektor und

/ X-dA =) X-dA. (11.30)
M,v

zeM

(ii) Im Fall n = 3 heisst der Fluss [,, X -dA auch das (Ober-)Flichenintegral von
X durch ¥ = M.

(iii) Der Name Fluss wird durch die folgende anschauliche stromungsmechanische In-
terpretation motiviert. Wir betrachten eine station#i""] stromende Fliissigkeit.

10Das bedeutet, dass ihre Geschwindigkeit in jedem Punkt zeitlich konstant bleibt.
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/ CIA

Abbildung 11.11: p mal das Volumen des Parallelepipeds, das durch ein infinitesimales
Flachenstiick mit Flacheninhalt dA und durch vdt aufgespannt wird, ist gleich der
Anzahl Teilchen, die in der Zeitspanne dt durch das infinitesimale Flachenstiick fliessen.
Diese Anzahl ist gleich p(vdt) - vdA =X -vdAdt = X - dA dt.

(iv)

Wir schreiben p(z) fiir die Teilchenzahldichtd'l| der Fliissigkeit im Punkt z € R
und v(x) fiir ihren Geschwindigkeitsvektor im Punkt . Das Produkt von p und v
ist ein Vektorfeld X := pv : R® — R3. Der Fluss von X durch eine Fliche ¥ C R?
ist die Anzahl Teilchen der Fliissigkeit, die pro Zeitspanne durch ¥ ﬂiessenH Das

folgt aus der heuristischen Gleichheit (11.30)) und Abbildung |11.11

Der Fluss | 1, X - dA eines Vektorfeldes X durch eine Hyperfiiche M wie in
Definition [11.34] unterscheidet sich vom Fluss ¢y, den wir in Bemerkung [8.47
kennengelernt hatten. Im Englischen wird diese Unterscheidung auch sprachlich
gemacht. [ M X - dA wird dort ndmlich fluz und ¢x flow genannt.

Falls (V1)) eine globale C'-Parametrisierung von ¥ ist, sodass (11.11)) gilt, dann
gilt
/ X - dA = /(X o)) - (Dlz/) X D2¢) dy. (11.31)
IR Vv

Das folgt aus Bemerkung [11.30] (Integral iiber parametrisierbare Untermannig-

faltigkeit) und (11.27)).

Beispiel 11.36. [Fluss durch Kugelkappe| Fiir a > 0 betrachten wir die Kugelkappe

Za::{x652|x32a}

und die Koorientierung v von ¥, und das Vektorfeld X auf ¥, gegeben durch

v:Y, = R v(r) =, X =es.

UDiese Grosse wird auch Teilchendichte genannt.

12Dje Einheit dieses Flusses ist sec™?.

1
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Frage:
X -dA =7

Ya,V
Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir die globale Parametrisierung von 3.,

gegeben durch
—2
U Byimz = R w(y) = (v, /1 [lyl?).
Gemiss Beispiel [11.20] (siehe (11.12))) gilt
Y

Dip(y) x Dap(y) = | 1= |yl?

1
und stimmt die Koorientierung von ¥, induziert durch ¢ mit v iiberein. Geméss (|11.31])
folgt daraus, dass
Y

[ xaa=[ e VISP )
Ya,v Bl— 1

a

:/ 1dy
32

Vi-a2
=m(1 —a?). (11.32)

Indem wir den Grenzwert fiir a — 0 nehmen, erhalten wir daraus:

Fluss von X durch die obere Hemisphire ¥y = X -dA =.

Yo,V

11.6 Satz von Stokes

Der Satz von Stokes besagt, dass der Fluss der Rotation eines Vektorfeldes iiber eine
kompakte Fliche in R? gleich dem Integral des Vektorfeldes iiber den Rand der Fliche
ist. Erinnerung an Definition : Seien U C R3 offen und X ein differenzierbares
Vektorfeld auf U. Wir definieren die Rotation von X als das Vektorfeld

Dy X3 — D3 X?
rotX =V x X :=| D:3X'—DX* | .U—=R.
Dy X? — Dy X!
Beispiel 11.37. [Rotation] Wir betrachten
1
X:R* =R, X(z):= 5( —J;Q,xl,O).

Es gilt
V x X(z) =(0,0,1) = e3.
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Abbildung 11.12: Satz von Stokes.

Bemerkung. Fiir eine Motivation des Namens Rotation siehe die Bemerkungen [8.49]

Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist der folgende Satz.

Satz 11.38 (Stokes). Seien ¥ C R® eine kompakte C?-Fliche, v : ¥ — R® eine
Koorientierung, U C R? eine offene Umgebung von ¥ und X € CY(U,R3). Dann gilt,
dass

/(VXX)~dA:/(V><X)~VdA: X-ds= | X-Tds,  (11.33)
S ) oS, T o%

wobei T' die durch v induzierte Orientierung von 0% ist.

Abbildung [11.12] verdeutlicht diesen Satz. In Worten besagt er: Der Fluss der Rotation
eines Vektorfeldes durch eine koorientierte Fliache ist gleich dem Kurvenintegral des
Vektorfeldes iiber den Rand der Flache.

Beweis: [Stral Satz 8.7.1, S. 221] oder [DK04b, Theorem 8.4.4, p. 560]

Bemerkungen. e Der Satz von Stokes kann aus dem Satz von Green (Satz|11.12))
hergeleitet werden, falls 3 global parametrisierbar ist.

e Der Satz von Stokes besitzt wichtige Anwendungen in der Physik, insbesondere
in der Stromungslehre und in der Elektrodynamik. Er wird zum Beispiel ver-
wendet, um zu zeigen, dass das faradaysche Induktionsgesetz zu einer der vier
Maxwellgleichungen dquivalent ist. (Siehe Beispiel und Ubungsserie 14.)
Dieses Gesetz besagt, dass ein sich dndernder magnetischer Fluss in einer ge-
schlossenen Kurve im Raum eine elektrische Spannung induziert, die gleich der
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Abbildung 11.13: William Thomson =  Abbildung 11.14: George Stokes, iri-
Lord Kelvin, britischer Physiker und  scher Mathematiker und Physiker,
Ingenieur, 1824-1907. 1819-1903.

8. 1f X, Y, Z be functions of the rectangular co-ordinates z, vy, z,
dS an element of any limited surface, /, m, n the cosines of the incli-
nations of the normal at d\S to the axes, ds an element of the bounding
line, shew that

(¢ _4Y aX dz\ _(4Y dXyy .o
ﬁ{ (fly—%)+m<dz dac) n<dw dy)}

dx dy dz
_/(X%+Y%+Zd—s> ds,

the differential coefficients of X, ¥, Z being partial, and the single
integral being taken all round the perimeter of the surface*,

Abbildung 11.15: Die von Stokes gestellte Aufgabe zum Satz von Stokes im Smith’s
Prize exam des Jahres 1854.

zeitlichen Anderung des magnetischen Flusses durch die von der Kurve einge-
schlossene Fliche ist[™| (Siehe [DK04b, Exercise 8.26 (iii) (Faraday’s law), p. 748

)

e Der Satz von Green [11.12]ist der Spezialfall des Satzes von Stokes, in dem ¥ =
V x {0} CR%.

e Der Satz von Stokes wurde durch William Thomson = Lord Kelvin gefunden.
(Siche Abbildung [11.13]) Er erzihlte George Stokes davon. (Siehe Abbildung
11.14). Stokes stellte den Satz als ein Problem im Smith’s Prize exam an der
Universitdt Cambridge. (Siehe Abbildung [11.15])

13Die Spannung ist dieser Anderung entgegengerichtet.
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Beispiel 11.39. [Fluss durch Kugelkappe mittels des Satzes von Stokes|Sei a > 0. Wir
betrachten
Si={zeS|zs>a}, v:X2-R, v(z):=uz

Im Beispiel [11.36] berechneten wir den Fluss

/ €3 - dA
PINY

mittels der Definition. Wir berechnen diesen Fluss noch einmal, mittels des Satzes von
Stokes. Dazu definieren wir

X:R* =R, X(x):=<(—x2,2,0),

ol NGRS

T:02 - R T(2)=——r(—22,71,0),
(z) m( 2 1)

wie in den Beispielen [11.37|und [11.23] Gemiiss Satz [11.38] (Stokes) und den Beispielen
(Rotation) und [11.23| (induzierte Orientierung) gilt

/ e3-dA = [ (VxX)-dA
PINY INZ

= X -ds
on.T
= X -Tds
)
1

Das stimmt mit unserer Berechnung in Beispiel [11.36] iiberein.

Bemerkung. In diesem Beispiel ersparte uns der Satz von Stokes Rechenarbeit.

Im folgenden Beispiel wenden wir den Satz von Stokes an, um aus einer der vier
Maxwellgleichungen der Elektrodynamik das faradaysche Induktionsgesetz herzuleiten.

Beispiel 11.40. [Maxwellgleichung, faradaysches Induktionsgesetz, Satz von Stokes]
Wir betrachten das elektrische Feld E und das magnetische Feld B als Funktionen der
Zeit t € R und des Ortes € R®. Eine der vier Maxwellgleichungen besagt, dass

0B

—— 34
VxE=-—— (11.34)
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Abbildung 11.17: Michael Faraday,
1791-1867, englischer Experimental-
physiker.

Abbildung 11.16: James Clerk Max-
well, 1831-1879, schottischer Physiker.

Diese Gleichung ist nach James Clerk Maxwell benannt, siche Abbildung [I1.16] Das
faradaysche Induktionsgesetz besagt, dass ein sich dndernder magnetischer Fluss in
einer geschlossenen Kurve im Raum eine elektrische Spannung induziert, die gleich der
zeitlichen Anderung des magnetischen Flusses durch die von der Kurve eingeschlossene
Fléche istE| Um das zu prézisieren, nehmen wir an, dass E und B von der Klasse
C! sind. Wir fixieren eine kompakte C?-Fliche ¥ in R® und eine Koorientierung v
von Y. Wir schreiben T fiir die durch v induzierte Orientierung des Randes 9%. Das
faradaysche Induktionsgesetz besagt, dass

(Spannung langs der Kurve C' := 0%) = / E.ds= 4 B-dA. (11.35)
c,T dt PINY

Dieses Gesetz ist nach Michael Faraday benannt, sieche Abbildung Wir leiten
dieses Gesetz aus der Maxwellgleichung ({11.34) mittels des Satzes von Stokes her: Es
gilt

/ E.ds= / (VxE)-dA (gemdss Satz [11.38] Stokes)
or s,

0B
=— T dA (gemiss der Maxwellgleichung ((11.34)))
DN
d
= B - dA. (Mathematiker/innen haben das bewiesen.)
pINZ

Das zeigt das faradaysche Induktionsgesetz (11.35)). Das faradaysche Induktionsgesetz
ist also die integrale (oder globale) Form eines physikalischen Gesetzes, die Maxwell-

gleichung (|11.34]) ist die diﬁerentiellelﬂ Form davon.

“Die Spannung ist dieser Anderung entgegengerichtet.
15d. h., mittels Ableitung formulierte
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Bemerkungen. e Das Faradaysche Induktionsgesetz impliziert, dass ein sich &ndernder
magnetischer Fluss durch eine Flache, die von einem Draht umspannt wird, einen
Strom im Draht induziert. Dieses Prinzip ist die Grundlage fiir Elektromotoren
und Generatoren.

e Fiir eine ausfithrliche Behandlung der Maxwellgleichungen und des faradayschen
Induktionsgesetzes siehe die Vorlesung Elektromagnetische Felder und Wellen.

11.7 Satz von Gaufl

Der Satz von Gauf besagt, dass das Integral der Divergenz eines Vektorfeldes iiber ein
C'-Gebiet in R™ gleich dem Fluss des Vektorfeldes durch den Rand des Gebietes ist.
Dieser Satz spielt eine wichtige Rolle in der Physik, zum Beispiel in der Stromungslehre
und der Elektrostatik. Mit Hilfe dieses Satzes werden wir das n-dimensionale Volumen
der Sphére S™ berechnen. Um den Satz zu formuleren, brauchen wir das Folgende.
Seien U C R” ein offenes C'-Gebiet und X ein C'-Vektorfeld auf U.

Definition 11.41. Wir definieren die Divergenz (oder Quellendichte) von X als die
Funktion

divX =V X = ZDiXi.
=1

Bemerkung. Formal ist V- X das Standardskalarprodukt von V = (Dl, e ,Dn) mit
X. Das ist der Grund fiir die Notation V - X.

Beispiel 11.42. [Divergenz] Wir betrachten das Euler-Vektorfeld
X :=id:R" = R", X(z) = =x.

Die Divergenz von X ist gegeben durch

V-X:ZDixiEn.
i=1
Definition 11.43 (Koorientierung des Randes). Sei U C R" ein C-Gebiet. Wir de-
finieren die nach aussen weisende Koorientierungd'® von OU als die Abbildung

v:0U — R", v(xg) := Vglao) (11.36)

~ IVglao)ll”
wobei U' C R™ eine offene Umgebung von xq ist und g € C*(U',R) eine Submersion
1st, sodass
UNU" =g '((~00,0)).

oder das nach aussen weisende Einheitsnormalvektorfeld)

16(
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Abbildung 11.18: Carl Friedrich Gauf,

deutscher Mathematiker, 1777-1855. Abbildung 11.19: Satz von Gauf

Bemerkungen. e (U, g) existiert gemiiss der Definition eines C''-Gebietes.

e v(xo) besitzt die Lénge 1 und ist orthogonal zu T,,0U, da fiir jeden Vektor
v e T,,0U gilt, dass
Dg(zo)v
v(xg),v) = —————= = 0.
o)) = gl

Das folgt aus aus der Gleichheit g~'(0) = U’ N U und Satz (Charakterisie-
rung des Tangentialraumes).

e v(xp) hangt nicht von der Wahl von (U’, g) ab.

Satz 11.44 (Divergenzsatz von Gauf}). ([DKO4Y, Theorem 7.8.5, p. 529]) Seien U C
R™ ein beschrinktes C'-Gebiet und X € CY(U,R"™). Dann ist das Integral der Divergenz
von X diber U gleich dem Fluss von X durch den Rand von U, d. h.

/V-de:/ X-dA= | X-vdA, (11.37)
U oU,v ouU

wobei v die nach aussen weisende Koorientierung von OU ist.

Beweis: [DK04b, Theorem 7.8.5, p. 529] oder [Stra, Satz 8.8.1, S. 224] (Fall n = 3)

Dieser Satz ist nach Carl Friedrich Gaufl benannt, sieche Abbildung [11.18, Abbildung
I1.19 verdeutlicht den Satz.

Bemerkung. Der Satz von Gauf heisst auch Divergenzsatz.

Beispiel. [Satz von GauB fiir n = 1, Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung|Wir betrachten den Fall n = 1 und schreiben (a,b) := U, f := X. Dann besagt
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Satz (GauB}), dass

ou
= f(b) -1+ fla)-(=1)
= f(b) = f(a).

Das ist der zweite Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Bemerkung. [Beweis des Satzes von Gauf] Der Beweis des Satzes von Gaufl beruht
auf dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Die Idee ist, den Satz von
GauBl mittels des Satzes von Fubini auf den eindimensionalen zu reduzieren und dann
den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung anzuwenden. Siehe den Beweis
von [DK04b, Theorem 7.8.5, p. 529].

Beispiel 11.45. [Satz von Gaufl und Volumen der Sphére| Wir berechnen das (n—1)-
dimensionale Volumen der Sphire S"~! := S}"*(0), indem wir den Satz von Gauf} auf
das Euler-Vektorfeld

X:=id:B":=B/(0) »R", X(z):=u

anwenden. Die nach aussen weisende Koorientierung von 9B" = S"! ist durch v(z) =
x gegeben. (Vergleichen Sie das mit Beispiel [11.18]) Es gilt, dass

Vol,_1(S"™1) = / 1dA

Sn—1

Bn
:/ ndx (wegen Beispiel [11.42))
= n|B"|
2 k
T falls n = 2k,
(k—1)!
N 2m

falls n = 2k + 1,
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wobei wir im letzten Schritt eine Aufgabe aus Ubungsserie 11 (Volumen des Einheits-
balls) verwendet haben. Insbesondere erhalten wir

= 4.

VOll(Sl) = = 27T, VO]Q(SQ) =

[\
o= N
—

Das stimmt mit den Resultaten der Beispiele|[11.3} [11.27|und [11.33|iiberein. Wir stellen
fest, dass

Vol,,(B") — 0, Vol (S") — 0, fiir n — occ.
(Uberlegen Sie sich das!)

Bemerkung 11.46. [stromungsmechanische Interpretation der Divergenz, Motivation
fiir den Namen] Wegen des Satzes von Gauf besitzt Divergenz die folgende anschau-
liche stromungsmechanische Interpretation als die Anzahl Teilchen einer Fliissigkeit
oder eines Gases, die pro Volumen und Zeitspanne aus einem “infinitesimalen Gebiet”
herausfliessen und daher in verschiedene Richtungen divergieren. Um das zu verste-
hen, betrachten wir eine stationérstromende Fliissigkeit. (Vergleiche mit Bemerkung
[11.35|fii).) Wir schreiben p(z) fiir die Teilchenzahldichte der Fliissigkeit im Punkt
r € R® und v(z) fiir ihren Geschwindigkeitsvektor im Punkt x. Das Produkt von p und
v ist ein Vektorfeld X := pv : R® — R3. Seien zy € Uy und r € (0,00). Wir definieren
U, := B3(zy). Es gilt

1

TiA - Anzahl Teilchen, die insgesamt pro Zeitspanne aus U, herausstromen
1

= X -dA (siehe Abbildung |11.11))

|Ur| oU,

1

= [ V.- Xdz (geméss Satz [11.44])
r U,

— V- X(x0) fir r — 0.

Der intuitive Grund fiir diese Konvergenz ist, dass die Werte von X im Ball U, “immer
weniger von X (xg) abweichen”, wenn r > 0 kleiner wird. Anschaulich gilt daher:

V- X (o) (11.38)
= Divergenz von X = pv im Punkt x,
= Anzahl Teilchen, die pro Volumen und Zeitspanne aus einem “infinitesimalen Ball”

herausfliessen, also in verschiedene Richtungen divergieren

Das motiviert auch den Namen “Divergenz”. Falls die Divergenz in x( positiv ist, dann
stromt mehr Fliissigkeit oder Gas aus einem kleinen Ball um z( heraus als hinein. Das
passiert zum Beispiel, wenn sich Luft erwdrmt. Wir konnen uns diese Divergenz von
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Teilchen am Beispiel des Euler-Vektorfeldes X (z) := 2 und zy = 0 veranschaulichen.
(Zeichnen Sie dieses Vektorfeld! Vergleichen Sie mit Beispiel [11.42])

Wir nehmen jetzt an, dass die Fliissigkeit keine Quellen und Senken besitzt, d. h. nir-
gends entsteht oder verschwindet. Geméss ((11.38]) gilt dann

V- (pv) =0.

Des Weiteren nehmen wir an, dass die Fliissigkeit inkompressibel ist, d. h. nicht zu-
sammengedriickt werden kann. Das bedeutet, dass p zeitlich und rdumlich konstant
ist. In diesem Fall gilt

pV-v =V - (pv) =0, also V-v=0.

Die Divergenz des Geschwindigkeitsvektorfeldes einer inkompressiblen quellfreien Fliissigkeit
verschwindet also. Eine solche Fliissigkeit ist zum Beispiel in guter Ndherung durch
Wasser gegeben, in dem keine chemischen Reaktionen stattfinden. Die Gleichung V-v =

0 spielt in der Stromungslehre eine wichtige Rolle. Stromungslehre wird in den Vor-
lesungen des Studienganges RW Fluiddynamik I (4. Semester, Grundlagenfach) und
Fluiddynamik 11 (5. Semester, Vertiefungsgebiet) behandelt.

Mit Hilfe des Satzes von Gauf sind wir jetzt im Stande, Satz([11.12| (Green) zu beweisen.

Beweis des Satzes (Green): Seien U, X wie in diesem Satz vorausgesetzt.
Wir bezeichnen mit 7' : OU — R? die positive Orientierung des Randes OU und mit
v : OU — R? die nach aussen weisende Koorientierung. Fiir jedes x € oU ist T'(z)
gleich dem um Z im Gegenuhrzeigersinn gedrehten Vektor v(z), d. h.

T = (v, (11.39)

Das folgt aus den Definitionen von 7" und v mit Hilfe einer Submersion g : U "= R,
die U lokal beschreibt. (Uberlegen Sie sich das!) Wir definieren

Y = (X* -X":U—R%.
Das ist X um § im Uhrzeigersinn gedreht. Y ist ein C"'-Vektorfeld mit Divergenz

V.Y =DX?—DyX!=rotX.
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Aus Satz [11.44] (GauB}) folgt daher, dass

/rothx:/V~de
U U
:/ Y -vds
oU

— [ (T X1 ds (wegen (I139)
oUu

= X -Tds,
oU

wie behauptet. Das beweist Satz [11.12] [J

Im folgenden Beispiel wenden wir den Satz von Gaufl an, um aus einer der vier Max-
wellgleichungen der Elektrodynamik das Gauflsche Gesetz herzuleiten.

Beispiel 11.47. [Maxwellgleichung, Gaufisches Gesetz, Satz von Gauf}] Wir betrachten
das elektrische Feld E und die elektrische Ladungsdichte p als Funktionen des Ortes
x € R3. Wir schreiben

go := elektrische Feldkonstante ~ 8.9 - 10~ 2kg ™ 'm~3sec* A2

Eine der vier Maxwellgleichungen besagt, dass
V-E=—. (11.40)

Das Gaufische Gesetz besagt, dass der Fluss des elektrischen Feldes iiber den Rand
eines Gebietes proportional zur Ladung im Gebiet ist. Um das zu prézisieren, nehmen
wir an, dass E von der Klasse C! ist. Wir fixieren ein beschrinktes C*-Gebiet U C R3.

Wir schreiben v : QU — R? fiir die nach aussen weisende Koorientierung des Randes
oU und

@ := elektrische Ladung im Gebiet U.

Das GauBsche Gesetz besagt, dass

Fluss des elektrischen Feldes durch den Rand 0U = / E.-dA = Q (11.41)

oUv €0

Wir leiten dieses Gesetz aus der Maxwellgleichung ((11.40)) mittels des Satzes von Gaufl
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her: Es gilt

/ E.dA = / V- -Edx (gemaéss Satz |[11.44] Gauf)
oU,v U

1

=— | pdzx (gemiiss der Maxwellgleichung ([11.40]))
o Ju

_<
€0

Das zeigt das Gauflsche Gesetz (11.41]).

Das Gaufische Gesetz ist also die integrale Form eines physikalischen Gesetzes, die
Maxwellgleichung ist die differentielle Form davon. Diese Gleichung in der
Vorlesung Elektromagnetische Felder und Wellen ausfiihrlich behandelt (ITET: 4. Se-
mester, RW: Wahlfach, 6. Semester).
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