D-ITET unD RW Analysis 11 ETH Ziirich
F. Ziltener Musterlosung 4 FS 2024

4.1. Nichtlineare Gleichung.

(a) Wir verwenden den Satz von der impliziten Funktion. (Siehe die Vorlesung.) Dazu
betrachten wir die Funktion

f:R* =R, f(r,y)=sin(z+y)+y

und den Punkt (zg,yo) := (0,0). Diese Funktion ist glatt, also f € C*(R?* R). Des
Weiteren gilt f(0,0) = 0. Die Ableitung von f nach y ist

Oy f(x,y) = cos(z +y) + 1,

also gilt
0y f(0,0) = 2.

Dies ist eine invertierbare 1 x 1 Matrix. Somit sind alle Bedingungen fiir den Satz
von der impliziten Funktion erfillt und der Satz liefert offene Mengen U,V C R mit
0 € U und 0 € V und eine Funktion g : U — V mit ¢(0) = 0, sodass fiir alle z € U
und y € V gilt

f(@,y) =0 <= y=g(z). (1)
Da jede offene Menge um 0 einen Ball um 0 enthalt, konnen wir b > 0 wahlen, sodass
(—b,b) C V. Da das Urbild von (—b,b) unter f den Punkt f~!(0) = 0 enthélt und
als Urbild einer offenen Menge unter einer stetigen Abbildung offen ist, kénnen wir
a > 0 wahlen, sodass (—a,a) C g~ '((=b,b)) C U. Nun existiert laut (1) fir jedes
x € (—a,a) die eindeutige Losung y = g(x) € (=b,b) zur Gleichung f(x,y) = 0. Da
die urspriingliche Funktion f glatt ist, ist auch die implizite Funktion g glatt.

(b) Laut dem Satz von der impliziten Funktion ist die Ableitung der Funktion g
gegeben durch
Ouf (z, 9())

9@ = =3, fw. g@)

Wir berechnen
Ouf(,y) = cos(z +y).

Somit finden wir
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4.2. Losung einer polynomialen Gleichung

(a) Das Vorgehen hier ist genau gleich wie in der Aufgabe 4.1. Wir verwenden den
Satz von der impliziten Funktion. Hier ist n = 2, p =1 und (z0, y0) = (0,0) € R%. Die
Funktion f ist als Polynom glatt, also f € C°*°(R% R), und f(0,0) = 0. Die Ableitung
von f nach y ist

ayf(xa y) =1+ 5y47

also gilt
0, f(0,0) = 1.

Die Ableitung nach y ist nicht Null im Punkt (z,y0) = (0,0), also invertierbar als
lineare Abbildung von R nach R. Somit sind alle Bedingungen fiir den Satz von der
impliziten Funktion erfiillt und der Satz liefert offene Umgebungen Uy von xq = 0
und Vj von yp = 0 und eine Funktion g € C*°(Uy, V) mit ¢g(0) = 0, sodass

F7H0) N Ty x Vo = {(w, 9(x)) |z € Uy}

Wir konnen leicht arrangieren, dass dies auch fiir Intervalle gilt. Namlich wahlen wir
ein offenes Intervall V' C V; und ein offenes Intervall U C g~ 1(V) C ¢~ (Vp) = Ub.
Wir bemerken, dass die Einschrankung g|y in C*°(U, V) liegt (U wurde so gewahlt,
dass es unter g nach V abgebildet wird). Dann gilt auch

FHO)NU xV = {(z,9(x)) |z € U}.
Diese Gleichung besagt, dass fur jedes # € U, der Punkt (z,y) = (z,¢g(x)) in der
Losungsmenge f~1(0) liegt, also 16st y = g(z) die Gleichung f(z,y) = 0. Des Weiteren

besagt die Gleichung, dass alle Punkte der Losungsmenge f~1(0) in U x V von dieser
Form sind. Also fur gegebenes z ist y = g(x) die einzige Losung in V' von f(z,y) = 0.

(b) Es gilt

Wir berechnen

Somit finden wir
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4.3. Einfache Eigenwerte hiangen glatt von den Matrix-Eintragen ab.

Wir verwenden den Satz von der impliziten Funktion. Dazu definieren wir die Funktion
f:R"”™xR—=R, f(A ) =det(\1— A).

Die Funktion f ist einfach das charakteristische Polynom von A ausgewertet in A,
wobei wir das charakteristische Polynom als Funktion auf R”**! betrachten, das sowohl
von den Matrix-Eintrdgen von A € R"*" und von A € R abhéngt. Die Determinante
oben ist ein Polynom in den Eintriagen der Matrix A1 — A, also ist f ein Polynom in
den Eintragen von A und in A und somit eine glatte Funktion auf R™*1. Sei nun Ao,
Ao und p(A\) = f(Ap, A) wie in der Aufgabenstellung. Da \q eine einfache Nullstelle
von p(A) ist, gibt es ein Polynom ¢(\), sodass

p(A) = (A= Xo)a(N), q(Xo) #O0.

Die partielle Ableitung von f nach A ausgewertet in A = Ay ergibt also
Orf (Ao, A) =P'(A) = q(A) + (A = Ao)d' (V).

Somit finden wir
O f (Ao, Xo) = q(Xo) # 0.

Die Bedingungen fiir den Satz von der impliziten Funktion sind also erfiillt und es gibt
offene Umgebungen U C R™" von Ay und V' C R von )¢ und eine glatte Funktion
g:U — V mit g(Ag) = Ao, sodass fiir alle A € U und A € V gilt

FAN) =0 < A= g(A). (2)

Die Losung A = g(A) € V erfiillt det(A\1l — A) = 0, ist also eine Nullstelle des
charakteristischen Polynoms von A und somit ein Eigenwert. Laut (2) ist A = g(A)
die einzige Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A in der Umgebung V' von

Xo- Da g € C*°(R™™ R), hangt dieser Eigenwert glatt von den Eintrédgen der Matrix
A ab.

4.4. Zweite Ableitung einer impliziten Funktion

(a) Der Satz von der impliziten Funktion liefert offene Umgebungen U C R von
o und V C R von gy und eine Funktion g € C*(U,V) mit g(zg) = yo, sodass
f(x,g(x)) = 0 fiir alle z € U. Definieren wir also die Funktion h : U — R? durch
h(z) = f(z,g9(x)), so gilt h(x) = 0 fir alle z € U. Leiten wir beide Seiten dieser
Gleichung nach x ab und verwenden die Kettenregel, so finden wir

W(w) = 0uf(x,9(x)) + 0y f(, 9(x))g () = 0.
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Dies liefert die schon bekannte Formel

SN e
R IETE) )

Man bemerke, dass die Voraussetung fiir den Satz von der impliziten Funktion gerade
Oy f (zo, g(xo)) # 0 war, womit auch d,f(z, g(x)) # 0 fiir z in einer Umgebung von z
gilt und der Bruch in der Formel oben Sinn ergibt.

Wir berechnen nun die zweite Ableitung von h mit Hilfe der Kettenregel. Es gilt

h'(x) = 03 f (w, 9(2)) 420,00 f (2, 9(x))g'(x)+0, f (x, 9(2))g'(x)*+0, f (x, g(x))g" (x) = 0.
Aufgelost nach ¢”(z) finden wir

R f(z,g(x)) + 20,0, f(x,g(x))g'(x) + 0} f(z,9(x))g (x)?
Oy f (x,9(x)) '

Setzen wir nun noch die Formel (3) fiir ¢/(z) in diese Gleichung ein, so erhalten wir
schliesslich

9"(x) =

g'(x) =

_0if (@ 9@)  ,0,0. S (x,9(@))0uf (@, 9(x) _ (. 9(x))0:f(x. g(x))"
0y f(x, g(w)) Oy f(w,9(x))* Oy f(w,9(x))°

(b) Man bemerke, dass die Formel oben im Punkt x, ausgewertet das Folgende
ergibt:

92 f (w0, o) L 23ya:cf(330, Y0)Ouf (20, 90) 95 (0, Y0)Ou f (%0, %0)°
9y f (0, Yo) 9y f (o, Yo)? 9y f (o, Y0)? '

Fir die Funktion f aus der Aufgabe 4.1 gilt

g//(xo) —

Ouf(x,y) = cos(z +y), Oyf(x,y) = cos(z+y)+1,
02 f(x,y) = —sin(z +y), 0:0,f(x,y) = —sin(z+y), 8 f(z,y) = —sin(z+y).

Ausgewertet in g = 0, yo = 0 finden wir
9.f(0,0) =1, 9,f(0,0) =2, 92f(0,0)=0, .0,f(0,0)=0, 2f(0,0)=0.
Schliesslich bekommen wir fiir die implizite Funktion

g"(0) =0.
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4.5. Kreis ist eine Untermannigfaltigkeit
Wir betrachten die folgenden vier offenen Teilmengen von R%:
Uy = {(xl,LEQ) € R?*| 2y > O}, Us = {(ajl,xQ) €R?*|z, < 0},
Ug = {(Jfl,l‘g) €R*|x; > 0}, Uy = {(zz:l,xg) cR*|z; < 0}.
Wir konnen den Einheitskreis mit den vier Teilmengen
S'NnUy, S'nUy, S'NUE S'NUw

iiberdecken und werden jeweils in diesen Teilmengen die Definition einer Unterman-
nigfaltigkeit iiberpriifen, also S* dort als Graph einer Funktion darstellen. Diese
Teilmengen sind in der folgenden Abbildung dargestellt: in Schwarz der Einheits-
kreis und farbig gestrichelt jeweils der entsprechende Bereich des Einheitskreises
gekennzeichnet.

X2

Fir z € S' N Uy (dies entspricht der in rot dargestellten Teilmenge) gilt x5 > 0 und

2? + r2 = 1. Wir koénnen diese Gleichung nach z, auflésen, also x5 = /1 — 22, wobei
wir wegen x5 > 0 die positive Wurzel nehmen. Wir definieren nun die Abbildung

fo=LY) =R fly) = y1-y?
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und bemerken, dass diese Funktion glatt ist, also f € C*~((—1,1),R) (da 1 —y* >0
fir alle y € (—1,1)). Nun kénnen wir S' N Uy als Graph dieser Funktion schreiben,

also
S'NUN =gr(f) = {(:1:1, V31— x%) |x1 € (—1, 1)}

Laut der Definition einer Untermannigfaltigkeit des Koordinatenraums ist somit S!
um jeden Punkt z € S' N Uy eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension 1.
(Hier mussten wir keine Koordinaten permutieren, also als Permutation wurde die
Identitit verwenden.)

Fir z € S'NUs (in blau) gilt o < 0 und 7 + 22 = 1. Losen wir die Gleichung nach

7o auf, finden wir nun z, = —y/1 — z2. Wir definieren die Abbildung

g:(=1,1) =R, g(y) = —/1—-92

Es gilt wieder g € C°°((—1,1),R) und wir kénnen S* N Uy als Graph dieser glatten
Funktion schreiben:

S'NUs = gr(g) = {(xl, —\/1 - :r;%) |z € (—1, 1)}

Fir x € S' NUg (in orange) gilt z; > 0 und z? + 22 = 1, also x; = /1 — 23. Wir
bemerken, dass die Teilmenge S* N Ug nicht direkt als Graph geschrieben werden
kann, also es gibt keine Funktion h, sodass (x1,x2) = (x1, h(xy)) gilt fur alle (1, 25) €
STNUg. Aber wenn wir die beiden Koordinaten vertauschen, dann kann die Teilmenge
als Graph dargestellt werden (d.h. wir schreiben z; als Funktion von z3). Wir wenden
also die folgende Permutation an

o:4{1,2} = {1,2}, o(1)=2, o(2)=1.

Dann gilt
{2, 21) | (21, 72) € S' MU} = gr(f) = { (22,1 = 23) |z2 € (-1, 1) }.

Ahnliches gilt fiir S' N Uy (in griin). Hier haben wir z; < 0 und z% + 23 = 1, also

1 = —\/1 — 23 = g(xs). Wir wenden wieder die Permutation o an und schreiben

{(xg,xl) | (z1,25) € S'N US} =gr(g) = {(Ig, —/1 - x%) |20 € (—1, 1)}

Wir haben nun gezeigt, dass S um jeden Punkt eine glatte Untermannigfaltigkeit
von R? der Dimension 1 ist.
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4.6. Immersion, Einbettung

(a) Wir bemerken, dass f glatt ist. Die Ableitung von f in einem Punkt y € R lautet

A (y) = (‘Sm(y)> -

cos(y)

Da der Sinus und Cosinus nie gleichzeitig verschwinden, also fiir alle y € R gilt
sin(y) # 0 oder cos(y) # 0, ist die lineare Abbildung df (y) : R — R? fiir jedes y € R
injektiv. Somit ist f eine (glatte) Immersion.

(b) Die Abbildung f : R — R? ist keine Einbettung, da f nicht injektiv ist. Es gilt
namlich fir jedes y € R: f(y) = f(y + 27).

(c) Zum Beispiel ist die Einschrankung von f auf I = (0, 27) eine (glatte) Einbettung.
Die Abbildung f|; : (0,27) — R? ist natiirlich immernoch eine Immersion und ist nun
injektiv. Tatsachlich, falls f(y1) = f(y2) fir y1, y2 € (0,27), dann gilt cos(y;) = cos(yz)
und sin(y;) = sin(y,). Aus der ersten Gleichung folgt y; = yo oder y; = 2w — yo und
aus der zweiten Gleichung folgt dann y; = y,. Die Umkehrabbildung auf dem Bild
von f|;, konnen wir z.B. schreiben als

arccos(x) fir y >0,

FI7 £ = (0.20), 7 (e y) = {

27 — arccos(x) fir y <0.
Der Arcuscosinus ist stetig auf (—1, 1). Der einzige Punkt in f(/) mit y = 0 ist (—1,0).
Da arccos(—1) = 27 — arccos(—1) = 7, stimmen die beiden Fille dort tiberein, also

ist f|;* stetig und f|; somit eine Einbettung. Ubrigens ist die Einschrankung von f
auf jedes offene Interval I C R der Léange |I| < 27 eine Einbettung.

4.7. Die Inverse stereographische Projektion ist eine Einbettung.

(a) Die stereographische Projektion ist gegeben durch

1
o :S™ N\ {(0,...,0,1)} = R" 1, @(ml,...,xn)zl_x (X1, Tpo1). (4)

Wir leiten die Formel aus geometrischen Uberlegungen her. Das Bild von x € S"1\
{(0,...,0,1)} unter ¢ ist der Punkt, wo die Gerade durch (0,...,0,1) und z die
Ebene R"™! x {0} schneidet. (Siehe Abbildung 1.) Diese Gerade ist gegeben durch

{(t21, . tan oy, 1+t — 1) [t €R}.
Wir suchen also t € R und y € R"™! (fiir gegebenes ), sodass

(txy, ..., te, 1,1 +t(x,— 1)) = (y1,-.,Yn_1,0).
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(0,...,0,1)

(y17 <oy Yn—1, 0)

Abbildung 1: Die stereographische Projektion und ihre Inverse.

Die Losung der n-ten Gleichung ist gegeben durch ¢ = (1 — x,)~! und aus den
restlichen Gleichungen folgt dann

1
_1—xn

Y (T1, .oy Tpt).

Das zeigt (4).

(b) Die inverse stereographische Projektion ¢ bildet den Punkt y = (yy,...,yn-1) €
R*! auf den Punkt * = (z1,...,2,) ab, wo die Gerade durch (0,...,0,1) und

(Y1, Yn_1,0) die Menge S 1\ {(O, ...,0, 1)} schneidet. (Siehe Abbildung 1.) Die
Gerade durch die Punkte (0,...,0,1) und (y1,...,yn_1,0) besteht aus den Punkten

(0,0, 1) + (W1, ¥a-1,0) = (0,...,0,1)), fir teR,
also ist die Gerade gegeben durch
G={(tyr,.. . tyn1,1 — 1) [t €R}.

Die Schnittmenge G'N .S™~! besteht aus allen Punkten z € G welche ||z||* = 1 erfiillen.
Es gibt zwei Schnittpunkte, ndmlich den urspriinglichen Punkt (0,...,0,1) und den

gesuchten Punkt z € S"~1\ {(O, ..., 0, 1) }, welcher als Bild ¢(y) definiert wird. Die
quadrierte euklidische Norm eines Punktes in G ist gegeben durch

n—1
2 42 2 2 42 2 2 2 2
It 10 = 8 32 g7+ (=0 = Pyl +0=0)* = (ol + 1) -2,
j:
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wobei die Norm auf der rechten Seite die euklidische Norm in R"™! ist. Um x = 9 (y)
zu finden, setzen wir den Ausdruck oben gleich 1 und lésen nach ¢ auf. Dies ergibt

2

2o —-2t=0 = t=0 oder t=-—" .
(lyl* + 1) oder [yl + 1

Die Losung t = 0 entspricht dem Punkt (0,...,0,1). Die andere Lésung entspricht
unserem gesuchten Punkt:

_ ( PAT) 2UYn—1 _ 2 ) _ ( 211 2Yn—1 HyH2 - 1)
fy[2+17 "yl +1" [yl +1 [yll2+17 T lyll> +17 lyll> +1

Wir konnen also die inverse stereographische Projektion wie folgt schreiben:

YRS STCRY p(y) (2u, Iyll* = 1).

1
ly[* +1

(c) Die Abbildung 1 ist glatt. Wir zeigen, dass 1) eine Immersion ist, also, dass die
Ableitung tiberall injektiv ist. Sei ¥ € R™~! beliebig. Die Ableitung von ¢ im Punkt y
ist eine lineare Abbildung

diy(y) : R*t — R™,

Wir miissen zeigen, dass diese lineare Abbildung injektiv ist, also wenn di)(y)-v = 0 fiir
ein v € R"! dann gilt v = 0. In Matrix-Darstellung sind die Eintrige der Ableitung
gegeben durch

_ W (y)
Fir j € {1,...,n— 1} finden wir
oI (y) _ 5( 2Yr ) 205 MYk
Oy Oy \wlP+1/7 P +1 (gl +1)*

wobei d;;, = 1 falls 7 = k und 6;; = 0 falls j # k. Fiir j = n finden wir

Oy Oy

W*(y) 0 (IIyII2 - 1) Ayp
lyll2+1/ (lyll> +1)*

Das Bild dy(y) - v € R® von v = (vy,...,v,1) € R"! ist in Komponenten also
gegeben durch

n—1

(dy(y) -v);=>

- = vj — Yjs
SlvlP+1 0 = del2+12 Qw2+ (yl* + 1)

2050 "il 4y kv 2 4y, v)
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wenn j € {1,...,n— 1} und fir j =n:

n—1

dypor, - Hy,v)
(@) V) = 2 e 17 ~ P + 17

wobei (y,v) das Skalarprodukt von y und v bezeichnet. Falls diy)(y) - v = 0 gilt, dann
folgt aus den ersten n — 1 Komponenten, dass v parallel zu y ist, also v = Ay fir
irgendein A € R. Wenn y = 0 impliziert dies schon v = 0. Wenn y # 0, dann impliziert

H4|‘|‘y|L1)\ =0, also A = 0 und somit v = 0. Dies zeigt, dass

die n-te Komponente, dass
di(y) injektiv ist.

Wir haben gezeigt, dass ¢ eine glatte Immersion ist. Um zu schliessen, dass ¢
eine Einbettung ist miissen wir noch die Injektivitat von 1 und die Stetigkeit der
Umbkehrabbildung zeigen. Dies folgt aus der Tatsache ¢p = ¢! : R*! — §n71\
{(O, .o, 0, 1)} und aus der expliziten Formel fiir die stereographische Projektion in
Teilaufgabe (a).
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