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7.1. Kuchenstiick

(a)

(b) Wir verwenden Polarkoordinaten und die Substitutionsregel fiir mehrdimensionale
Integrale. Sei U C R? die offene Menge

U =R\ ((—o00,0] x {0}).

Die Polarkoordinaten definieren einen glatten Diffeomorphismus

U (0,00) X (—m,7) > U, U(r, ) = <’;Zf§<(j;§>

Es gilt

_ [cos(¢) —rsin(¢) B
d¥(r,¢) = (sin((b) r cos(6) ) , det(d¥(r,¢)) =r.

Wir bemerken, dass (0,0) in S liegt, aber nicht im Bild der Polarkoordinaten, also
(0,0) ¢ U. Da aber (0,0) verschwindendes zwei-dimensionales Jordan-Mass hat,
konnen wir dies ignorieren (siehe unten fir ein rigoroseres Argument). Es gilt also
|S| = |S N U| und in Polarkoordinaten ist S N U das Rechteck ¥~'(S NU) =
(0,1] x [p—, ¢4]. Mit der Substitutionsregel finden wir

1 ror 2 = — Q_
st= [rae= [ ["rdodr = 6. 0] = 2150

r=0 2

Um das Problem, dass S nicht in U enthalten ist, etwas rigoroser zu behandeln, kénnen
wir vorgehen wie im Abschnitt Integral einer drehinvarianten Funktion im Skript von
F. Ziltener. Wir approximieren die Menge S durch die Mengen S. = S\ B2, wobei B2
der offene Ball mit Radius ¢ ist. Wir schneiden also sozusagen den problematischen

Punkt (0,0) aus der Menge, stellen dabei aber sicher, dass S. eine abgeschlossene
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Menge ist. Wir bemerken, dass S. = S. C U. Somit ist die Substitutionsregel auf das
Integral tiber S, anwendbar. Es gilt W=1(S;) = [¢,1] X [¢_, ¢] und wir finden

1 o _
1S.| = / 1dz = / | det(dV(r, ¢))| drdp = / / Crdedr = P02 (1~ 22y,
Se ‘1/_1(55) € ¢ 2

Dies konvergiert gegen %((;SJF — ¢_) wenn £ — 0. Auf der anderen Seite konvergiert
der Flacheninhalt von S. gegen den Flacheninhalt von S, also |S;| — |S| wenn € — 0.
Somit gilt

¢+ — ¢

5= 2

7.2. Integral einer drehinvarianten Funktion in R3

(a) Wir gehen vor wie im Abschnitt Integral einer drehinvarianten Funktion im Skript
von F. Ziltener. Nun ist aber f eine drehinvariante Funktion in R® anstatt R2. Wir
verwenden deshalb Kugelkoordinaten anstatt Polarkoordinaten. Sei

U:R3\{x€R3\$1§0,x2:0}.
Dann definieren Kugelkoordinaten einen glatten Diffeomorphismus

U:(0,00) X (—m,m) x (=3,2) = U,

272

r cos(¢) cos(0)
U(r,¢,0) = | rsin(¢) cos(f) |,
rsin(6)

gegeben durch

siehe Serie 3. Wir berechnen:
cospcosf —rsingcosf —rcos@sinb
singcosf rcosgpcos —rsingsing |, det(\I/(r, 0, 9)) = r?cos(f).

sin 0 0 7 cosf

d¥(r, ¢,0) =

Wir bemerken, dass [|U(r, ¢, 0)|| = r und deshalb
F(¥(r,9,0)) = f(I¥(r,0.0)l)) = f(r)

Laut der Substitutionsregel gilt also

[ swae= " [ [
= / /_ / )12 cos(0) drdpdf
—27T/72r S(H)de/o f(r)r*dr

=47 /OTO f(r)r*dr.

0))| det(d¥ (r, ¢, 0))| drdedo

w\ﬂ vl w\=\ “

wm
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Dies ist die gesuchte Formel.

Wir haben etwas geschummelt. Eigentlich ist die Substitutionsregel nicht direkt
anwendbar, da Eio nicht im Bild von ¥ enthalten ist. Dies kann gelost werden, indem

wir den Ball Eio approximieren durch abgeschlossene Mengen, die im Bild von ¥
enthalten sind. Dazu definieren wir fiir € > 0 den Quader

R. = [877”0] X [—ﬂ'—i-é‘,ﬂ' —5] X [_g _|_€’g —8]
und dessen Bild unter der Kugelkoordinaten-Abbildung
Se = V(R,).

Wir bemerken, dass S. eine abgeschlossene Menge ist, die in U enthalten ist. Wir
konnen also die Substitutionsregel auf Integrale iiber S. anwenden. Wenn ¢ gegen 0
geht, nihert sich S. der Menge B,, an und es gilt

/ f(z)dx — /73 f(z)dx, wenn e — 0.
S. By,
Andererseits finden wir mit der Substitutionsregel (mit y = (r, ¢, 6)):
| f@ydz= [ f(w())]det(dv(y)|dy
= /m /W_E /i_e F(r)r? cos(0) drdepds
€ - —5+te

T+e
70

2
— (27 = 26)(sin(§ — &) —sin(~F +¢)) [ flr)r*d.
Dies konvergiert wenn € — 0 gegen
To ~
ﬁs f(x)de = 4 /0 flr)r*dr.

B,

(b) Das Volumen von Pﬁo ist einfach das Integral der Funktion f(z) =1 iiber Pio.
Mit der Formel oben finden wir

=3 " 3 r=r 4
|B§0|:47T/01-T2dr:47r% Oozgrg'
0 r=

7.3. Flacheninhalt
(a)
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Y
y =bx
Y = ax
y=4
y=7
xr

(b) Wir versuchen die Koordinaten

u==, v=uxy

y
x

einzufiihren, denn dann kénnen wir iiber das Rechteck (u,v) € [a, b] X [¢, d] integrieren.

Dazu definieren wir
y
®:(0,00) x (0,00) — (0,00) x (0,00), P(z,y) = <mxy> .
= [a,b] x [¢,d]. Um die

Wir bemerken, dass ® glatt und bijektiv ist. Es gilt ®(9)
Substitutionsregel fiir ein mehrdimensionales Integral anzuwenden, benétigen wir die

Inverse von ®. Beziiglich den Koordinaten u, v gilt

x:\/F, und y = y/uv.
u

Also ist die Inverse zu ® gegeben durch
U : (0,00) x (0,00) = (0,00) x (0,00), WY(u,v)= \/g :
Vuv
Auch dies ist eine glatte Abbildung und somit ist ¥ ein Diffeomorphismus. Des
Weiteren ist S abgeschlossen und es gilt

S C (0,00) x (0,00), W HS) = [a,b] x [c,d].

Wir berechnen die Ableitung (Jacobi-Matrix):

=

:w‘d
o= NI

N——

d¥ (u,v) = (

NI=
o5
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Die Determinante der Jacobi-Matrix lautet
det(d\I’(u, ?_])) —_ e . — =

Mit der Substitutionsregel finden wir nun

1
- 1dd:/ det(dV(u, dd:/ ~ dud
|S]| / xdy . | et(dV(u,v))| dudv e 20 udv
—C u=b
—/ /—dv du: 5 /—d log(u)|

= 5 (1og(b) ~ log(@)) =

i)

7.4. Lange eines Bogens auf der logarithmischen Spirale.

()

(b) Wir zeigen, dass C' eine global parametrisierbare Untermannigfaltigkeit mit Rand
ist. (Siehe eine Definition (parametrisierbare Untermannigfaltigkeit) im Skript von
F. Ziltener.) Die globale Parametrisierung der Kurve C' ist im Wesentlichen bereits in
der Definition von C' gegeben. Sei namlich

e’ sin(t)

wilo.an R o) = (Gt

dann ist C' das Bild von . Genauer ist das Paar ((0,27),) eine globale Parametri-
sierung von C. Wir haben bereits in der Serie 5 gezeigt, dass die Abbildung

PR 0= (Lol
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eine glatte Einbettung ist. Die Abbildung ¢ ist einfach die Einschrankung von ) auf
[0, 27] und somit auch eine glatte Einbettung. Somit ist C' eine glatte eindimensionale
Untermannigfaltigkeit von R? mit Rand.

(c) Der Rand von C' ist gegeben durch das Bild unter ¢ der beiden Randpunkte 0
und 27 des Intervalls [0, 27], also

oc = vo.26) = o.ven = { o). (7 )}

(d) Die Bogenlange von C' ist gegeben durch das Integral

(€)= [ 1ds = [ o) de.

siehe das Skript von F. Ziltener. Wir berechnen mit der Produktregel

o <et(cos(t) - sin(t)>>

e’ (sin(t) + cos(t))
und finden
b (t)|| = et\/(cos(t) —sin(t))? + (sin(t) + cos(t))? = et\/(2 cos(t) + 2sin?(t)) = /2.

Somit lautet die Bogenldnge

I(C) = /0% Vaedt = V3| T = V3~ 1),

7.5. Ellipse, Orientierungen, C*-Gebiet, positive Orientierung des Randes,
Kurvenintegral eines Vektorfeldes.

(a)
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(b) Wir verwenden den Satz vom reguldaren Wert, um zu zeigen, dass C' eine glatte
eindimensionale Untermannigfaltigkeit von R? ist (also eine glatte Kurve). Sei

g:R* =R, g(x,25) = 22 + 4a3.
Dann ist g eine glatte Funktion mit Ableitung
dg([El,l’Q) = (21’1 8.1’2) .

Dies ist fiir alle (z1, z2) # (0,0) eine surjektive lineare Abbildung von R? nach R. Die
Kurve C' ist das Urbild von 1 unter g. Da (0,0) ¢ g~'(1) ist 1 ein regulirer Wert von
g und C' = g~*(1) somit eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension 2 — 1 = 1.

(c) Da C = g7(1), ist der Tangentialraum im Punkt z € C' gegeben durch
T,C = ker(dg(z)) = {v € R?| (2:1:1 8952) v =0} = {v € R*| 2z,v; + 8xyv, = 0},

sieche einen Satz (Charakterisierung des Tangentialraumes) aus der Vorlesung. Dies
ist ein eindimensionaler Untervektorraum von R2. Eine Basis ist z.B. gegeben durch

den Vektor <—4x2> )

T

Alternativer Losungsweg: Wir parametrisieren die Kurve C' mit einem Weg ~,
sodass 4(t) # 0 fur alle ¢t (Immersion). Der Tangentialraum im Punkt v(¢) wird dann
aufgespannt von der Ableitung ().

(d) Eine Orientierung von C' ist gegeben durch ein Einheitstangentialvektorfeld, also
eine stetige Abbildung

T:C—R* mit T(z)eT,C, und ||T(z)|=1 VxeC.

—4
< ;1:2> e
Ty
stetig von C' abhangt. Durch Normierung erhalten wir das Einheitstangentialvektorfeld

() = 1 <—4x2>
Va2 + 1623 \

Es gibt genau eine andere Orientierung von C', namlich das Einheitstangentialvektor-
feld in die entgegengesetzte Richtung:

T — ; (41‘2) ‘
\/x% + 16x% —I1

Wir bemerken, dass der Vektor
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Alternative Losung: Wenn wir die Kurve C' = U mit einem Weg 7 parametrisieren,
so dass das Gebiet U immer zur Linken (in Durchlaufrichtung) von v liegt, dann
erhalten wir mit der normierten Ableitung T' = ||||='% gerade das positiv orientierte
Einheitstangentialvektorfeld. Genauer ist das Vektorfeld T': C' — R? eine Abbildung
definiert auf der Kurve C' und die Ableitung des Wegs % : [0,7] — R? ist eine
Abbildung definiert auf dem Intervall [0, 27]. Der Zusammenhang lautet

T((0) = i)

Wir parametrisieren die Ellipse C' mit dem Weg

1o
2Sln

cos(t
v:[0,27] = R?*  ~(t) = ( ((2)> :
Es gilt C' = ([0, 27]) und 7y|(p,2r ist eine injektive Immersion (sogar eine Einbettung).

Die Ableitung lautet
o [—sin(?)
(1) = <§cos(t)> '

Dies ist ein Tangentialvektor im Punkt (zy, z2) = v(t) = (cos(t), 5 sin(t)). Wir kdnnen
diesen Tangentialvektor beziiglich den Koordinaten (1, x5) also auch schreiben als

—21'2
)

Normieren wir nun noch diesen Vektor, so finden wir als positiv orientiertes Einheits-
tangentialvektorfeld:

1 _
T:C—R? T(r),1) = e < 12962) )
,/im%—kélx% 271

(e) Der Rand von U ist gerade C, also 0U = C. Wir haben bereits gesehen, dass
C = g~ '(1). Wir definieren nun die glatte Funktion

§:R* =R, g(z)=g(x)—1=2?+423 — 1.

Es gilt dg = g, und wir haben bereits gesehen, dass die Ableitung von ¢ in jedem
Punkt ausser (0,0) surjektiv ist. Somit ist § eine Submersion auf R? \ {(0,0)}. Jeder
Punkt in U liegt in R?\ {(0,0)}, dies ist also eine Umgebung von jedem x € oU.
Des Weiteren gilt

UNR*\ {(0,0)} = ((=00,0)) = {x € R\ {(0,0)} | §(x) < 0}
Somit ist U ein C*°-Gebiet.

8/11



D-ITET unD RW Analysis 2 ETH Ziirich
F. Ziltener Serie 7 F'S 2025

(f) Die Menge
U= {23 +4a35 < 1}

ist offen und ihr Abschluss ist gegeben durch
U = {23 + 423 < 1}.
Wie schon oben bemerkt ist der Rand von U also gerade

OU =U\U = {z] +4a5 =1} = C.

(g) Wenn wir die Kurve C' = 9U mit einem Weg ~ parametrisieren, so dass das
Gebiet U immer zur Linken (in Durchlaufrichtung) von + liegt, dann erhalten wir mit
der normiereten Ableitung T' = ||y||~'4 gerade das positiv orientierte Einheitstangen-
tialvektorfeld. Genauer ist das Vektorfeld T : C' — R? eine Abbildung definiert auf
der Kurve C und die Ableitung des Wegs + : [0, 7] — R? ist eine Abbildung definiert
auf dem Intervall [0, 27]. Der Zusammenhang lautet

1.
= TRon

Wir parametrisieren die Ellipse C' mit dem Weg

T(y(1))

v:10,2n] = R%, A(t) = <§C2§8)> '

Es gilt C' = ([0, 27]) und 7| 2 ist eine injektive Immersion (sogar eine Einbettung).
Die Ableitung lautet
. — sin(t))
() = .
®) <é cos(t)

Dies ist ein Tangentialvektor im Punkt (z, 22) = v(t) = (cos(t), 5 sin(t)). Wir kdnnen
diesen Tangentialvektor beztiglich den Koordinaten (z1,xs) also auch schreiben als

—25[)2
201 )

Normieren wir nun noch diesen Vektor, so finden wir als positiv orientiertes Einheits-
tangentialvektorfeld:

1 _
T:C —R?, T(x1,29) = ———= ( 12x2> .
V3ad +4zd \ 271
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Alternative Losung: Der Tangentialraum lasst sich finden anhand der Funktion
g(z) = 23 + 423 und dem dritten Teil eines Satzes aus der Vorlesung (Charakterisie-
rung des Tangentialraumes). Die Kurve ist gegeben durch C' = ¢g!(1), also ist der
Tangentialraum im Punkt x € C' gegeben durch

T,.C = ker(dg(z)).
Es gilt
dg(l') = (21’1 8(132) s
also

-2
ker(dg(z)) = {v € R? | 2x1v; + 8190y = 0} = {s ( %xxf) |s € R}.

Der Tangentialraum im Punkt z ist ein-dimensional und besitzt somit zwei Einheits-
vektoren, namlich

1= 77—\ 1 y V= m———| 1 :
\/ix%—i—élx% 311 \/ix%—i—élx% 371
Die positive Orientierung erhalten wir, wenn wir in jedem Punkt x € C' den Einheits-
tangentialvektor v wéahlen mit

det(Vg(z),v) > 0.
Da

det(Vg(z),v1) =

1 _
det (2331 22 (2 + 1622) > 0,

1
ot Rl I S
Jia? a3 \Br2 5T ) Via? + 43

gibt die Wahl von v; in jedem Punkt = das positiv orientierte Einheitstangentialvek-
torfeld.

(h) Per Definition gilt fir das Kurvenintegral
Xeds= [ X Tds= [ X((0) - T()IA0)] dt
[ Xeds= [ XoTds= [ X(0)- TO)IR0)]

) . .
= X(v(t)) - — Y(t dt:/ X(v(t)) - ~(t)dt.
X0 @ = [ X6)-40
Wir konnen fiir das Kurvenintegral eines Vektorfeldes also die Normierung des Tan-
gentialvektorfelds geradesogut weglassen und einfach das Wegintegral von X langs v
berechnen.

C’TX cds = /[07%])( (v()) - (1) dt = /O%; <_éossi(r715§t)> ' (;:;((:))) i
21 T

= /QW(l sin®(t) + 1cos2(t)> dt = —dt = =
o ‘4 4 0 2
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Alternative Losung: Wir wenden den Satz von Green an. Da C' = 9U und die positi-
ve Orientierung verwendet wird, ist das Kurvenintegral gleich dem zwei-dimensionalen
Integral von rot X tber U:

X -ds :/ rot X (z) dx.
cr U

Es gilt

rot X () = 0, X*(x) — 0 X' (2) = = +

DO | —

Also
1

1
/U rot X (z) dx g dx 5 /e dy 5 T

wobei wir im letzten Schritt die Substitutionsregel fiir den Koordinatenwechsel

(?Jhyz) = ($1,2$2)a also (xl,ifz) = ‘I’(yljy2) = (?Jh %92)
mit ¥(U) = B? und det(d¥) = 3, verwendet haben.

7.6. Integral der Rotation eines Vektorfelds
Eine Moglichkeit ist das Integral direkt zu berechnen. Es gilt
rot X (1) = 01 X*(x) — 0. X' (2) = 227 + ||z|* + 223 + ||=||* = 4|=|]*.
Und unter Verwendung von Polarkoordinaten und der Substitutionsregel finden wir:

r=1

= 2.
0

r=

1 2 1
/ rot X (z) dx = / / 4r?r dodr = 27r/ 47 dr = 27t

B2 0 Jo 0
Alternative Losung: Wir wenden den Satz von Green an. Es gilt

/ rot X (z) dx = X-ds:/ X - ds,
B2 st

oB2

wobei wir fiir das Kurvenintegral das positiv orientierte Einheitstangentialvektorfeld
verwenden miissen. Dies entspricht einer parametrisierung des Einheitskreises bei der
das Innere immer zur Linken liegt, also

v1[0,27] = R2, (t) = (2?1?5;))) '

Da ||7(¢)||> = 1 fiir alle ¢, finden wir

[ Xas= | "X () -4 () dt = / 7 (;f):é?) - (‘CELIEE;)) dt = Ozwmt —on
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