D-ITET unD RW Analysis 11 ETH Ziirich
F. Ziltener Musterlosung 8 F'S 2025

8.1. Kurve mit Rand, Koorientierung

(a)

X2

T1 = T9

(b) Seip=u1z9€ M.
Fall p; < 1: Wir definieren
Vii=1[0,1),  ¢i:[0,1) = R% dhily) = (v,9).

Die Abbildung ; ist eine glatte lokale Randparametrisierung von M, sodass p €
¥1(V1). (Uberpriifen Sie das! Betrachten Sie dazu U; := R x (—o0,1).)

Fall p, = 1: Dann definieren wir
Vai=[0,1),  a:[0,1) 5 R% tho(y) = (1 -y, 1 —y).

Die Abbildung v, ist eine glatte lokale Randparametrisierung von M, sodass p € ¥(V5).
(Uberpriifen Sie das! Betrachten Sie dazu Uy := R x (0, 0).)

Da die obigen Falle alle Moglichkeiten abdecken, folgt, dass M eine glatte Unterman-
nigfaltigkeit der Dimension d = 1 mit Rand ist.

Alternative Lésung: Wir konnen M wie folgt global parametrisieren (siehe Definition
zur parametrisierbaren Untermannigfaltigkeit im Skript von F. Ziltener):

vial R v = (4],
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Die Abbildung v ist glatt und es gilt M = ([0, 1]). Wir miissen noch zeigen, dass v
eine Einbettung ist. Es gilt
1
dip(y) = <1> :

Diese Matrix hat fiir alle y vollen Rang, also ist di)(y) eine injektive Abbildung von R
nach R2. Somit ist ) eine Immersion. Die Abbildung 1) ist offensichtlich auch injektiv
und die Umkehrung ist gegeben durch

v M —[0,1], ¥ Nx,z) =1,

was offensichtlich glatt ist. Die Abbildung ¢, genauer das Paar ((0,1),1) ist also
eine globale Parametrisierung von M und M somit eine glatte eindimensionale
Untermannigfaltigkeit von R? mit Rand.

(c) Wir definieren (V},1;), j = 1,2, wie in (b). Geméss Definition ist der intrinsische
Rand von M gegeben durch

oM = J{w(V N (R"1=° x {0})) | (V, ) lokale C* Randparametrisiernng von M |
=1 (Vin{0}) U (Ve N {0})
= {11(0),4(0)}
={(0,0),(1,1}.

Alternative Losung: Wir definieren die globale Parametrisierung (V1) wie in (b).
Der (intrinsische) Rand von M ist gegeben durch

oM = ¢(0V),

wobei

V= (0,1).

Es gilt also
OM ={(0,0),(1,1)}

(d) Wir suchen eine Abbildung v € C(M,R?), sodass
v(r) € T,M*, |lv(@)||=1, Vze M.

Mittels reiner geometrischer Uberlegungen sieht man, dass

=5 ().

wobei die andere Koorientierung durch —v gegeben ist.
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8.2. Kugelkappe, intrinsischer Rand, Koorientierung, induzierte Orientie-
rung des Randes, Fliacheninhalt.

(a)

(b) Fir z € ¥ gilt 23 + 23 + 22 = 1 und z3 > a. Somit muss gelten 23 + 23 < 1 — a?,
also (x1, z5) liegt in E%/m, der Kreisscheibe mit Radius v/1 — a?. Wir koénnen ¥ wie
folgt parametrisieren:

Y1
(O Ef/m =R Y(y,y2) = Y2

VI-vi — 93

Wir bemerken, dass v glatt ist (da y + y3 < 1) und 3 = w(ﬁf/@). Wir miissen
noch zeigen, dass 1 eine Einbettung ist. Dazu berechnen wir

1 0
dy (yb yz) = Oy1 1y2
VI 1P

Diese Matrix hat fiir jedes (y1, y2) Rang 2, also ist di)(yq, yo) eine injektive Abbildung
von R? nach R3. Somit ist v eine Immersion. Die Abbildung 1) ist auch offensichtlich
injektiv. Die Umkehrung zu v ist gegeben durch

_ = _ x
(0 D B?/@a (0 1(331,352,3?3) = (é) )

was offensichtlich glatt ist. Die Abbildung v, genauer das Paar (B\Z/@,w) ist al-
so eine globale Parametrisierung von 3 und X somit eine glatte zweidimensionale
Untermannigfaltigkeit von R® mit Rand.
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(c) Der (intrinsische) Rand von ¥ kann einfach mit der globalen Parametrisierung
bestimmt werden:

82 - 'Lp(aB\z/m%
wobei

63\2/@: {(y1,10) ER? |yl + 93 =1—a*}

der Rand der Kreisscheibe B\Q/m ist. Es gilt also

Y1
0% = { Y2 [(1,92) €R%, 4 + 93 =1 - a?}
V31— — 3
_ - R2 42 2 _1_ 2
={{w] |w0) R i +43=1-a%}.
a

(d) Eine Koorientierung von ¥ ist gegeben durch ein Einheitsnormalvektorfeld, also
eine stetige Abbildung

v:Y =R mit v(z)eT,Xt und |v(z)|=1 VoeX.

Also v(z) ist ein normierter Vektor, der orthogonal zum Tangentialraum 7,3 liegt.
Da ¥ C S? eine Teilmenge der Sphare ist, erhalten wir ein Einheitsnormalvektorfeld
auf ¥ durch die Einschrankung auf > eines Einheitsnormalvektorfeldes auf der Sphare.
Die zwei Koorientierungen auf S? sind

7:5° =R, pla)=x, und -—(x)=—ur

Somit sind
v:Y =R v@)=2, und —v(r)=-z

die zwei Koorientierungen auf .

Alternativ, und niitzlicher fiir den allgemeinen Fall, kann man ein Normalvektorfeld
anhand der Parametrisierung ¢ konstruieren. In jedem Punkt ¢(y) € X sind die
Vektoren 9,,1(y), 9,,%(y) € R® zwei unabhingige Tangentialvektoren. Somit liegt
ihr Kreuzprodukt 0,,1(y) x 0,,1(y) orthogonal zum Tangentialraum in ¢ (y). Durch
Normieren erhalten wir ein Einheitsnormalvektor:

1
10,9 (y) x Oy (y)ll

v(1h(y)) Oy (y) X 9y, (y)-
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Wir berechnen

Y1
! / VI
Ontblvn ) X Opblu) = | 0 x| L =

Y1 Y2

V1-yi-v3 V1-yi-y3 1

Das Quadrat der Norm ist gegeben durch

2 2
Y1 Ys
10,0 (Y1, y2) X Oy (y1, y2)||* = +1
” " 1—yi—vy3 1—yi—y3
v+ 5 1—yi — 3 1

Sl 1y 1y — 3

Wir finden also

ui
\/17y%fy§ U1
v(W(y1,y2)) = /1 — vy L= | = Y2 = Y(y1,y2)

1-y7—y
L V1—vi— o3

Dieses Einheitsnormalvektorfeld stimmt also mit v(z) = =z tberein. Die andere
Koorientierung ist gegeben durch —v.

(e) Die Koorientierung

1

v(v(y)) = Haylw(y) X ayQT/J(y)H

ayﬂb(?/) X awa(y%

welche durch die globale Parametrisierung 1 : B\Q/m — R3 bestimmt ist, induziert
eine Orientierung auf dem Rand 0X. Sie ist gegeben indem man die positive Orien-
tierung T'(y) auf 833/@ nimmt und mit der Ableitung der Parametrisierung di)(y)
nach T, 0% abbildet und normiert, also

1 N
= Tty iy W)

Wir haben die Ableitung diy bereits berechnet. Die positive Orientierung auf dem
Kreis 83\2/m ist das Einheitstangentialvektorfeld, sodass die Kreisscheibe B\Q/m
immer zur Linken liegt. Es ist gegeben durch

T:0% =R T((y))

. 3 1 _
T:0B%— = R%. Tly,y) = —ou [ 92).
= bw) = =0 ( "
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Wir berechnen:

1 0
1

— s 1 Y2
- 0 1 . - = |y
Vieae | wm W Y1 Vi—a|

Vievi-—s Vi

di(y1, 92)T (y1, ) =

Wir bemerken, dass dieser Vektor bereits normiert ist, da y? + y3 = 1 — a? fiir
(y1,92) € 88 . Die induzierte Orientierung auf dem Rand ist also gegeben durch
1 —Y2
TWy) = 7= v |,

V1 —a? 0

oder mit (21, T2, 3) = V(y1, ¥2) = (Y1, Y2, \/ 1—yi— y%)

1
g

T:0Y =R T(z)=——e
W=a |y

(f) Der Flacheninhalt von ¥ ist gegeben durch das folgende Fléchenintegral tiber X:
Vol (%) = / 1dA.
b

Im Fall der zweidimensionalen Fliche ¥ in R3, kann dieses Integral anhand der
Parametrisierung 1 : Ef/@ — R3, wie folgt berechnet werden:

/ 1dA = / 1000 (w) x bWl dy

wobei das Integral auf der rechten Seite einfach das zweidimensionale Riemann-Integral
iiber die Kreisscheibe E?/@ ist. Wir setzen

1

10y, 9(y) X Oy (Y)|| = ———=
V1I—vi =3

ein und verwenden Polarkoordinaten und die Substitionsregel, um das Riemann-
Integral auszurechnen:

]_ 27 1— ]_
1dA:/ - 4 :/ —— rdrd
/Z Eh /1_y%_y% y 0 0 V]__T2 ¢
Vi g r=vi—a?
T Vi T TV1I—=1? (1 —a)
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(g) Wir haben oben fiir a € (0,1) den Flicheninhalt der Kugelkappe {z € S?|z3 >
a} berechnet. Im Limes a — 0 erhalten wir den Flicheninhalt der Halbsphére
{z € §%|x3 > 0}. Dieser betréigt laut der Formel oben lim, ,o27(1 — a) = 2. Die
Sphire S? besteht aus den beiden identischen Halbsphéren {z € S*|z3 > 0} und
{x € S?|x3 < 0}, wobei der Schnitt der beiden Halbsphéren der eindimensionale
Kreis {z € S?|x3 = 0} ist, dessen zweidimensionaler Flicheninhalt Null ist. Der
Flacheninhalt der Sphéare betragt also zweimal 27:

Vol(5?) = 4.

8.3. Abgeschnittenes Paraboloid, intrinsischer Rand, Koorientierung, indu-
zierte Orientierung des Randes, Flicheninhalt.

()

(b) Wir zeigen, dass X global parametrisiert werden kann, siehe eine Definition
(parametrisierbare Untermannigfaltigkeit) in den Notizen von F. Ziltener. Fir alle
r € X gilt 23 + x5 < 13, also liegt der Vektor (z1, ) in Fio, der abgeschlossenen
Kreisscheibe mit Radius rg. Zu jedem solchen (1, z5) genau ein Punkt z € X, namlich
mit x5 = 1(2? + 23). Wir konnen ¥ also wie folgt parametrisieren:

n
—2
77Z) : Bro - R37 ¢(y1)y2) = L 2y2 )
5 (Wi +3)

Die Abbildung v ist glatt und es gilt ¥ = ¢(§3/m)~ Wir zeigen noch, dass 1 eine
Einbettung ist. Es gilt

1 0
d(yr,y2) =10 1
Yy Y2
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Diese Matrix hat fiir jedes (y1, y2) Rang 2, also ist di)(y;,y2) eine injektive Abbildung
von R? nach R3. Somit ist 1 eine Immersion. Die Abbildung v ist offensichtlich auch
injektiv und die Umkehrung ist gegeben durch

_ - _ X
w ! IR Big? ¢ 1(x1,x2,$3) = < 1>a

X2

was offensichtlich glatt ist. Die Abbildung v, genauer das Paar (Bfo, 1) ist also eine
globale Parametrisierung von Y und Y somit eine glatte zweidimensionale Unterman-
nigfaltigkeit von R® mit Rand.

(c) Der (intrinsische) Rand von ¥ ist gegeben durch
0% = (0B2),

wobei
0B = {(y1,42) € R* |y + 3 =13}

Es gilt also

n
(92:{ Y2 ’(9173/2)6R27y%+y§:r§}
31+ )
N
= { 1y22 ‘ (y1,92) €R?, yi + 5 =13}
270

(d) Eine Koorientierung von ¥ ist gegeben durch das Einheitsnormalvektorfeld

1

= 0, 0 )
v(¥(y)) 18,00 % 00 ()] YY) X 9y, U(y)
Wir berechnen
1 0 —h
Oy (Y1, y2) X Op0(y1,2) = | 0 | x [ 1 | = | —u2
0 Y2 1

Die Norm dieses Vektors ist

10y, 0 (Y1, y2) X Oy (y1, 1)l = /1 + 4t + 13-

Wir finden also als Koorientierung:
1 —Y

V<¢(ylay2)):— —Y2
Vitui+u\ 1
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In den Koordinaten (z1, z2, z3) auf R® kann dies wie folgt geschrieben werden:

1 T 1 —h
V()= ——m———— | —1 | = ———= | — 2

Vi+ai+a3 \ 1 vit2zs |
Die andere Koorientierung ist gegeben durch —v(z).
(e) Die durch die Koorientierung

1
1059 (y) x 0,0 ()]
bestimmte Orientierung des Randes 0¥ ist gegeben durch
1 ~
= =AY T(y),
ldy ()T (y)]]

wobei T'(y) die positive Orientierung auf 8?,%0 ist. Diese ist gegeben durch

v(¥(y)) Dy (y) X 0y, ¥ (y),

T:0% =R T((y))

- . 1 [—
T:0B: S R%. T(y,y) = — [ %
0o (yl yQ) To ( n
(Es ist das Einheitstangentialvektorfeld auf 8??0, sodass die Kreisscheibe B2 immer
zur Linken liegt). Wir berechnen:

B 1 1 0 — L (e

d(y1,y2)T (y1,y2) =— 0 1 |- < ) =~ | u
To

Y1 Yo

Wir bemerken, dass dieser Vektor bereits normiert ist, da y% + y% = 7"(2) fiir (yi,10) €

OB? . In den Koordinaten (1, s, x3) auf R? ist die induzierte Orientierung auf dem

Rand also gegeben durch

1 ("
T:0% =R T)=—|m
To 0

(f) Der Flacheninhalt von ¥ wird mit dem folgenden Fléchenintegral berechnet:

Volo(Z) = [ 1dA= [ 9,0(y) x i)l dy.

Wir haben bereits berechnet:

105,90 (y) X Dy (W)l = /1 +yF + 43
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Mit Polarkoordinaten und der Substitionsregel finden wir:

2T 7
V012(2)2/§2 \/1+y%+y§dy:/0 /()O\/1+r2rdrd¢
70

T 2 r=r 2 :
:27r/0\/1+r27“dr:§(1+7’2)% 0°:§((1+7~3)%—1).
0 r=

g) Wir wissen, dass der Flacheninhalt der Kreisscheibe Vol B2) = mr2 betrégt.
0 0
im Vob(Er) _

Der gefragte Grenzwert ist also
2ro\/1 + 13
li — 5 TV i 1+73 =1,

r0—0 VOl?(Bro) ro—0 L) ro—0 21 ro—0

wobei wir die Regel von de L’Hospital verwendet haben. Im Grenzwert r; — 0
stimmt also der Fliacheninhalt des Paraboloids X,, immer wie mehr mit der Flache

der Kreisscheibe Pio iiberein. Dies ist verntnftig, da fiir sehr kleines ry die Fléche
3, fast wie eine Scheibe in R? aussieht.

8.4. Fluss durch abgeschnittenes Paraboloid Laut einer Definition in den
Notizen von F. Ziltener (Fluss durch Hyperflache) ist der Fluss von einem Vektorfeld
X durch ¥ gegeben durch

/EVX.dA:/EX(x)-u(x)dA.

Im Fall von unserer zweidimensionalen Untermannigfaltigkeit ¥ C R® mit globaler
Parametrisierung 1 ist dieses Integral gegeben durch

/z,,X A= [ X (W) - 0,0(y) x 9,0 (y)) dy,

wobei im Integral das Skalarprodukt zwischen den Vektoren 0,,1(y) x 0,,%(y) und
X (¢(y)) vorkommt. Wir haben bereits berechnet:

—U1
ay1w(y1792) X ay2¢(y1>y2) =\ Y
1
Fur

0
X(x)=e3= {0
1
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ist das Skalarprodukt

0 —U
X)) - (0 ¢(y) x 0,9 (y)) = (O) : (3/2) =1.
1 1

Der Fluss ist also

/ X - dA = /7 1dy = Volo(B,,) = 2.
PNV B

X(x)q()

1 —h
X)) - (0 ¥(y) x 0,¥(y)) = (O) : (yz) = —u1
0 1

o O =

ist das Skalarprodukt

Der Fluss ist also
X'dA:—/i y1 dy = 0.
By

INZ

Das letzte Integral verschwindet dank einem Symmetrie-Argument oder man kdnnte
direkt in Polarkoordinaten rechnen

0 2
/Bm Yy dy = /0 /0 r? cos(¢) dedr = 0,
da [} cos(¢) d¢ = 0.

8.5. Gramsche Determinante fiir eine 3 x 2-Matrix.

Wir schreiben

A= (A A),

wobei A;, Ay € R? die Spalten von A sind. Die transponierte Matrix lautet

AT
AT = (L),
(31

also die Vektoren A, A, sind die Reihen von A”. Die Matrix-Multiplikation ergibt

ATA: Al'Al Al'AQ — ||Al||2 Al'AQ
Ay - Ay Ay Ay A Ay |47 )7
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wobei v - w das Skalarprodukt von zwei Vektoren v, w € R3 bezeichnet. Die Gramsche
Determinante lautet also

det(ATA) = [[Ar]*[|A2]]* — (A1 - A2)*.

Sei nun « der Winkel zwischen den Vektoren A; und As. Wir erinnern uns, dass die
Lange des Kreuzproduktes von A; und Ay gegeben ist durch

[ AL X Ag[| = [|Au[[[| Az sin(c).
Andererseits gilt fiir das Skalarprodukt:
Ay - Ay = [[ Al Az]| cos(a).

Somit finden wir

det(ATA) = [| A" A2]]* — (A1 - A2)* = [ A1 [P Ax]* — [| A1 ][] A2” cos® ()
= [[As[]*[| A2[|*(1 — cos™(@)) = [[As [[*[| Aa||* sin®(er) = | A1 x As|*.

Alternativ kann man direkt mit den Koeffizienten rechnen. Fiir v, w € R? gilt

VW3 — V3W3
VXWwW=|v3w; — w3 |,
Vijwz — VW

also

v x w||* = (vaws — v3ws)? + (V3w — vViwsz)? + (Viwy — vVowy )?
= v} (wj +w3) + vy (wi +w3) + v3(wi + w3)
— 21)1’(1)11)211)2 — 21)1’(1)11)3?1)3 — 21)2’(1)21)311)3
= (v} +v3 + v3)(w? + w3 + w3)
— v%w% — vgwg — vgwg — 201 W VWe — 2V W1 V3W3 — 2VaWaeVU3W3
= (v} + v + v3) (W} + wi + w}3) — (viw; + vawy + vawz)?
= [[oPflw]* — (v - w)*.
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