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11.1.

elektrostatisches Potential, Poissongleichung

(i) Wie in Ubungsserie 1 erwiihnt, besagt eine der Maxwellgleichungen, das Fara-

(ii)

11.2.

daysche Induktionsgesetz, dass
VXE= —atB.

Da wir annehmen, dass 0;B = 0, gilt also V x E = 0, d. h. die Rotation von
E verschwindet. Geméss einem Satz aus Analysis 2 ist E daher konservativ,
d. h. E besitzt ein Potential, d. h. es gibt eine Funktion ¢ : R? — R, sodass
E=-Vop.

Eine der Maxwellgleichungen, das Gauflsche Gesetz fiir das elektrische Feld,
besagt, dass

v-E="'.
€0

Da V¢ = —E, folgt daraus, dass

Agsz-Vgpz—V~E:—£.
€0

Positive Definitheit einer quadratischen Matrix.

Die Eigenwerte einer Matrix sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.
Das charakteristische Polynom der Matrix

a=(7 )

ist gegeben durch
pa(X) :=det (A1 — A)
A—2 -1
= det ( 1 A- 2)
=A=2)A=-2)-(-1)-(=1)
=\ —4)\+3.

Die Nullstellen dieses Polynoms sind geméss der Losungsformel fiir eine quadra-
tische Gleichung gegeben durch

—(—4) £ /(42 —-4-1-3
2.1

= 3 und 1.

Das sind also die Eigenwerte der Matrix A.
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(ii)

(iii)

(iv)
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Wie in der Vorlesung erwahnt, ist eine symmetrische Matrix genau dann positiv
definit, wenn alle ihre Eigenwerte (strikt) positiv sind. Da die Eigenwerte geméss
Teilaufgabe 11.2(i) durch die positiven Zahlen 3 und 1 gegeben sind, ist die
Matrix A positiv definit.

Das charakteristische Polynom der Matrix

A=

S =N

1 0
2 0
0 2
ist gegeben durch

pa(X) :=det (A1 — A)
A—2 -1 0
= det -1 -2 0
0 0 A—2

=((A=2)A=2) = (-1) - (-1))(A - 2)
= (M —4A+3)(A—2).
FEine Nullstelle dieses Polynoms ist A = 2. Die anderen Nullstellen sind geméss

11.2(i) die Zahlen A = 3 und 1.

Da die Eigenwerte geméss 11.2(iii) durch die positiven Zahlen 1,2, 3 gegeben
sind, ist die Matrix A positiv definit.

Das charakteristische Polynom der Matrix
0
0
-1

0
A= 1
0

S O =

ist gegeben durch

pa(N) = det ()\]l — A)
=A-DA-1DA=(=1)).

Die Nullstellen dieses Polynoms sind durch 1,1, —1 gegeben. Das sind also die
Eigenwerte von A. Da —1 negativ ist, sind diese Eigenwerte nicht alle positiv.
Daher ist A nicht positiv definit.

Bemerkung: Die Matrix A ist diagonal. Die Eigenwerte einer Diagonalmatrix
sind genau die diagonalen Eintrége der Matrix. Wir brauchen also das charakte-
ristische Polynom im diagonalen Fall gar nicht auszurechnen, sondern kénnen



D-ITET, RW Analysis 2 ETH Zirich
F. Ziltener Losungen zur Ubungsserie 11 FS 2025

11.3.
(i)

dann die Eigenwerte einfach an der Diagonale ablesen. Im obigen Fall sind die
diagonalen Eintridge die Zahlen 1,1, —1. Das stimmt mit der obigen Berechnung
der Eigenwerte iiberein.

Bemerkung: Wir kénnen auch direkt mit der Definition sehen, dass die obige
Matrix A nicht positiv definit ist. Fiir den Vektor v := (0,0, 1) gilt ndmlich

1-0
1-0
(=1)-1

vl Av = oT =0-0+0-04+1-(-1)=—1<0.

Daher gilt nicht fiir alle Vektoren 0 # v € R3, dass v Av > 0.

Elliptische, hyperbolische, parabolische Differentialgleichungen.

In den drei folgenden Teilaufgaben geht es um die Eigenschaft elliptisch. Wir
wiederholen aus der Vorlesung, wie diese Eigenschaft definiert ist. Eine lineare
PDG zweiter Ordnung heisst elliptisch g. d. w. sie durch Verschieben von Termen
in die Form

n n
Z QijUzix; + Z biul'i +eu=f (1)

ij=1 i=1

n

gebracht werden kann, und dabei fiir jeden Punkt = € U die Matrix (aij(m))l. i1

symmetrisch und positiv definit ist.
(a) Wir kénnen die PDG durch Verschieben von Termen in die Form

1
uxlan + *U,mle + 7“1‘2I1 + ul‘Q.’L’Q - 0

2 2

bringen, also in die Form (1), wobei die Matrix A := (a;; (m))w durch

(11 /2)
A= <1 /2 1
gegeben ist. (Wir verwenden hierbei, dass uz,z, = Ugys,, da wir zweite
partielle Ableitungen vertauschen diirfen.) Die Matrix A ist symmetrisch.

Aus Aufgabe 11.2(ii) folgt, dass sie positiv definit ist. (Warum?) Daraus
folgt, dass die gegebene PDG elliptisch ist.

Bemerkung: Alternativ kénnen wir diese Teilaufgabe l6sen, indem wir
eine Proposition aus der Vorlesung verwenden, die Elliptizitdt im Fall
U C R? charakterisiert. Diese Methode werden wir in der Teilaufgabe
11.3(ii) verwenden.
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(b) Wir kénnen die PDG durch Verschieben von Termen in die Form

uxm:l + §UCE1x2 + iuxQII + uIQCEQ + uI3CE3 = 0
bringen, also in die Form (1), wobei die Matrix A := (a;; (ZC))ZJ durch

1 1/2

/2 0
A=(1/2 1 o0
0 1

gegeben ist. Diese Matrix ist symmetrisch. Aus Aufgabe 11.2(iv) folgt,
dass sie positiv definit ist. (Warum?) Daraus folgt, dass die gegebene PDG
elliptisch ist.

In den zwei folgenden Teilaufgaben geht es um die Eigenschaften hyper-
bolisch und parabolisch. Wir wiederholen aus der Vorlesung, wie diese
Eigenschaften definiert sind. Wir betrachten eine offene Teilmenge U des
R™*1 Wir schreiben die Standardkoordinaten in R™! als t,z1,...,z,.
Seien

aijybiye, f 1 U CR™ 5 R, i,j=1,....n

stetige Funktionen. Wir definieren den Operator L durch

n n
Lu:=— Z iUz, + Zbium + cu. (2)
ij=1 i=1

Wir betrachten die partiellen Differentialgleichungen

Ut -+ Lu = f, (3)
u + Lu = f. (4)

Eine lineare PDG zweiter Ordnung heisst hyperbolisch (respektive parabo-
lisch) g. d. w. sie mittels Verschieben von Termen und einer lokalen Koor-
dinatentransformation in die Form (3) (respektive (4)) gebracht werden
kann, wobei fiir jeden Punkt (¢,2) € U die Matrix (a;;(t, x))” symmetrisch
und positiv definit ist. (Diese Matrix steckt geméss (2) in Lu drin.)

(c¢) Wir kénnen die PDG durch Verschieben von Termen in die Form

1 1
Ut — (Umm + §Ux1:z:2 + 5“9&2961 + u12w2> =0
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bringen, also in die Form (3), wobei die Matrix A := (a4;(t, :1:))” durch

(11 /2>
A= <1 /2 1
gegeben ist. Da diese Matrix symmetrisch und geméss Aufgabe 11.2(ii)

positiv definit ist, folgern wir, dass die PDG hyperbolisch ist.
(d) Wir kénnen die PDG durch Verschieben von Termen in die Form

1 1
Ut — (umlccl + 5“1’1132 + 5“3@‘21‘1 + ul‘2732) = O

bringen, also in die Form (4), wobei die Matrix A := (a4;(t, a;))” durch

(1 1/ 2)
A= <1 /2 1
gegeben ist. Da diese Matrix symmetrisch und positiv definit ist, folgern

wir, dass die PDG parabolisch ist.
(ii) (a) Durch Verschieben von Termen kénnen wir die PDG in der Form
11Uz 2y + 2+ A12Uz 2y + 22Uy, + b1UL, + DoUgy, +cu = f (5)
schreiben, wobei
ai1(z) =sin(x1), a2 =2, axp=1, b =0, b=-1, c=-7 f=0.
Die Diskriminante der PDE ist daher
D = aj1a99 — a%Q
= sin®(zy) - 1 — 2
<-3 (da |sin(t)] <1, Vt € R)
< 0.
Geméss einer Proposition aus der Vorlesung ist die gegebene PDG daher
hyperbolisch.

(b) Durch Verschieben von Termen kénnen wir die PDG in der Form (5)

schreiben, wobei

1

ar(z) =1, app= —5 ax(r) = 1—|—m%, b1 =0, by=0, c(z)=-x1, f=

5/9



ETH Zirich Analysis 2 D-ITET, RW
FS 2025 Losungen zur Ubungsserie 11 F. Ziltener

Die Diskriminante der PDE ist daher

2
D = ajjaze — ajs

2 1 2
—1.(1 B
(1+ad)-(~3)
3 2
ZZ (dax220)
> 0.

Gemaiss einer Proposition aus der Vorlesung ist daher die gegebene PDG
elliptisch.

11.4. Variablentransformation fiir eine PDG auf R2.

(i) Wir nehmen an, dass u € C?(R?) die PDG

6/9

Uz ze = 0 (6)

16st. Wir folgen dem Tipp und integrieren die PDG zuerst nach z5. Wir erhalten
r2 / /
iy (@1,22) = 1y (@1,0) + [ 1y, (@1, 25)dr

2

= Uy, (21,0) +/ 0 dx
0

= Uy, (21,0)

=: f(:cl)

Wir integrieren diese Gleichung nach x1 und erhalten
u(ry, z2) = u(0, ) + /Ozl Ugy (@], 2)d)
—u(0,z2) + [ flah)do}
= G(x2) + F(x1), (7)
wobei
F,G:R—R, F(f):= /Ox Fdt, G() = u(0,0).

Jede Losung der PDG (6) hat also die Form (7).
Umgekehrt 16st fiir jedes Paar von Funktionen F,G € C%(R) die Funktion

u:R? = R, u(z1,x2) == F(z1) + G(22) (8)
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die PDG (6). Es gilt namlich

JLJ;(FM + G(w2)) = dig(F/(xl) +0) =0.

(ii) Sei u € C%(R?) eine Losung von
Ug gy = 0.
Wir definieren
Vi=uUo cp*l.
Wir schreiben
v =(p',9%).

Wir folgen dem Tipp, setzen die Gleichheit v o ¢ = u in (6) ein und erhalten

0= ug
2
= ( (”yi o (p) g0;1> (wegen v o ¢ = u und der Kettenregel)
i=1 o
= Z (inyj © 30) @%290;1 + Z (vyi o ‘P) ‘P;lxg 9)
i,j=1 i=1

(mittels der Kettenregel und der Produktregel = Leibnizregel).

Nun berechnen wir die partiellen Ableitungen von . Wir haben

n@ = (1), m@=(") eam@=())

Durch Einfiillen in (9) erhalten wir

0= Vyryr = Vyryn + Vyoyr — Vyoys-
Wegen des Satzes von Schwarz gilt vy, y, = Vy,y, - Wir erhalten daher

(10)

Vyr1y1 = Vyaya-

Indem wir dieses Argument riickwérts durchlaufen, folgt umgekehrt, dass fiir jede
Losung von (10) die Funktion u := v o ¢ die PDG uy,4, = 0 16st. (Uberpriifen
Sie das!)
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(iii)

(iv)

Bemerkung: Der Ausdruck (9) kann wie folgt vereinfacht geschrieben werden.
Wir definieren die Hesse-Matriz von v im Punkt y als

— (9.9. 2 _ v (Y) Ve (V)
Hy(y) == (azajv(y))i’jzl = (ijyi(y))ij = ( Uylyg(y) Vs (v) ) .

Das ist die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen von v im Punkt g. Diese
Matrix haben Sie in Analysis 2 kennengelernt. Der Ausdruck (9) ist gegeben
durch

ol (Hy o 0)pa + (V) 0 9) - 0pia,.

Die gefundene PDG aus (10) ist die Wellengleichung mit Konstante ¢ = 1. Sie
ist hyperbolisch.

Die PDG wuy,», = 0 kann geschrieben werden als

. 1
11 Ug 2z, + 2012Ug 2 + A22Uzoe, = 0, wobei a11 =0, a2 = 5 G2 = 0.

Die Diskriminante der PDG ist daher

1
2
aj1age — ajg = —1 < 0.

Also ist die PDG ug,,, = 0 nach einer Proposition aus der Vorlesung hyperbo-
lisch.

Alternativer Beweis davon: Der Typ einer linearen PDG zweiter Ordnung?'
ist invariant unter jeder Koordinatentransformation, d. h., er bleibt gleich, wenn
wir die Koordinaten transformieren. (Das folgt aus der Definition des Begriffs
Typ.) Da die Wellengleichung hyperbolisch ist und die PDG uz,,, = 0 durch
eine Koordinatentransformation in die Wellengleichung iiberfiithrt werden kann,
ist die PDG uz,4, = 0 also auch hyperbolisch.

Seien F, G € C%(R) und u gegeben durch (8). Gemiss Teil (i) 16st u die Gleichung
Uz, 2o = 0. Gemdss (ii) 16st darum die Funktion

U::uo<p_1

die Wellengleichung (10). Um v konkreter zu beschreiben, berechnen wir ¢ ~!:

Es gilt

(a1, 22) = G —11) (i;)

'Mit dem Typen einer solchen PDG meinen wir Elliptizitit, Hyperbolizitit, Parabolizitit oder
keinen Typ. Wie wir in der Vorlesung gesehen haben, gibt es auch PDG, die keinen dieser drei
Typen haben.
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und darum

= (1 1) ()

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass

<a b)l_ 1 <d —b)
c d ad—bc\—c a/’

Daher gilt
T+ T2
v =3 (5 )6 = (0 2e
2
Dabher gilt
(w1, w2) = wop ! (z1,22)
Sr(E) e (), m

Diese Funktion 16st also die Wellengleichung (10).

Ein &hnliches Argument zeigt, dass jede Losung der Wellengleichung (10) die
Form (11) hat. (Uberpriifen Sie das!)
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