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Losung 17

1. Aufgabe

Als erstes schreiben wir die angegebenen Gleichungssysteme in der Matrixform (A|c). Mit dem Gauss-Verfahren
formen wir diese dann in ein dquivalentes Gleichungssystem (A*|c*) in Trapezform um. An der Trapezform
konnen wir das Losungsverhalten untersuchen und anschliessend das Gleichungssystem sukzessive von unten
nach oben l6sen.

(a) Es gilt
1 1 2 0]1 1 1 2 0] 1
Aey=| -3 2 o0 1|5 | 22210 5 6 1| 8
8 —2 -2 2|0 /) # % \o —-10 -18 2| -8
11 2 0]1
Zet2Z g 5 6 1|8 | = (A%
00 —6 4|8

Daher erhalten wir Rg(A4) = Rg(A|c) = 3. Da es sich um ein (3, 4)-System handelt, existieren also unendlich
viele Losungen mit 4 —3 = 1 Parameter. Wir wéhlen x4 =t € R als Parameter und rechnen von unten nach

oben
_ 42 16, T
=gk mEa oL I E g T gk

(b) Die Matrix A, die mit diesem Gleichungssystem verbunden ist, ist

1 1 -1
-2 0 1
A=15 5 o
2 6 -3
Ferner gilt
1 1 -1 2 1 1 —1] 2
-2 0 1| -2 | zerem | O 2 1| 2
(Ale) = 5 1 2| 4| Zez |0 =6 7|-6
2 6 -3| 5 /) %2 \o 4 —-1] 1
11 -1 2 11 -1 2
Z4—2Z5 0 2 -1 2 Z4—37Zs 0 2 -1 2 | e
Zotsze | 0 0 4| 0 00 4| o =@l
00 1|-3 00 0|-3

Daher erhalten wir Rg(A) = 3 # Rg(A|c) = 4. Das System besitzt also keine Losungen.
(c) Es gilt

2 5 -1 0] -1 0 21 15 —8|—27
(Ale) = -1 8 8 —4|-13 | zi42z | -1 8 8 —4|-13
= 4 2 —16 10 0 | Zs14z, 0 34 16 —6|—52
0 1 1 —4| -1 0 1 1 —4| -1
1 8 8 —4]-13 18 8 —4]-13
Tt 71 0 21 15 —-8| =27 Z5—347, 0 0 -6 76| —6
} 0 34 16 —6|-52 | 2 212, 0 0 —18 130 | —18
0 1 1 —4| -1 0 1 1 —4| -1
-1 8 8 —4|-13 1 8 8 —4|-13
ZssZ4 0 1 1 4| -1 Z4—375 0 1 1 —4 | -1 .
E 00 -6 76| -6 ’ 00 -6 76| -6 |=@AI)
0 0 —18 130 | —18 00 0 —98 0

FS 2025 1



m Mathematik II

Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich Prof. Dr. E. W. Farkas
Swiss Federal Institute of Technology Zurich Selim Gatti

Daher erhalten wir Rg(A) = Rg(A|c) = 4. Da es sich um ein (4, 4)-System handelt, existiert also genau eine
Losung. Wir rechnen von unten nach oben

x4 =0, 3 =1, Ty = —2, x1 = 5.

(d) Die Matrix A, die mit diesem Gleichungssystem verbunden ist, ist

1 2 3
A={11 0
02 6
Ferner gilt
12 3|0 1 2 3|0 1 2 3]0
Ae=[1 1 0]0 | Z2 |0 -1 3]0 | 225 [0 -1 =3[0 | =(4%c)
02 60 0 2 6|0 0 0 0]0

Daher erhalten wir Rg(A) = Rg(A|c) = 2. Da es sich um ein (3, 3)-System handelt, existieren also unendlich
viele Losungen mit 3 —2 = 1 Parameter. Wir wéhlen x5 =t € R als Parameter und rechnen von unten nach
oben

T = —3t, xr1 = 3t.

2. Aufgabe

Wir berechnen das Produkt der beiden Matrizen und erhalten
e 1 d -b a b
T det(A) \—¢ a J\c d

1 ad — be 0
det(A) 0 ad — be

3. Aufgabe

(a) Entwicklung nach der ersten Zeile liefert

A0 1
det(A) =det [ 0 A—=1 =2 | =A2\=1)+2-3]+1[0-3—-1-(A—1)] =2A + 3+ 1.
1 3 2

Es folgt

1
det(A) =0 <= A= —1oder A = —3
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(b) (i) Die lineare Gleichung Az = 0 ist genau dann nur trivial 16sbar, wenn det(A) # 0, beziehungsweise
AeC\{-1,—1} ist.

(ii) Die lineare Gleichung Az = 0 besitzt genau dann nichttriviale Lésungen, wenn A € {—1, f%} ist.

Anwendung des Gauss-Verfahrens liefert ndmlich im Falle A = —1
-1 0 1]0 -1 0 110 . -1 0 10
0 —2 —2|0 | &2y o —2 —o|o |22 01 10
1 3 2|0 0 3 3|0 ) o~ 00 00
T =z,
= Yy=—=z
z beliebig,
und im Falle)\:f%
1 1
-1 0 110 ~1 0 110 -1 0 2]/0
2 _9). 2 _9).
0 -2 —2]0 | 22 003 40 | 2225 0 3 4]0
1 3 2|0 ) &4 03 4|0 ) %7 000|0
r =2z,
=1 y=—3z
z beliebig.

(c) Dies ist der Fall genau dann, wenn det(A) # 0, beziehungsweise, A € C\ {—1, -1} gilt.
(d) Unabhingig von A ist

stets eine Losung von Ax = b. Dies lésst sich vermuten, indem man bemerkt, dass die letzte Spalte der
Matrix A dem Vektor —b entspricht.

e Im Falle A € C\ {—1,—1} sind dies bereits alle Lésungen da det(A) # 0 und z = A~'b.
e Im Falle A = —1 haben wir gesehen, dass die Losung von Ax = 0 wie folgt geschrieben werden kann
(vegl. (b))

—1
t

, teC.

Daher besitzt jede Losung 21 von Ax = b die Form

0 t t
r_1 = 0 + |1 —-t] = —t s t e C.
-1 t t—1
e Im Falle \ = —% haben wir gesehen, dass die Losung von Ax = 0 wie folgt geschrieben werden kann
(vel. (b))
2t
4
—3t], teC.
t

Daher besitzt jede Losung x_ /5 von Az = b die Form

0 2t 2t
I_l/g = 0 + _gt = —gt 5 t e C.
-1 t t—1

Alternativ ist es moglich, das Gauss-Verfahren zu verwenden, um die oben genannten Losungen zu finden.
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4. Aufgabe

Die fraglichen Gleichungssysteme Ax = 0 sind homogen und quadratisch. Somit besitzen sie genau dann nicht-
triviale Losungen, wenn die Determinante der gegebenen Matrix verschwindet (ist die Determinante ungleich
null, dann wiire die einzige Losung die triviale).

(a) Hier gilt

A 1 B 9
det(1 _2)\>——2>\ — 1.

Also ist det(A) = 0 genau dann, wenn A\ = ﬁ oder A = —%.
(b) Die Determinante ist

24 A 0 0 0

_|_
2-X 0 0
det 0 2-A2 0 0 =@2+Ndet | -2 X -1
1 -2 X -1 b1
2 -4 1 =)

= (2+)\)(2—)\)det< _IA j ) =2+N2-N\?+1),

wobei wir zweimal nach der ersten Zeile entwickelt haben. Also hat das Gleichungssystem nicht-triviale
Losungen genau dann, wenn A = £2 oder A\ = +i.
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Multiple Choice

1. Ergebnis: (d).
Eine quadratische Matrix M ist invertierbar, genau dann wenn det(M) # 0. Hier haben wir
det(A)=4-1-2-3=-2, det(B)=2—-1=1 und det(C) = cos?(p) +sin’*(p) = 1.
Daher sind A, B und C invertierbar. Es gilt aber
det(D) = (cos(y) — isin(p)) (cos(p) +isin(p)) — 1 = cos®(p) + sin?(p) — 1 =0,

was zeigt, dass D nicht invertierbar ist.

2. Ergebnis: (b).

Es gilt
1 1 2 -1
M=[-1|(1 2 -1)=[-1 -2 1
2 2 4 =2
Ferner gilt
1 2 - 1 2 -1
M=[-1 -2 1|22%(0 0 o
2 4 —2) #7727 \o o0 o0

Daher ist Rang(M) = 1.
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