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Losung 19

1. Aufgabe

(a) Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms und hier die Losungen der Gleichung
(V3=A)2+1=7—-2/3\+4=0.
Damit erhalten wir:
Kartesisch: \{ = V3 +i, =X =+v3—i.
Polar: \; = 2’5, Xy =\ =2e'%.

(b) Damit v ein Eigenvektor von B ist, muss gelten

(7 ) G- () ()

mit A = A oder A = Ay aus (a). Setzen wir Ay ein, folgt b = 1. Setzen wir Ay ein, folgt b = —1. Da nach

Annahme b > 0, ist der gesuchte Vektor somit v = ein Eigenvektor von B zum Eigenwert A;.

1
1

(¢) Damit w ein Eigenvektor von B ist, muss gelten

V3 —1 -\ _ [ —-iv3—y o

1 V3 y —i+ /3y y )’
mit A = Ay oder A = Ay aus (a). Setzen wir A; ein, folgt y = —1. Setzen wir Ay ein, folgt y = 1. In Frage
kommen also die Vektoren ( :i) als Eigenvektor zum Eigenwert A; und ( ]i) als Eigenvektor zum Eigenwert

Ao. Da Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten linear unabhéingig sind und hier A; # Aq ist hier

v = _12 mit y = 1.
2. Aufgabe
(a) Wir berechnen mit dem Gaussverfahren
1 0 2 -1 10 1 0 2 -1 10
10 -1 0 2 0 Z5—22, 0 -1 0 2 0
@o=19 9 3 40| Zza o2 -1 1 |o
1 -2 1 v+8]0 0 -2 -1 »+9]0
1 0 2 -1 0 1 0 2 -10
254275 0o -1 0 2 0 Z4—273 0 -1 0 210
Za+Zs3 0 0 -1 5 0 0 0 -1 510
0 0 -2 v+10]0 0 0 0 v |0

Somit gibt es eine eindeutige Losung oder unendlich viele Losungen, je nachdem ob v # 0 oder v = 0 (in
der Tat ist det(A) = v wie man nachrechnen kann).

e Falls v # 0 ist die eindeutige Losung die triviale

o O oo
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e Falls v = 0 16sen wir das Gleichungssystems von unten nach oben. Die dritte Zeile liefert
—23+5x,=0 = x4=1t, x3=0>5t tekR.

Die zweite Zeile ist dann
—To+2t=0 = x9 = 2t.

Schliesslich ist z; = —9t¢. Die Losungsmenge ist also in diesem Fall
-9t
2t . -
=\ 5 | mit ¢ € R beliebig.
t

(b) Die genau gleichen Zeilenumformungen wie in Teilaufgabe (a) kénnen wir fiir das Losen des Systems Az = b
brauchen. Wir miissen nur daran denken, jeweils auch die Spalte b in der erweiterten Matrix (A[b) umzu-
formen. Man erhilt auf diese Weise

1 0 2 -1 1 1 0 2 -1]1
0 -1 0 2 |1 0 -1 0 2|1 e

Moy =15 9 5 S lw |7 710 0 -1 5w |ZWF)
1 -2 1 v+8|3 0 O 0 v | —w

e Falls v # 0 gibt es eine eindeutige Losung und zwar von unten nach oben gelost

142w+ 9w/v
—1-2w/v
—w — bw/v
—w/v

e Falls v = 0 hingt die Losbarkeit von w ab. Falls v = 0 und w # 0 ist das Gleichungssystem nicht

losbar.

e Falls v = 0 und w = 0 16sen wir das Gleichungssystem von unten nach oben. Die dritte Zeile liefert
—r3+514=0 = xz4=t, wx3=0>5t teR.

Die zweite Zeile ist dann
—xo+2t=1 — x5 =2t — 1.

Schliesslich ist 1 = 1 — 9¢. Die Losungsmenge ist also in diesem Fall

1—-9t
T = 2t5; L ,  mit t € R beliebig.

t
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3. Aufgabe

Das charakteristische Polynom von B ist

5-A 4 2
det(B—M)=det[ 4 5-X 2 |=..=—(\-1)>%\-10).
2 2 2-)

Die Matrix B hat also den doppelten Eigenwert 1 und den einfachen Eigenwert 10. Einen Eigenvektor zum
Eigenwert 1 finden wir mit Zeilenoperationen:

210 4 4 2]0
210 | =Z=2,( 0 0 0]0
110 00 0]0

4
4
9 Z3—1/27,

N~

Der Rang dieser Matrix ist 1, also ist der Eigenraum zweidimensional. Wir erhalten somit den Eigenvektor

t
s , s,t € R.
—2t —2s

1

Beachten Sie, dass zwei linear unabhéngige Eigenvektoren zum Beispiel gegeben sind durch

t 0
T1,1 = 0 s te R, 1,2 = S s s €R.
—2¢ —2s

Ferner finden wir einen Eigenvektor zum Eigenwert 10 mit Zeilenoperationen:

-5 4 210 Zata/5Z -5 4 210 -5 4 210
4 -5 202—/1> 0—%1—;0% 0 -2 1810
Z342/5% 1 36
2 2 =810 3 ! 0 = =10 0 0 0]0
Damit ist der Eigenvektor zum Eigenwert 10 gegeben durch
2t
9= |2t], teR.
t

FS 2025



m Mathematik II

Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich Prof. Dr. E. W. Farkas
Swiss Federal Institute of Technology Zurich Selim Gatti

4. Aufgabe (Priifung Sommer 2022)
(a)

det(A) = p — 1.
(b)
1 1 -1
Alt=-|-3 -5 7
-1 -3 3
(c) Wir fithren Zeilenoperationen durch:
1 0 1 1 0 1 1 0 111
11 —202 | 225001 31 |22 101 3|1
2 1 -1]3 ) %27 \o 1 -3]1 00 00

Wiéhlen wir x3 =t € R als freien Parameter, so ergibt sich zo =1+ 3z3=14+3tund z1 =1—23=1—1¢.
Die gesuchten Losungen sind daher

1-t¢
r=|1+4+3t], teR.
t
(d) Das charakteristische Polynom von B ist
—-2-A 4 2
det(B — \) = det 5 —9-X =5 | =...==-X\+14).
3 -5 -3-A

Die Matrix B hat also den doppelten Eigenwert 0 und den einfachen Eigenwert —14. Einen Eigenvektor
zum Eigenwert 0 finden wir mit Zeilenoperationen:

2 4 2 2 4 2]0 1 -1 —1]0
5 -9 —5|0 | 222, o 0o olo |20 0o o]0
3 -5 —3/0 3 -5 —3/0 3 -5 —3/0

1 -1 —1]0
L34 g 0 0]0
0 -2 010

Daraus ergibt sich 3 =t € R, 9 = 0 und 1 = x2 + x3 = t. Der Eigenvektor ist also
r=10], t e R.

Normiert ist dieser Vektor wenn 1 = ||z|| = V2 + {2, also wenn t = +1/+/2.
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Multiple Choice

1. Ergebnis: (a).

Die Aussage (a) ist falsch, da die Matrix (é (1)) einen doppelten Eigenwert A = 1 besitzt. Die Aussage (b) ist

wahr. Um dies zu sehen, multiplizieren wir die Gleichung Az = Az auf beiden Seiten mit A~!:
AN Az) = A7 .

Vereinfacht wird dies = A~*Az. Wenn wir noch )\ auf die linke Seite bringen, erhalten wir %x = A~ 'z. Die
Aussage (c) ist wahr, da die Diagonaleintrige einer Diagonalmatrix die Eigenwerte dieser Matrix sind. Wenn
0 dabei ist, ist das Produkt der Diagonaleintrége gleich Null. Dieses Produkt ist hier die Determinante der
Matrix, also 0, und damit ist die Matrix nicht invertierbar.

2. Ergebnis: (b).

Das lineare Gleichungssystem besitzt genau dann nicht-triviale Losungen, wenn die Determinante der Koeffi-

A2 ) = —2)? — 8 und die Gleichung —2A? — 8 = 0 hat genau

zientenmatrix verschwindet. Es ist det < 4 9\

A = 2i oder A = —2i als Losungen.
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