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Losung 23

1. Aufgabe

(a) Die Gleichung der Tangentialebene der Fliche z = f(x,y) im Punkt (2, —2,1/4) ist gegeben durch

z = f(Qv *2) + aacf(Qv *2)(‘% - 2) + ayf(2a 72)(y + 2)

Es gilt:
5f(2_2)_ﬂ =0 af(Q_Q)_ﬂ _8_1
R @+ 92 o= o (@2 + 9% | 4y)=2—2) 64 8
Die gesuchte Tangentialebene ist also die Fliche
1 1
{(Q:,y,z) eER? |z = 5 + Sy}.
(b) Nach der Kettenregel ist (mit x = r cos(¢) und y = rsin(yp))
of ox Of dy
o Fp =219 9 %
ox Or + dy Or
—z% +y? —2zy .
= it cos(p) + ek sin(y)

_ —23 4 2y? — 22y?
(22 + y2)5/2
. r
(22 + y2)3/2
r cos(y)

sowie

of ox of oy
o F=2L. 22 20 2
v 0r Op + dy Oy
—2 4 y? . —2zy
RCESER (—rsin(p)) + @t -1 cos(yp)
2%y —y°® — 2%y
(22 1 y2)2

(c) Setzen wir die Parametergleichungen in die Funktionsgleichung ein, so erhalten wir

rcos(p)  cos(p)

F(r,o) = f(rcos(p), rsin(p)) = S =
und es folgt
o.F — = COE(SO)7 0, F = —sin(yp)
r r
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2. Aufgabe

Mit der Kettenregel erhalten wir

_9of o=  Of Oy
88F_8x 8s+8y Js
= 22y +9°) - 1+ (2° + 22y) - 1

= day + 2% + 2.
Setze G(s,t) = 4axy + 2% + y? = g(x(s,t),y(s,t)). Dann gilt

O0ss F' = 0,G
dg 0 dg O
_099 0z 09 by

" Ox 0Os Oy s
=4y+2z) -1+ 4z +2y)-1
=6(x +y) = 12s,

wobei wir im letzten Schritt benutzen, dass x + y = 2s. Analog folgt

8StF == 8,56'
_Og . or

R
0z Ot Oy Ot
= (dy+2z) -1+ (4o 4+ 2y) - (1)

=2(y —x) = —4t,
und

_of or of o
e TR WY
= (2zy +y?) - 1+ (2° + 2zy) - (—1)

S
Setze H(s,t) = —a? + y? = h(x(s,t),y(s,t)). Dann gilt

OunF = 0:H
_on or on
oxr Ot Jdy Ot
= (=22) -1+ (2y) - (=1)
= —2(z+y) =—4s.
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3. Aufgabe

Da f(—z,—y) = f(x,y), ist mit jedem kritischen Punkt (x,y) auch (—z,—y) ein kritischer Punkt derselben
Art. Der Gradient von f ist

yet Y — 4y

mit Nullstellen bei

(z,y) € {(0,0), (0,1 2log(2)) , (:t\/310g(2),0>}.
Die Funktionswerte dort sind f(0,0) =1, f (O,i\/M) =4—-8log(2) und f (:I:\/m, 0) = 8—241og(2).

Die Hesse-Matrix von f lautet
i (x ) B <amgf ayxf) 5 (1 4 2x2)6x2+y2 _8 2xyem2+y2
&Y= Owyf Oyyf) 2wyer +v’ (1 —1—23/2)6952“‘7/2 —4 )

Speziell in den kritischen Punkten ist

H:(0,0) = ( *014 36 ) = A >0, 0 f(0,0) = —14 < 0,
-8 0
Hy (O,i 210g(2)) = ( 0 s2l0g(z) ) = A<O

0 8

Hy (iM7 0)

Im ersten Fall handelt es sich daher um ein Maximum, im zweiten um einen Sattelpunkt, im dritten um ein
Minimum. Man beachte jedoch, dass beide Extrema nur lokal sind, da f weder nach oben noch nach unten
beschrankt ist. Es gibt also weder ein globales Maximum noch ein globales Minimum.

( 961og(2) 0 > — A >0, 9,,.£(0,0) = 961og(2) > 0,

4. Aufgabe

Der Gradient von f ist

322 4 4z

mit Nullstellen bei

9 27
(z,y) =(0,0) und (z,y)= (4’_16> )
Die Funktionswerte dort sind f(0,0) = 0 und f(%, —%(73) = %_ Die Hesse-Matrix von f lautet

6x + 4y 4dx
e = (Y50 V).

Speziell in den kritischen Punkten ist
0 0
Hs(0,0) = <O 6) = A =0,
2

9 27 2 g
(2228 = (1 A < 0.
f<4’ 16) ( 6>:> <0

In beiden Féllen handelt es sich um Sattelpunkte; im ersteren da f nahe bei (0,0) sowohl Werte grosser als
auch Werte kleiner als f(0,0) = 0 annimmt, im letzteren da die Diskrimante A negativ ist.

[NoRhin |
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Multiple Choice

1. Ergebnis: (b).

Es ist 0, f(x,y) = v/(z), da y fest gehalten wird. Genauso

Oyf(x,y) = ’U/(y), 8yyf(x7y) = 'Ull(y) und azzf(xa y) = U/I(x)'

Das Beispiel f(z,y) = sin(x) + cos(y) ist von der Form f(z,y) = u(z) + v(y) und zeigt, dass die Ableitungen
Oz f und Oy, f nicht verschwinden miissen. Die erste und die dritte Antworten kénnen wir also ausschliessen.
Aber es ist

awyf($>y) =0= 8y$f(x’y)a

denn 0, f(z,y) = v/(x) und «'(z) hdngt nur von z ab, also verschwindet die partielle Ableitung nach y.
2. Ergebnis: (b).

Falls es eine solche Funktion f gibt, gilt Oyy f = Oy. f. Es sind
Outp = 8@;50 = 8y'¢ =0,
8zw = 5mX = 2z,
OyXx = 2y.

Nur bei 0, f =+ und 0y f = ¢ ist Opyf = Oy f, denn

awyf = ayw =0= 69090 = awa

3
Eine Losung ist zum Beispiel f(z,y) = r + Cly, fiir eine Konstante C' € R. In den drei anderen Féllen gilt

3
oy f 7# Oyaf.
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