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1. Aufgabe

(@) (i)

Es gilt
8mf(x7y) = 3y - 3352, 5yf(w,y) = 31[,’ - 3y2

Die notwendigen Bedingungen fiir kritische Punkte sind somit

0 = 3y-—322
0 = 3z—3y%
Es muss also gelten
y = 2%
T — y2 = 07

und damit 16st « die Gleichung
0=x—2*=2(1-2%).

Dies ergibt die kritischen Punkte (0,0) und (1,1). Mit
Ove f(2,y) = =62, Opyf(z,y) =3 und Oy f(z,y) = —6y,

erhalten wir
A = oo [ (2,9)0yy f (2, y) — Oy f (2, y)* = 362y — 9.

Dies ergibt an der Stelle (0,0)
A=36-0-0—9<0,

und somit ist (0,0) ein Sattelpunkt. Weiter folgt an der Stelle (1,1)
A=36-1-1-9=27>0.
Nun gilt 9, f(1,1) = —6 und damit ist (1, 1) ist ein lokales Maximum.
Wir berechnen die partiellen Ableitungen
dz9(x.y) = y* +sin(x), Jyg(z,y) = 2ay,
und erhalten kritische Punkte durch

0 =9 +sin(z), 0= 2xy.

Aus der zweiten Gleichung folgt, dass entweder x oder y Null sein muss. Fiir x = 0 liefert die erste
Gleichung y = 0 und fiir y = 0 folgt * = kx, k € Z. Damit sind alle kritische Punkte gegeben durch

(z,y) = (km,0), mitkeZ.

Zur Bestimmung des Typs berechnen wir 0,,9(z,y) = cos(x), Ozyg(z,y) = 2y und 9y,g(x,y) = 2z,

und es folgt
A = 0,09(%,9)yyg(x, y) — Onyg(w,y)? = 22 cos(x) — 4y,

Im Punkt (km,0) haben wir

d = A =2kmwcos(km)
2k, fiir k£ gerade,
= 0, fir k=0,
—2km, fiir £ ungerade.
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Das gibt folgende Félle:

k>0 gerade = dp, > 0, 0329(km,0) =cos(km) =1> 0= lokales Minimum,

k>0 ungerade =dp<0= Sattelpunkt,

k=0 =d,=0= keine Entscheidung moglich,
k<0 gerade =dp, < 0= Sattelpunkt,

k<0 ungerade = di >0, Opeg(km,0)=-1<0= lokales Maximum.

Schliesslich konnen wir sehen, dass der Punkt (0,0) ein Sattelpunkt ist, da es fiir € nahe bei 0 gilt

g(—e3,e) = —® — cos(—¢?).

Das bedeutet, dass fiir kleine negative ¢ < 0 gilt
9(76‘375) > g(oa 0) = 71a

und fiir kleine positive € > 0 gilt
g(_€375) < 9(0,0) =-1

Das kann man in Abbildung 1 sehen, wo die Funktion G(¢) := g(—¢®,¢) dargestellt ist.

-0:2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 1: Graph der Funktion G : [-1,1] — R.

(b) Der Definitionsbereich besteht aus dem unteren abgeschnittenen Teil der Kreisscheibe um (0, 0) mit Radius
5.

AY
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Die Extremalstellen innerhalb von D erfiillen

vien=(50) =) = @n-0o.

Um zu entscheiden, ob es Extrema auf dem Rand 0D von D gibt, betrachten wir zunéchst den Teil, der
durch das Segment mit der Hohe y = 4 gegeben ist. Die Menge der Punkte auf diesem Segment ist

ﬁz{(z,y)é@DCRQ‘xe[—&SL y:4}.

Hier betrachten wir als Einschréinkung von f auf die Randkurve P; P, die Funktion g mit
g(x) = f(x,4) = —22% + 15.

Dann ist g nicht konstant und somit nicht alle Randpunkte von P; P> Extrema. Um diese zu finden, rechnen
wir
gd(x)=—4z=0 = =0,

und da ¢”(z) = —4 < 0 fiir alle z € PP gilt, ist (z,y) = (0,4) ein lokales Maximum. Insbesondere ist
9(0) = f(0,4) = 15.

Dann betrachten wir den Teil des Randes, der durch den unvollstdndigen Kreis um den Punkt (0,0) mit
Radius 5 gegeben ist. Um die Extremstellen auf diesem Rand zu bestimmen, verwenden wir die Lagrange-
Multiplikatoren. Die Nebenbedingung ist durch die Gleichung des Kreises gegeben, also

$a,y) = 2® +y* —25=0.
Daher fithren wir eine neue Funktion ein

Az, y,A) = fz,y) + Ao(z,y),
und erhalten die folgenden Bedingungen
O Az, y,\) = 4z +2\x =0 =  z(—4+2)\)=0 = =0 oder A=2,
OyA(z,y, ) =2y + 2 \y =0 = y(2+2)) =0 = y=0 oder A= -1,
OA(z,y,\) =22 +y* — 25 =0.

Setzen wir A = 2, so folgt aus der zweiten Gleichung, dass y = 0 sein muss, und mit der dritten Gleichung
ergibt sich
2 49y? —25=0 = 2°+0°-25=0 = x = +5.

Setzen wir nun A = —1, so muss geméss der ersten Gleichung x = 0 gelten, und mit der dritten Gleichung
ergibt sich
2497 —25=0 = 0 +1?—25=0 = y = +5.

Unsere Kandidaten fiir Extremstellen sind also (—5,0), (5,0), (0,—5), (0,5). Dabei ist zu beachten, dass
der letzte Punkt tatséchlich nicht auf dem Rand 0D liegt. Daher miissen wir nur die drei iibrigen Punkte
beriicksichtigen. Nach Einsetzen der gefundenen Extremalstellen und Vergleichen der Funktionswerte, das
heisst,

f(£5,0) = =51, f(£3,4)=-3, [f(0,0)=-1, [f(0,4)=15 und f(0,-5)=24,
sehen wir, dass die gegebene Funktion

e cin globales Maximum bei (0, —5) mit f(0,—5) = 24, und
o zwel globale Minima bei (+5,0) mit f(£5,0) = —51

besitzt.
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2. Aufgabe

Der Abstand des Punktes (z,%, 2) vom Ursprung ist genau dann minimal, wenn das Quadrat z2 + y? + 22
des Abstands minimal ist. Wir haben also die Funktion

f@y,2) =2 +y* +2°
zu minimieren und zwar unter der Nebenbedingung
g(x,y,2z) =2x+3y+2z—14=0.
Wir wollen einen Lagrangemultiplikator verwenden. Dazu sei A die Funktion
Aw,y,2,A) = fz,y,2) + Ag(2,y,2).
Jetzt miissen wir kritische Punkte von A finden. Es gilt

2z 4 2\

2y 43X

2z + A
2r4+3y+z2—14

VA(z,y,2,A) =

Dieser Gradient ist gleich Null wenn z = =\, y = —3A/2, z = —\/2 und
0=20+3y+2z—14=—21—9)/2 — \/2 — 14 = —7\ — 14.

Daraus ergibt sich A = =2, x = 2, y = 3 und z = 1. Insbesondere gibt es nur einen kritischen Punkt
P = (2,3,1). Da die Funktion f die Abstandsfunktion (im Quadrat) ist, kann dieser nur ein Minimum sein.
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Multiple Choice

1. Ergebnis: (c).

Die Steigung der in impliziter Form gegebenen Kurve F(z,y) = 2? — 3y* — 1 = 0 im Kurvenpunkt (2o, o)
ist mit impliziter Differentiation

02 F'(0,0)
Vi 9y
Y\To,Y%) = —5 =, -
( 0 O) ayF‘(:L‘Oa yO)
Einsetzen liefert 9 9
y/(%,yo) =20 7:60-
—6yo  6yo

2. Ergebnis: (b).

Es ist L
1 py 1 2 |T=Y 1,2 3 |y= 1
// xdwdy:/ <x )dy:/ yfdy:yf -
0 JO 0 2 =0 0 2 6 y=0
Die drei anderen Integrale sind jeweils % Zum Beispiel:
1 Yy 1 _ 1 yS y=1 1
/ / ydwdy:/ (yzl;=0) dy:/ yvidy=S| =3
o Jo 0 0 y=0
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