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Multiple Choice
1. Aufgabe [20 Punkte]
Lineare Algebra:
MC1. Ergebnis: (C).
Es gilt
1 -2 1 0 1 -2 1 0 ) 1 -2 1 0
Zo—271 ZQ'E
A= 2 1 -3 5] ——1[ 0 5 -5 5 — 0 1 -1 1
4 -7 1 =2 ) N0 1 -3 —2) %32 \0 0 -2 -3

Das impliziert, dass Rang(A) = 3.
MC2. Ergebnis: (D).

Mit der Regel von Sarrus folgt

1 2 =3
det {-1 2 3 | =6+6-6+6+6+6=24
1 -2 3

MC3. Ergebnis: (A).

Multipliziert man eine Zeile einer Matrix mit einem Skalar A, so multipliziert sich die Determinante
ebenfalls mit A\. Multipliziert man die gesamte Matrix A mit A, so multipliziert man n verschiedene
Zeilen mit A\, und insgesamt multipliziert sich die Determinante mit A". Es gilt also

det(2A) = 2" det(A),

und die Aussage (A) ist im Allgemeinen falsch.

MC4. Ergebnis: (B).

Es gilt
1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1
A o 0 1 O Z3—71 0 1 O Z3—2Z2 0 1 O Z4—623 0 1 0
o 1 3 1 Z4—371 O 1 2 Zy+373 0 0 2 0 0 2
33 3 0 -3 6 0 0 12 00 O

Dabher ist Rang(A) = 3.
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MCS5. Ergebnis: (B).

Es gilt
3+tV9—4

det(A— ML) =X =3\ +1=0 = o= 5

o5

3

5 +
MCG6. Ergebnis: (B).

Hier ist det(A) = 0, daher sind die Spaltenvektoren von A linear abhéngig.
Gewdhnliche Differentialgleichungen:

MCT7. Ergebnis: (B).

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung 1.0Ordnung vom Typ

Y (@) + f(@)y(z) = g(x),

wobei f(z) =1 und g(x) = —z. Durch Variation der Konstanten wissen wir, dass die Losung der
homogenen Differentialgleichung y'(z) + f(z)y(z) = 0 lautet

Ynom () = K exp ( - /f(x)dx) = K exp(—x),

fiir eine Konstante K € R. Um die inhomegene Differentialgleichung zu 16sen, kénnen wir den
folgenden Ansatz benutzen

y(x) = K(z) exp(—2),

was impliziert

Wir erhalten somit

y(x)+yx)+z=(K'(x) — K(z))exp(—z) + K(x)exp(—z) +z
= K'(x)exp(—z) +z = 0.

Durch Integration folgt hieraus

K(z) = —/:L’exp(x)dx =(1—z)exp(z) +C,

fiir eine Konstante C' € R. Die inhomogene Differentialgleichung besitzt damit die allgemeine
Losung

y(r) = [(1 —x)exp(z) + C’] exp(—x)
= Cexp(—z) —z +1,

fiir eine Konstante C' € R.
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MCS. Ergebnis: (B).

Da —3 die einzige Nullstelle des charakteristischen Polynoms der Differentialgleichung ist, erhalten

wir als Ansatz
y(z) = Cre” " + Cowe™™,

fiir Konstanten C, Cy € R.
Multivariate Funktionen:
MC9. Ergebnis: (D).

Wir setzen y = x — 1 in die Funktion ein und vereinfachen das resultierende Polynom
flro—1)=2*(z -1+ (-1 -1=2° -2z =x2(z> - 2).

Dies ist 0 genau dann wenn x = 0, x = V2 oder x = —/2. Einsetzen dieser z-Werte in y=x—1

liefert die Schnittpunkte (0, —1) und (+v/2, £4/2—1). Der gesuchte Punkt ist damit (v/2,v/2—1).

MC10. Ergebnis: (A).

Wir schreiben g(x,y) = 22 + y? — 1, wobei die Nebenbedingung als g(x,y) = 0 aufgefasst wird.
Wir benutzen nun die Lagrange-Multiplikatoren-Methode. Dass heisst, wir berechnen

Vf=AVg = @) - @ig)

Daraus folgt

und zusammen mit der Nebenbedingung erhalten wir

1 1
F+§:1:>>\172::|:\/§

Hieraus erhalten wir zwei verschiedene Punkte

=) = ()

Einsetzen in f ergibt

Somit haben wir in P; ein Maximum und in P, ein Minimum.
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Aufgaben

2. Aufgabe (Priifung Sommer 2021) [5 Punkte]

-1 1 pu 1
Sei A die Matrix A= | u 2 —1 | miteinem Parameter 1 € R und sei b der Vektorb= | 0
3 1 =2 -1

(a) [1.5 Punkte] Bestimmen Sie alle Parameter p € R fiir welche die Determinante von A gleich
Null ist.

Lo6sung:

Mit Sarrus erhalten wir
det(A) =4 — 3+ p® —6p — 1+ 2u = p* —4p = p(p — 4).

Es folgt

det(A) =0 <= pu=0 oder pu=4.

(b) [1.5 Punkte] Bestimmen Sie alle Parameter 1 € R fiir welche die zwei Vektoren b und AT
linear abhéngig sind.

Losung:
Die zwei Vektoren b und A”b sind linear abhiingig, wenn es einen Skalar A\ € R gibt, so
dass
b= ATb. (1)
Hier gilt
-1 pu 3 1 —4
A= 1 2 1 0]=|( o
wo -1 =2 -1 o+ 2
Daher kann (1) gelten, nur wenn A = —4 und pu = 2.
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(c) [2 Punkte| Berechnen Sie den Rang von A in Abhéngigkeit von p fiir alle p € R.
Losung:

Wir wissen bereits aus (a), dass det(A) = 0 fiir p = 0 und p = 4. Insbesondere hat A

vollen Rang genau dann, wenn p ¢ {0,4}. Die Félle 4 = 0 und p = 4 werden separat
betrachtet mit Zeilenumformungen. Fir p = 0 gilt

11 0 11 0 11 0
0 2 —1| 284, 1o 2 —1]222 0 2 -1
3 1 —2 0 4 —2 0 0 0

Die Matrix hat also Rang 2 wenn p = 0. Fiir 4 = 4 gilt dhnlicherweise

11 4 —1 14\ (-1 10
4 02 —1] 282 1o 6 15| 2222 [ o 6 15
3 1 —2/) 2%\ o 4 10 0 0 0

Auch in diesem Fall hat die Matrix Rang 2.
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Aufgabe (Priifung Sommer 2019) [5 Punkte]

[5 Punkte] Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems 2. Ordnung

y"(z) + 3y (z) + 2y(z) = 42 + 122 + 6,
y(0) =0,
y'(0) =1

Losung:

Zunéchst 16sen wir die homogene Differentialgleichung
y'(x) + 3y (z) + 2y(z) = 0.
Hierfiir miissen wir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
N +30+2=0

ausrechnen. Es gilt

 3+v0-4.2  -3+1

A
1,2 5 7

— )\1 :—1, )\2:—2,

woraus die homogene Losung
Yhom (7) = Cre™ " + Coe™™, C),C, € R,
folgt. Fiir die inhomogene Gleichung betrachten wir den Ansatz
Yinh(2) = Az® + Bz + C.
Einsetzen in die Ausgangsgleichung
y'(x) + 3y (x) + 2y(x) = 42® + 120 + 6

ergibt
2A + 6Ax + 3B + 242 + 2Bx + 2C = 42* + 122 + 6,

und folglich mit dem Koeffizientenvergleich
2A=4=A=2 6A+2B=12=B=0, 2A+3B+2C =6= C =1 = yjnn(v) = 22> + 1.
Die allgemeine Losung ist somit

Y(T) = Ynom () + Yinn(¥) = Cre ™ + Coe ™ + 222 + 1, C),Cy € R.

Fiir das Einsetzen der Nebenbedingungen brauchen wir zunédchst die Ableitung der allgemeinen

Losung
Y (r) = =201 — Coe ™ + 4a.
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Einsetzen ergibt

1= y/(O) == —201 - 02.

Das addieren der beiden Gleichungen ergibt C; = 0 und folglich C5 = —1.
Die Losung der Differentialgleichung ist somit

{Ozy(O>IC1+CQ+1,

y(z) =22° —e "+ 1.
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