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Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

Serie 8 - Losungen

MC 8-1. (Gesetz der grossen Zahlen) Seien X7, Xs,... unabhingig und uniform verteilt auf [0,1]. Welche
Aussagen sind korrekt? (Mehrere Antworten sind moglich.)

(a) %2?21 X; — % fast sicher
(b) L3 (X; — %) — O fast sicher
(c) ﬁ i, X; — & fast sicher

(d) ﬁ (X — %) — 0 fast sicher

Losung: Nur (a) und (b) sind wahr.
(a) Wahr, wegen Gesetz grofler Zahlen.

(b) Wahr, wegen Gesetz grofier Zahlen.

(¢) Falsch, denn sonst ginge ﬁ S (X;—1) fast sicher gegen —oo, daher auch in Verteilung gegen
—00, was aber wegen des zentralen Grenzwertsatzes nicht stimmt.

(d) Falsch, denn sonst ginge % > (X; — 1) auch in Verteilung gegen Null, was aber wegen des
zentralen Grenzwertsatzes nicht stimmt.

MC 8-2. (Zentraler Grenzwertsatz) Seien X, Xo,... unabhingig und uniform verteilt auf [0, 1] und sei Z
standard-normalverteilt. Welche Aussagen sind korrekt? (Mehrere Antworten sind moglich.)

(a) P> X;>3)—=0
(b) P(; >, (Xi—3) >3) =0

(©) P 1, Xi > 5) 5 B(Z > )

(@) P T (Xi—3) > 5) 5 B(Z > })

Losung: Nur (b) ist wahr.
(a) Falsch, denn aus Symmetrie-Griinden gilt P( > | X; > 1) =1
(b) Wahr.

Allgemeines Argument. Wegen des Gesetzes groBer Zahlen konvergiert 1 3" | (X; — 1) fast

sicher gegen Null und das impliziert Konvergenz in Wahrscheinlichkeit gegen Null.
Spezielles Argument. Aus X; € [0,1] folgt = >" | (X; — 1) < 3. Die angegeben Wahrschein-
lichkeit ist also 0, fiir alle n.

(c) Falsch.
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Intuition Der Term ﬁ Sor, X, ist die Summe aus ﬁ >r (X; — %), was in Verteilung kon-
vergiert, und /n/2, was gegen oo geht. Daher geht die angegebene Wahrscheinlichkeit
gegen 1.

Formales Argument Fiir alle k € N gilt:

n

L 1< . 1
llrlnil@gfp(\/ﬁ;)(i > %) = llrlnigfp(ﬁz (Xl- — %) >

i=1

N

o

n

> limiut P( 72 50 -

i=1

N[

)>f@:szfm
Die rechte Seite ist beliebig nahe an 1, fiir hinreichend grosses k. Daher konvergiert
P(ﬁ S, X > 3) gegen 1.

(d) Falsch. Der korrekte Limes ist P(Z > %) fiir Z ~ N(0, Var(X1)), wobei
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Aufgabe 8-3. (Nicht-lineare Regression, Supervised Learning)

(a) Sei P die Verteilung von (X,Y), fir X uniform verteilt auf [0, 1] und fiir Y gegeben X normalverteilt mit
Mittelwert sin(X) und Varianz 1. Welche stetigen Funktionen f : [0, 1] — R minimieren E((Y —f(X))?),
wobei E den Erwartungswert unter P bezeichnet?

(b) Sei P, die empirische Verteilung der unabhéngigen P-verteilten Zufallsvariablen (X1,Y1), ..., (Xy, Ys).
Welche Funktionen f € C([0,1]) minimieren E,,((Y — f(X))?), wobei E,, den Erwartungswert unter P,
bezeichnet?

Konvergieren fiir grosses n die Minimierer von (b) gegen Minimierer von (a)?

Losung:

(a) Der eindeutige Minimierer ist die Funktion f*(x) = sin(z). Sie minimiert E((Y — f(X))?)
iber alle messbaren Funktionen f, und somit insbesondere tiiber alle stetigen Funktionen f,
weil f*(X) = E(Y|X). Der Minimierer ist eindeutig bis auf Borel-Nullmengen und wegen der
zusédtzlich geforderten Stetigkeit insgesamt eindeutig.

(b) Jede stetige Funktion f* mit f*(X;) = Y1,..., f*(X,) =Y, ist ein Minimierer, aus folgendem
Grund. Die Zufallsvariablen X; sind fast sicher paarweise verschieden. Daher ist Y gegeben X
fast sicher konstant und es folgt E, (Y |X) =Y. Eine Funktion f erfiillt Y = f(X) genau dann,
wenn f(Xl) = Yla c 7f(Xn) = Yn

Minimierer von (b) sind nur auf n Punkten eindeutig bestimmt und kénnen daher beliebig weit vom
Minimierer von (a) abweichen. Somit gibt es im Allgemeinen keine Konvergenz der Minimierer.

Anmerkung: Das Problem lésst sich z.B. durch Einschranken auf Funktionen mit |f’(z)| < 1 beheben.

Aufgabe 8-4. (Poisson-Verteilung) Fiir jedes n € N sei X,, binomialverteilt mit Parametern n € N und
A/n. Dementsprechend kann X,, als Summe von unabhéngigen Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen mit
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linear abnehmender Erfolgswahrscheinlichkeit gesehen werden. Zeigen Sie, dass X,, in Verteilung gegen die
Poisson-Verteilung konvergiert, d.h.

Aree—>
vk e {0,1,...}: lim P(X,, =k)= ——

Anmerkung: Das Beispiel illustriert, dass neben dem Gesetz der grossen Zahlen und dem zentralen Grenzw-
ertsatz zahlreiche weitere Limiten von Interesse sein kénnen; hier etwa ein Limes seltener Ereignisse.
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Aufgabe 8-5. (Monte Carlo Approximation von m) Beweisen Sie, dass der Monte-Carlo Algorithmus [I]
numerische Approximationen 7, liefert, sodass E(r,,) = 7 und E((7, — 7)?) < 3/n.

Losung: Die Approximationen lauten
4 n
T = — E 15(X;), X1, Xs,... unabhingig uniform auf [-1,1]>, B = {z cR?:|z| < 1}.
n
i=1

Die Zufallsvariablen 15(X;) sind Bernoulli-verteilt mit

E(15(X;)) = P(| X;|| < 1) = -(Fliche von B) / (Fliche von [~1,1]%) = %,
Var(lp(X,) = B (X)) (1 - BIp(X) = T(1-F) < T3 = =

Daraus ergibt sich fiir den Erwartungswert und die Varianz von m,:

E(m,) = 4E(1p(X1)) =,
16 3
n 16

3_\03

Var(m,) = %Var(]lg(Xl)) <
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