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Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

Anwendungsbeispiele und Priifungsvorbereitung

Aufgabe 13-1 (Batching) Betrachten Sie den Machine-Learning Algorithmus zum Erkennen handgeschriebener
Ziffern in [1] und beantworten Sie folgende Fragen:

(a) Wie lautet die Verlustfunktion?
(b) Welcher Optimierer wird zum Minimieren der Verlustfunktion eingesetzt?

(¢) Welche Gradienten verwendet das Optimierungsverfahren und sind diese zuféllig oder deterministisch?

MC 13-2 (Universalitiit) Sei F' eine universelle Menge von neuronalen Netzen f : R? — Rund g : R? — R
eine stetige Funktion. Welche Aussagen gelten fiir alle € > 0?7 (Mehrere richtige Antworten sind moglich.)

(a) Vn € N,Vzy,...,7, e REIf € FVie {1,...,n}: |f(z;) — g(zs)| < e
(b)
(¢) Vn e N,3f € F,Vz € [-n,n]*: |f(z) — g(z)] < e.
(d) 3f € F,Vn € N,Vz € [-n,n]?: |f(x) — g(x)| < e

3f € FYn € N,Vay, ...,z € REVIi € {1,...,n} : |f(x;) — g(z:)| < e

MC 13-3 (Approximationsfehler). Sei F' eine universelle Menge von neuronalen Netzen f : R? — R.
Welche Aussagen gelten fiir den empirischen Verlust

L) =3 (f(Xiw) - Yiw))®

i=1

beziiglich eines Datensatzes von unabhéngigen, identisch verteilten Beobachtungen (X;,Y;), i € {1,...,n}?
(Mehrere richtige Antworten sind méglich.)

(a) infrer L(f) = infrccmar) L(f)
(b) argminser L(f) C argminscc(ra gy L(f)
(c) infrer L(f) = inf e p E(f(X1) — Y1)?)

MC 13-4 (Machine Learning als inverses Problem). Wir betrachten den empirischen Verlust eines
ReLU Netzes auf einem Datensatz von Paaren reeller Zahlen (x;,y;):

Z(fe(mi)—yi)2, 0 = (w,a,b) € R™ x R™ x R™, fo(z) :Zwimax{oaaix‘i‘bi}'
i1 i=1

1

L(0) = —

0=

Welche Aussagen sind fiir hinreichend grosses m korrekt? (Mehrere richtige Antworten sind méglich.)
(a) Es gibt genau ein 6* € argming L(6).

(b) Es gibt genau ein * € argming L(#) und 6* hingt stetig von den Daten (z;,y;) ab.
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(c) infy L(0) hingt stetig von den Daten (z;,y;) ab.
(d) infy L(6) = 0.

MC 13-5 (Losungsbegriff Bayesianische Optimierung). Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (0, A, m)
betrachten wir eine messbare Funktion L : © — R mit Minimierer * € argming L(#) und Minimum m =
L(6*). Welche der folgenden Aussagen treffen auf m,-verteilte Zufallsvariablen 6,, zu, wobei

n (dO) x exp(—nL(0)mo(db), n € N.
(Mehrere richtige Antworten sind méglich.)

L(6,,) — m in Wahrscheinlichkeit.

(a
(

b) L(6,) — 0 in Wahrscheinlichkeit.

)
)
(¢) 6, — 0* in Wahrscheinlichkeit.

)

(d) 6, — 0* in Wahrscheinlichkeit, falls L stetig ist.

MC 13-6 (Invarianz unter der Langevin-Dynamik). Sei 6 eine R%-wertige Zufallsvariable mit Dichte-
funktion proportional zu exp(—L(6)/e), fiir eine messbare Funktion L : R — R und € > 0. Ferner sei W
unabhéngig von 6y und standardnormalverteilt. Unter welcher Dynamik ist 7 infinitesimal invariant im Sinn
von

4
dt

E(f (G(t))) =0, fiir alle Testfunktionen f.
t=0

(Mehrere richtige Antworten sind méglich.)

(a) 0(t) = =V L(6(1)), 6(0) = o

(b) O(t) = —=VL(O(t)) + \/2t/eW, 6(0
(c) 0(t) = 6o — tVL()

() 6(t) = 6o — tVL(0(0)) + \/2t/eW

MC 13-7 (Gradientenfluss). Sei L : R? — R eine glatte Funktion mit einem eindeutigen globalen
Minimum 6* und sei 6, € R?. Welche Aussagen sind im Allgemeinen korrekt? (Mehrere richtige Antworten
sind moglich.)

(a) Wenn L ein quadratisches Polynom ist, konvergiert der Gradientenfluss gegen 6*.

(b) Wenn L kein quadratisches Polynom ist, kann der Gradientenfluss divergieren.

(¢) Wenn L kein quadratisches Polynom ist, kann der Gradientenfluss gegen 6 # 0* konvergieren.
)

(d) Der empirische Verlust eines neuronalen Netzes ist im Allgemeinen kein quadratisches Polynom.

MC 13-8 (Aktivierungsfunktion). Welche der folgenden Funktionen Aktivierungsfunktionen liefern uni-
versale neuronale Netze? (Mehrere richtige Antworten sind maoglich.)

(a) f(z) = max(0,z)
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Aufgabe 13-9 (Tests fiir Mittelwert und Standardabweichung). Zwei verschiedene Methoden wur-
den verwendet, um die Schmelzenthalpie von Wasser zu messen. Methode A lieferte bei 10 Messungen eine
durchschnittliche Schmelzenthalpie von 6.0 kJ/mol bei einer Standardabweichung von 0.2 kJ/mol. Methode
B lieferte bei 5 Messungen eine durchschnittliche Schmelzenthalpie von 5.6 kJ/mol bei einer Standardabwe-
ichung von 0.1 kJ/mol. Die Standardabweichungen wurden ohne Besselkorrektur berechnet.

(a) Testen Sie auf einem Signifikanzniveau von 5 %, ob die beiden Methoden dieselbe Standardabweichung
haben.

Hinweis: Der Quotient von zwei unabhingigen y2-verteilten Zufallsvariablen ist F-verteilt, und die
Quantile der F-Verteilung sind in Tabellen oder Statistik-Software verfiigbar.

(b) Testen Sie auf demselben Signifikanzniveau, ob sich die Mittelwerte der beiden Methoden signifikant
unterscheiden.

Hinweis: Verwenden Sie den t-Test von Welch [2].

Aufgabe 13-10 (Parameterschitzung fiir Exponentialverteilung). Die Lebensdauer T (in Stunden)
einer Gliithbirne unter extremen Bedingungen wird als exponentialverteilt mit unbekanntem Parameter A >
0 angenommen. Eine Stichprobe von 5 Glithbirnen wurde bis zum Ausfall beobachtet. Die gemessenen
Lebensdauern lauten Ty =4, Ty =4, T3=5, T, = 3. Beantworten Sie die folgenden Fragen:

(a) Schéatzen Sie den Parameter A und die mittlere Lebensdauer.
(b) Schitzen Sie die Uberlebenswahrscheinlichkeit S(3) = P(T > 3).

(¢c) Wenn eine Gliihbirne bereits 2 Stunden funktioniert hat, wie viele Stunden wird sie voraussichtlich
noch halten?

(d) Wenn zwei Glithbirnen unabhéngig voneinander betrieben werden, wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit,
dass beide linger als 3 Stunden halten?
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