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Aufgabe 0 (Multiple Choice)

0.MCO (logische Formel) Sei £ eine Signatur und P ein Relationssymbol (in der Signatur £) der
Stelligkeit 1. Wir betrachten die folgende logische Formel in Prafixform:

dx AVx VvV dx Px=xy = 2z
Durch welchen Quantor wird die Variable x an der roten Stelle (rechts in der Formel) gebunden?

(A) Jz (schwarz, ganz links in der Formel)
(B) V&
(C) Jz (blau, in der Mitte der Formel)
(D)

D) Keinen. (Die Variable 2 wird an der roten Stelle nicht gebunden.)

0.MC1 (Modell) Erinnerung: Die Signatur der Gruppentheorie ist Lg := {e, 0}. Zwei der Axiome
der Gruppentheorie sind gegeben durch:
GTy : ‘v’xVsz(x o(yoz)=(roy)o z)
GTy: Vzdy(yox =e)

Seien e, «, 5 verschiedene Objekte. Wir definieren den Bereich A := {e, a, #} und die Abbildung
0:A%? = A x A — A durch die folgende Verkniipfungstabelle:

Wir definieren die Abbildung M auf Lgt durch
eM=Mle) i=e, oM = M(o) :=o.
Das Paar (A, M) ist

(A) kein Modell von GTy und kein Modell von GTs.
(B) kein Modell von GTy und ein Modell von GTs.
(C) ein Modell von GTy und kein Modell von GT,.
(D) ein Modell von GT; und ein Modell von GT,.

0.MC2 (Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre) Wir bezeichnen mit ZF das Zermelo-Fraenkelsche
Axiomensystem und definieren die einstelligen Relationssymbole fin und P durch

fin z ;< z ist endlich.

Px :+» x enthalt genau ein Element.

Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

(A) ZF - 3aVz(z € 2)
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(B) ZF + EIsz(ﬁnz — 2z € x)

(C) ZF I 3aVz(Pz — z € 1)
(D) keine der obigen drei Aussagen

0.MC3 (Ordinalzahl) Wir schreiben w fiir die Menge der natiirlichen Zahlen. Welche der folgenden
Mengen ist keine Ordinalzahl?
(A) {{31
B) {0}
© {0:{0.0}. 0}
(D) {{w}uw}u{w}uw
0.MC4 (Injektion, Surjektion, Bijektion) Wir bezeichnen mit ZFC das Zermelo-Fraenkelsche

Axiomensystem zusammen mit dem Auswahlaxiom und betrachten die folgenden Aussagen:

P: “In ZFC gilt: Seien X,Y Mengen, sodass es eine Injektion von X nach Y und eine Surjektion
(:= surjektive Funktion) von X nach Y gibt. Dann gibt es eine Bijektion von X nach Y.

Q: “In ZFC gilt: Seien X, Y Mengen, sodass es eine Surjektion von X nach Y und eine Surjektion
von Y nach X gibt. Dann gibt es eine Bijektion von X nach Y.”

Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

0.MC6 (modulare Arithmetik) Welchen Rest lisst 111'2° beim Teilen durch 1277

Wir wechseln hier zur in der Mathematik iiblichen Sichtweise, dass ein Satz, d. h. eine geschlossene Formel, eine
Aussage ist. Das ist nicht wortlich der Fall. Strikt genommen wird ein Satz erst durch eine Interpretation zu einer
Aussage.

2Damit meinen wir, dass die Aussage in jedem Modell von ZFC wahr ist.
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0.MC7 (Eulerscher Kantenzug, Eulertour) Wir betrachten den folgenden (ungerichteten) Gra-
phen G:

5
4 3
1 2
(Die Knoten dieses Graphen sind die roten Punkte 1, ..., 5. Die schwarzen Strecken zwischen den

Knoten sind die Kanten.) Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

(A)
(B)
(C) In G gibt es keinen offenen Eulerschen Kantenzug, und es gibt eine Eulertour.
(D)

In G gibt es keinen offenen Eulerschen Kantenzug und keine Eulertour.

In G gibt es einen offenen Eulerschen Kantenzug und keine Fulertour.

In G gibt es einen offenen Eulerschen Kantenzug und eine Eulertour.
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Aufgabe 1 (formaler Beweis einer Formel)

Seien o und [ (wohlgebildete logische) Formeln. Beweisen Sie die Formel a A § formal aus der Menge
von Formeln {«, 5}.

Aufgabe 2 (Wohlordnungsprinzip und Auswahlaxiom)

Zeigen Sie, dass aus ZF und dem Wohlordnungsprinzip WOP das Auswahlaxiom AC folgt.

Aufgabe 3 (multiplikatives Inverses in Z5)

3.A1 Zeigen Sie, dass die Restklasse [93] := [93]127 in Z75; liegt.

3.A2 Zeigen Sie, dass das Element [93] von Z75; ein Inverses beziiglich der Multiplikation -197 besitzt.

Bemerkung: Falls Sie dazu ein Resultat X aus der Vorlesung verwenden, beweisen Sie dann
den relevanten Teil von X nochmals. Falls Sie dazu ein weiteres Resultat Y aus der Vorlesung
verwenden, brauchen Sie Y nicht zu beweisen.

Aufgabe 4 (Extensionalititsaxiom)

Wir betrachten die Signatur Lzp = {€}. Wir bezeichnen mit ZF; das Extensionalitdtsaxiom der
Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre.

4.A1 Was bedeutet die Lyzp-Formel
0= VxVy(Vz(z dx)A\Vz(z &y) —x= y>
intuitiv?
4.A2 Zeigen Sie mittels eines semantischen Beweises, dass

ZF b (1)

Aufgabe 5 (Satz von Cantor)

Zeigen das folgende THEOREM.

THEOREM 1 (Satz von Cantor) In ZF gilt: Fir jede Menge A gibt es keine surjektive Abbildung
von A nach 42.
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Aufgabe 6 (Dedekind-Schnitt)

Wir definieren

\/ﬁzz{reQ‘rzO,r2>2}.
Zeigen Sie, dass v/2 eine reelle Zahl ist, d. h. ein Dedekind-Schnitt.

Tipp: Um die letzte Bedingung in der Definition eines Dedekind-Schnittes x zu tiberpriifen, betrach-

2r + 2
ten Sie zu gegebenem r € x die Zahl sy := T_:_2 .
r

Aufgabe 7 (Existenz einer Basis eines Vektorraumes)

3

Zeigen Sie, dass in ZFC jeder Vektorraum® eine Basis besitzt.

Hinweise:
o Verwenden Sie ein THEOREM aus der Vorlesung zum Auswahlaxiom.

e Die Inklusionsrelation auf der Potenzmenge einer Menge ist eine Halbordnung.

Bemerkung: Sie brauchen das hier nicht zu beweisen.

e Sei F' ein Korper und V' ein F-Vektorraum. Wir definieren

P = {linear unabhéngige Teilmenge von V}.

o Behauptung 1 Jedes C-maximale Element von P ist ein Erzeugendensystem fir V.
Beweisen Sie diese Behauptung mittels Kontraposition.

Bemerkung: Sie diirfen Folgendes ohne Beweis verwenden: Sei S C V' linear unabhéngig und
v € V ein Vektor, der nicht in der linearen Hiille von S liegt. Dann ist S U{v} linear unabhéngig.

Aufgabe 8 (abzihlbare Vereinigung abzihlbarer Mengen)

Zeigen Sie, dass in ZFC die Vereinigung jeder abzdhlbaren Kollektion (= Menge) A abzahlbarer
Mengen abzéhlbar ist.

Hinweise:

3iiber jedem Korper

Priifungs-Nr.: 000 XX-XX-XX-000-000 Seite 6 von 7



Grundstrukturen

mzu riCh Dr. Fabian Ziltener

11. Juli 2025

o Wir definieren
Xy = {g evA ’ g ist surjektiv}, fir A € A,
X i={X,|Ae A}
Das sind Mengen.
Bemerkung: Sie brauchen das nicht zu beweisen.

o Finden Sie eine Funktion

G:A— U X,
sodass G(A) € X, fir jedes A € A.
o Verwenden Sie G und Abzédhlbarkeit von A, um eine surjektive Funktion
H:wxw—[JA
zu konstruieren.

o Verwenden Sie, dass es in ZF eine surjektive Funktion von w nach w x w gibt.

Bemerkung: Sie brauchen das nicht zu beweisen.
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