Grundstrukturen

mzu riCh Dr. Fabian Ziltener

11. Juli 2025

Aufgaben und Losungsvorschlag

Aufgabe 0 (Multiple Choice)

0.MCO (logische Formel) Sei £ eine Signatur und P ein Relationssymbol (in der Signatur £) der

Stelligkeit 1. Wir betrachten die folgende logische Formel in Prafixform:
Jx AV V dxr Pr =2y = 22

Durch welchen Quantor wird die Variable z an der roten Stelle (rechts in der Formel) gebunden?

(A) TRUE: 3z (schwarz, ganz links in der Formel)

(B) v

(C) 3 (blau in der Mitte der Formel)

(D) Keinen. (Die Variable z wird an der roten Stelle nicht gebunden.)

Begriindung: Der Bereich des Quantors dx ist Px. Der Bereich des Quantors Vx ist Vdz Px = xy.
Der Bereich des Quantors dz ist AVx V dx Px = xy = zz. Der schwarze Quantor dz ist daher
derjenige mit dem kleinsten Bereich, worin x an der roten Stelle vorkommt. Daher bindet dieser
Quantor die Variable x an der roten Stelle.

0.MC1 (Modell) Erinnerung: Die Signatur der Gruppentheorie ist Lg := {e, o}. Zwei der Axiome

der Gruppentheorie sind gegeben durch:
GTy: Vavyvz(zo(yoz) = (zoy)oz)
GTy: Vzdy(yox =e)

Seien e, «, 8 verschiedene Objekte. Wir definieren den Bereich A := {e, a, 8} und die Abbildung
o:A? = A x A — A durch die folgende Verkniipfungstabelle:

ole a fp
ele a [
ale a f
fle a p

Wir definieren die Abbildung M auf Lot durch
eM=Ml(e) =e, oM =M(o) :=o.
Das Paar (A, M) ist

(A) kein Modell von GTy und kein Modell von GTs.

(B) kein Modell von GT( und ein Modell von GTs.

(C) TRUE: ein Modell von GT, und kein Modell von GT,.
(D)

D) ein Modell von GTy und ein Modell von GTs.
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Begriindung: Seien a,b,c € A. Aus der Verkniipfungstabelle folgt, dass
ao(boc)=aoc=c=(aob)oc.

Daraus folgt, dass (4, M) ein Modell von GTj ist.

Fir jedes b € A gilt bo o = a # e. Daher besitzt o kein Linksinverses. Daraus folgt, dass (A, M)
kein Modell von GTy ist.

0.MC2 (Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre) Wir bezeichnen mit ZF das Zermelo-Fraenkelsche
Axiomensystem und definieren die einstelligen Relationssymbole fin und P durch

fin x ;<> x ist endlich.

Pz <+ z enthélt genau ein Element.

Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

(A) ZF = JaVz(z € z)

(B) ZF i 3a¥z(finz — 2 € x)
(

(

)
)
C) ZF + Elez(Pz —z € .CE)
D)

TRUE: keine der obigen drei Aussagen

Begriindung: Wir nehmen ZF an.

(A): Gemass der Russellschen Antinomie gibt es keine Menge, die genau die Elemente enthalt, die
sich selbst nicht als Element enthalten. Mit Hilfe des Aussonderungsaxioms folgt daraus, dass es
keine Menge gibt, die jede Menge als Element enthélt, d. h. AxVz(z € z).

(C): Wir nehmen widerspruchsweise an, dass EIJ:‘V’Z(PZ — z € m), d. h., dass es eine Menge x

gibt, die alle Einpunktmengen (als Elemente) enthalt. Die Vereinigungsmenge von z, d. h. die
Vereinigung aller Mengen in z, ist die “Allmenge”, d. h. die Menge, die jede Menge als Element
enthélt. Diese “Menge” existiert geméss (A) nicht. Wir erhalten also einen Widerspruch. Daher

gilt /Ex‘v’z(Pz —z € x)

(B): Wir nehmen widerspruchsweise an, dass Ela;Vz(ﬁn 2=z € x) Mit Hilfe des Aussonderungs-
axioms folgt daraus, dass es die Menge aller Einpunktmengen gibt. Das widerspricht (C). Daher
gilt /Hxv,z(ﬁnz —z € av)

Da (A,B,C) nicht gelten, gilt (D).

0.MC3 (Ordinalzahl) Wir schreiben w fiir die Menge der natiirlichen Zahlen. Welche der folgenden
Mengen ist keine Ordinalzahl?

(A) TRUE: {{{}}}
B) {{}.{}}

© {0 {0, 0}. 0}
(D) {{w}uw}u{w}Uw
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Begriindung: Erinnerung: Eine Ordinalzahl ist eine Menge o mit den folgenden Eigenschaften:

e « ist transitiv.

e Je zwei Elemente von « sind e-vergleichbar.

o Jede nichtleere Teilmenge von « besitzt ein €-minimales Element.

(A): Wir schreiben y := {{}}. Es gilt = := {{{}}} = {y}, 0 = {} € v, aber 0§ ¢  und daher
y € x. Da y € z, ist x daher nicht transitiv und daher keine Ordinalzahl.

(B): Die Menge {{},{}} = {{} =0= O} = 1 ist eine natiirliche Zahl und daher eine Ordinalzahl.

Siehe Ubungsserie 9 (w und jede natiirliche Zahl sind Ordinalzahlen). Alternativ kénnen wir die
Eigenschaften einer Ordinalzahl von Hand iiberpriifen.

(C): Die Menge {{}, {{}, {}}, {}} = {(Z), {(Z)}} = {0,1} = 2 ist eine natiirliche Zahl und daher eine
Ordinalzahl. Alternativ konnen wir die Eigenschaften einer Ordinalzahl von Hand tiberpriifen.

(D): Die Menge w ist eine Ordinalzahl. (Siche Ubungsserie 9 (w und jede natiirliche Zahl sind
Ordinalzahlen)). Die Menge {{w} Uw} U{wlUw = wU{w}U {w U{w}{ =s(w)U{s(w)} = s(s(w))
ist der Nachfolger des Nachfolgers der Ordinalzahl w und daher eine Ordinalzahl.

0.MC4 (Injektion, Surjektion, Bijektion) Wir bezeichnen mit ZFC das Zermelo-Fraenkelsche
Axiomensystem zusammen mit dem Auswahlaxiom und betrachten die folgenden Aussagen:

P: “In ZFC gilt: Seien X,Y Mengen, sodass es eine Injektion von X nach Y und eine Surjektion
(:= surjektive Funktion) von X nach Y gibt. Dann gibt es eine Bijektion von X nach Y.”

Q: “In ZFC gilt: Seien X, Y Mengen, sodass es eine Surjektion von X nach Y und eine Surjektion
von Y nach X gibt. Dann gibt es eine Bijektion von X nach Y.”

Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

(A) P ist falsch und @ ist falsch.

(B) P ist wahr und @ ist falsch.

(C) P ist falsch und @ ist wahr.

(D) TRUE: P ist wahr und @ ist wahr.

Begriindung: In ZFC gilt fir alle Mengen X und Y: Wenn es eine Surjektion von X nach YV
gibt, dann gibt es eine Injektion von Y nach X. (Siehe Ubungsserie 9, surjektive und injektive
Funktion, Auswahlaxiom). Geméss dem Satz von Cantor-Bernstein-Schroder gilt in ZF fiir alle

Mengen X und Y: Falls es eine Injektion von X nach Y und eine Injektion von Y nach X gibt,
dann gibt es eine Bijektion zwischen X und Y. Es folgt, dass sowohl P als auch ) wahr sind.

0.MC5 (Ordinal- und Kardinalzahl) Welche der folgenden Aussagen' ist in ZFC wahr??

(A) wU{w} ist keine Ordinalzahl und keine Kardinalzahl.
(B) TRUE: w U {w} ist eine Ordinalzahl und keine Kardinalzahl.

Wir wechseln hier zur in der Mathematik iiblichen Sichtweise, dass ein Satz, d. h. eine geschlossene Formel, eine
Aussage ist. Das ist nicht wortlich der Fall. Strikt genommen wird ein Satz erst durch eine Interpretation zu einer
Aussage.

2Damit meinen wir, dass die Aussage in jedem Modell von ZFC wahr ist.
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(C) wU{w} ist keine Ordinalzahl und eine Kardinalzahl.
(D) wU {w} ist eine Ordinalzahl und eine Kardinalzahl.
Begriindung: Die Menge w U {w} ist der Nachfolger von w. Da w eine Ordinalzahl ist, folgt,

dass w U {w} eine Ordinalzahl ist. Diese Menge ist keine Kardinalzahl, da sie gleichméchtig zur
kleineren Ordinalzahl w ist. (Finden Sie eine Bijektion zwischen w und w U {w} !)

0.MC6 (modulare Arithmetik) Welchen Rest lisst 111'2° beim Teilen durch 1277

A)
B)
C)
(D)

0

TRUE: 1
2
1

26

Begriindung: Wir bezeichnen mit ¢ die Eulersche p-Funktion. Die Zahl p := 127 ist prim, da
die Primzahlen 2,3,5,7,11 die Zahl p nicht teilen und es keine weitere Primzahl kleiner als ,/p
gibt. Daraus folgt, dass a := 111 und p teilerfremd sind und ¢(p) = p — 1 = 126. Geméss dem

Satz von Euler gilt daher
11120 = ¢#® =1 (mod p = 127).

Beim Teilen durch 127 ldsst 111126 daher den Rest 1.

0.MC7 (Eulerscher Kantenzug, Eulertour) Wir betrachten den folgenden (ungerichteten) Gra-
phen G:

5
4 3
1 2
(Die Knoten dieses Graphen sind die roten Punkte 1,...,5. Die schwarzen Strecken zwischen den

Knoten sind die Kanten.) Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

(A)
(B)
(C) In G gibt es keinen offenen Eulerschen Kantenzug, und es gibt eine Eulertour.
(D)

In G gibt es keinen offenen Eulerschen Kantenzug und keine Eulertour.

TRUE: In G gibt es einen offenen Eulerschen Kantenzug und keine Eulertour.

In GG gibt es einen offenen Eulerschen Kantenzug und eine Eulertour.

Begriindung: Der Graph G besitzt genau zwei Knoten mit ungeradem Grad, namlich die Kno-
ten 1 und 2. Geméss einem Satz aus der Vorlesung besitzt G daher einen offenen Eulerschen

Kantenzug.

Da nicht jeder Knoten des Graphen GG geraden Grad besitzt, besitzt G geméss einem Satz aus der
Vorlesung keine Eulertour.
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Aufgabe 1 (formaler Beweis einer Formel)

Seien o und [ (wohlgebildete logische) Formeln. Beweisen Sie die Formel a A § formal aus der Menge
von Formeln {«, 5}.

Losung:

©o g

1 g — (a — (aA 5)) Instanziierung von Lj
Vg a— (aAp) aus ¢1, po mit (MP)
¥3 - o

Yy aNp aus @9, 3 mit (MP)

Aufgabe 2 (Wohlordnungsprinzip und Auswahlaxiom)
Zeigen Sie, dass aus ZF und dem Wohlordnungsprinzip WOP das Auswahlaxiom AC folgt.

Losung:

Wir nehmen an, dass WOP gilt. Sei X eine Menge von nichtleeren Mengen. Geméss WOP gibt
es eine Wohlordnung < auf J X. Wir definieren

f:x =X, f(X) := <-minimales Element von X.

Das ist eine Auswahlfunktion fiir X'. Daher gilt AC. Das beweist die Behauptung.

Aufgabe 3 (multiplikatives Inverses in Z3,-

3.A1 Zeigen Sie, dass die Restklasse [93] := [93]127 in Z75; liegt.

Losung:

Die Zahl 127 ist prim, da die Primzahlen 2,3,5,7,11 die Zahl 127 nicht teilen und es keine
weitere Primzahl kleiner als /127 gibt. Daher sind 93 und 127 teilerfremd. Aus der Definition
von Zi; folgt daher, dass [93] in Z75; liegt.

3.A2 Zeigen Sie, dass das Element [93] von Z7; ein Inverses beziiglich der Multiplikation -197 besitzt.

Bemerkung: Falls Sie dazu ein Resultat X aus der Vorlesung verwenden, beweisen Sie dann
den relevanten Teil von X nochmals. Falls Sie dazu ein weiteres Resultat Y aus der Vorlesung
verwenden, brauchen Sie Y nicht zu beweisen.

Losung:
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Da 93 und 127 teilerfremd sind, gibt es geméss einem Satz aus der Vorlesung (Lemma von
Bézout) Zahlen s,t € Z, sodass 93s + 127t = 1. Es gilt [93][s] = [93s] = [1 — 127¢] = [1].
Dabher ist [s] ein Inverses zu [93].

Aufgabe 4 (Extensionalitiitsaxiom)

Wir betrachten die Signatur Lzp = {€}. Wir bezeichnen mit ZF; das Extensionalitdtsaxiom der
Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre.

4.A1 Was bedeutet die Lzp-Formel

= VaVy <Vz(z Zx)A\Vz(z €y) > x = y>
intuitiv?

Losung:

Diese Formel bedeutet intuitiv, dass die leere Menge eindeutig ist.

4.A2 Zeigen Sie mittels eines semantischen Beweises, dass

ZF b (1)

Losung:

Sei (A,M) E ZF; ein Modell. Seien a,b € A so, dass gilt:
Fiir jedes ¢ in A gilt ¢ € a und fiir jedes ¢ in A gilt ¢ € b.
Sei ¢ in A. Dann gilt ¢ € a und ¢ € b. Also gilt ¢ € a < ¢ € b. Da M ein Modell von
ZF == VaVy (Vz (z Ex >z E y) — T = y) ist, folgt daraus, dass a = b. Daraus folgt, dass
ME ‘v’xVy(Vz(z Ex)A\Vz(z ¢y) »x= y) = .

Da M F ZF; beliebig ist, folgt daraus mittels eines KOROLLARS zum GODELSCHEN VOLLSTANDIGH
KEITSSATZ, dass ZF; - ¢, d. h., (1) gilt.

Aufgabe 5 (Satz von Cantor)

Zeigen das folgende THEOREM.

THEOREM 1 (Satz von Cantor) In ZF gilt: Fir jede Menge A gibt es keine surjektive Abbildung
von A nach 2.

Losung:
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Sei A eine Menge und ¢ : A — 42 eine Funktion.
Behauptung 1 g ist nicht surjektiv.

Beweis der Behauptung 1: Wir definieren

f:A=2={0,1},  f(a):= { (1) Eﬁ: %;EZ% —

0,
1.
Sei a € A. Geméss Definition von f gilt g(a)(a) # f(a). Daher gilt g(a) # f. Da a beliebig
ist, folgt daraus, dass f nicht im Bild von g liegt. Daher ist g nicht surjektiv. Das beweist die
Behauptung und damit THEOREM 1. [

Aufgabe 6 (Dedekind-Schnitt)

Wir definieren

\/§:I{T€Q‘T20,7’2>2}.
Zeigen Sie, dass v/2 eine reelle Zahl ist, d. h. ein Dedekind-Schnitt.

Tipp: Um die letzte Bedingung in der Definition eines Dedekind-Schnittes x zu iiberpriifen, betrach-

2r + 2
ten Sie zu gegebenem r € x die Zahl s := 7’—:—2 .
r

Losung:

e V2 # (): Die Zahl r := 2 erfiillt r € Q, » > 0 und 72> = 4 > 2. Daher gilt r € v/2. Daraus
folgt, dass v/2 # 0.

e V2 # Q: Die Zahl r := 1 erfiillt 7 € Q, 7> = 1 % 2 und daher r ¢ /2. Daraus folgt, dass
V2 #£Q.

e Vrex:=v2Vse€Q:s>r—=secux: Seire2und s € Qso, dass s > r. Dar > 0, gilt
s > 0. Des Weiteren gilt s> > r? > 2. Es folgt, dass s € /2.

o Wir zeigen, dass

Vr ez :=+v23sg €Ex: s <7 (2)
Sei r € v/2. Wir definieren sg := 27%22 Da r > 0, gilt
So Z 0. (3)

Es gilt
(2r +2)* =4r* + 8r + 4
>2<7"2+47“+4) (da r* > 2)
=2(r +2)
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und daher op 4 O\ 2
9 r+ )
=—F] >2 4
= (75 @
Da r? > 2, gilt r(r +2) > 2r + 2 und daher
2r +2
> = 5. 5
" r+2 %0 (5)

Wegen (3,4,5) hat sq die gewtlinschten Eigenschaften, d. h. die Bedingung (2) ist erfillt.
Somit ist v/2 ein Dedekind-Schnitt, d. h. eine reelle Zahl.

Aufgabe 7 (Existenz einer Basis eines Vektorraumes)

3

Zeigen Sie, dass in ZFC jeder Vektorraum® eine Basis besitzt.

Hinweise:

o Verwenden Sie ein THEOREM aus der Vorlesung zum Auswahlaxiom.

e Die Inklusionsrelation auf der Potenzmenge einer Menge ist eine Halbordnung.
Bemerkung: Sie brauchen das hier nicht zu beweisen.

e Sei F' ein Korper und V' ein F-Vektorraum. Wir definieren

P = {linear unabhéngige Teilmenge von V}.

o Behauptung 2 Jedes C-mazimale Element von P ist ein Erzeugendensystem fir V.
Beweisen Sie diese Behauptung mittels Kontraposition.

Bemerkung: Sie diirfen Folgendes ohne Beweis verwenden: Sei S C V linear unabhingig und
v € V ein Vektor, der nicht in der linearen Hiille von S liegt. Dann ist S U{v} linear unabhéngig.

Losung:

Gemaiss einem THEOREM aus der Vorlesung gilt in ZF, dass AC — KZL. Weil geméss Voraus-
setzung AC gilt, folgt daher, dass KZL gilt.
Sei F' ein Korper und V' ein F-Vektorraum. Wir definieren

P = {linear unabhéngige Teilmenge von V}.

Behauptung 1 Jedes C-maximale Element von P ist ein Erzeugendensystem fir V.

Beweis der Behauptung 1: Wir zeigen das Kontraponierte. Sei S € P kein Erzeugenden-
system fur V. Dann gibt es ein v € V, sodass v nicht in der linearen Hiille (=Spann) von S
liegt. Die Menge S U {v} ist linear unabhéngig, d. h.; sie liegt in P. Daraus folgt, dass S nicht

3iiber jedem Korper
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C-maximal ist. Das zeigt das Kontraponierte der Behauptung 1 und damit die Behauptung. [J

Wir tberpriifen die Bedingungen von KZL. Da Cy:= {(S, S| S, 8 € P(A)(S C S’)} eine
Halbordnung auf der Potenzmenge P (V') ist, ist das Paar (P, C) eine halbgeordnete Menge. Sei
C eine C-Kette in P.

Behauptung 2

Joc=U SePr (6)

SeC

Beweis der Behauptung 2: Seien k € w, ay,...,a; € Fund vq,...,v; € UC so, dass v; # v;
fir ¢ # 5. Fur jedes ¢ € {1,...,k} gibt es ein S; € C, sodass v; € S;. Da C' eine Kette ist, gibt
es ein igp € {1,...,k}, sodass S; C S;, fiur jedes i € {1,...,k}. Fir jedes ¢ € {1,...,k} gilt
v; € 5; CS,,. Da S;, € P, ist S;, linear unabhéngig. Daher gilt a; = --- = a; = 0.

Daher ist |J C linear unabhéngig, d. h. JC € P. Das beweist Behauptung 2. [J

Mittels Behauptung 2 folgt, dass U C' eine obere Schranke fiir C' in P bzgl. C ist. Daher erfiillt
(P, C) die Bedingungen von KZL.

Gemiss KZL besitzt P daher ein C-maximales Element B. Geméss Behauptung 1 ist B ein
Erzeugendensystem fiir V. Da B € P, ist es linear unabhéngig. Also ist B eine Basis fiir V', wie
gewlinscht.

Aufgabe 8 (abzihlbare Vereinigung abzihlbarer Mengen)

Zeigen Sie, dass in ZFC die Vereinigung jeder abzdhlbaren Kollektion (= Menge) A abzahlbarer
Mengen abzahlbar ist.

Hinweise:
o Wir definieren
Xy = {g c“A ‘ g ist surjektiv}, fir A e A,
X ={Xxq|Ac A}
Das sind Mengen.
Bemerkung: Sie brauchen das nicht zu beweisen.

o Finden Sie eine Funktion

G:A—-Jx,
sodass G(A) € X, fir jedes A € A.

o Verwenden Sie G und Abzédhlbarkeit von A, um eine surjektive Funktion
H:wxw—|JA

zu konstruieren.
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» Verwenden Sie, dass es in ZF eine surjektive Funktion von w nach w x w gibt.

Bemerkung: Sie brauchen das nicht zu beweisen.

Losung:

O. B. d. A. kénnen wir annehmen, dass jedes Element von A nicht leer ist. Sei A € A. Geméss
Voraussetzung ist A abzahlbar. Da A # (), gibt es daher eine surjektive Abbildung ¢ : w — A.
Daher ist X 4 nicht leer. Geméss dem Auswahlaxiom gibt es daher eine Auswahlfunktion fiir A,

d. h. eine Funktion
f:X— U X,

sodass f(X) € X, fiir jedes X € X. Wir definieren
G: A=, G(A) == f(Xa).

Fir jedes A € A gilt
G(A) = f(Xa) e XaCUX.

Daher ist die Funktion G wohldefiniert. Wegen unserer Voraussetzung, dass A abzahlbar ist,
gibt es eine surjektive Abbildung
h:w— A.

Wir definieren
H:wxw—|JA, H(m,n) = G(h(m))(n).

(G(h(m)) liegt in X g.—p(m), d. h. G(h(m)) 1w — A.)
Behauptung 3 Die Abbildung H ist surjektiv.
Beweis der Behauptung 3: Sei a € J.A. Es gibt ein A € A, sodass a € A. Wir definieren
g:= f(Xa) € Xa.
Daher ist g eine surjektive Abbildung von w nach A. Da a € A, gibt es daher ein n € w, sodass
g(n) = a.
Da h surjektiv ist, gibt es ein m € w, sodass h(m) = A. Es gilt
H(m,n) = G(h(m) = A)(n) = f(Xa)(n) = g(n) = a.
Daher ist H surjektiv. Das beweist die Behauptung 3. [J
Gemass einem Hinweis gibt es eine Surjektion ¢ : w — w X w. Aus Behauptung 3 folgt, dass die

Verkniipfung H o ¢ : w — U A surjektiv ist. Aus dem Auswahlaxiom folgt daher, dass es eine
injektive Abbildung von |J.A nach w gibt. Das bedeutet, dass |J.4 abzahlbar ist.
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