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INHALTSVERZEICHNIS 1

Vorwort

Im Frithjahrssemester 2025 halte ich an der ETH Ziirich die Vorlesung Grundstruk-
turen fiir Studentinnen und Studenten des Studiengangs Mathematik. Diese Notizen
erganzen die folgende Literatur fiir dieses Fach:

L. Halbeisen, Grundstrukturen, Skript zur Vorlesung 2024, ETH Ziirich.

L. Halbeisen, R. Krapf, Gddel’s theorems and Zermelo’s axioms—a firm foundation of
mathematics, Birkhauser /Springer, Cham, 2020.

L. Halbeisen, Combinatorial set theory, with a gentle introduction to forcing, second
edition, Springer Monogr. Math., Springer, Cham, 2017.

Meine Notizen beruhen hauptséichlich auf dem oben angegeben Skript von L. Halbei-
sen. Ich hoffe, dass Ihnen meine Notizen beim Verstdndnis des Stoffes helfen werden.
Riickmeldungen sind willkommen! Bitte schicken Sie diese an fabian.ziltener@math.ethz.ch

Fabian Ziltener, ETH Ziirich






Kapitel 0

Ubersicht iiber die Vorlesung

In der Vorlesung Grundstrukturen werden wir Themen aus den folgenden Gebieten
behandeln:

(i) Pradikatenlogik erster Stufe

)
(i)
)
)

Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre
(iii) diskrete Mathematik (Graphentheorie)

(iv) elementare Zahlentheorie (verallgemeinerter euklidischer Algorithmus, Modulo-
rechnen)

(v) ...

Die Teile ({ij) und legen die Grundlage fiir die Mathematik. In Teil (i) werden wir
im Rahmen der Prédikatenlogik erster Stufe Axiomensysteme und Beweise auf eine
formale Weise behandeln. Wir werden auch den Begriff eines Modells kennenlernen.
Intuitiv ist ein Modell einer Theorie eine Abbildung, die den Zeichen der Theorie
eine Bedeutung verleiht. Zum Beispiel wird ein Modell der Gruppentheorie durch eine
Gruppe gegeben.

In Teil werden wir das Zermelo-Fraenkelsche Axiomensystem der Mengenlehre ken-
nenlernen. Das erste Axiom dieses Systems besagt zum Beispiel, dass die leere Menge
existiert. Auf diesem Axiomensystem basiert fast die ganze Mathematik. In diesem Teil
werden wir auch die reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen als Dedekind-Schnitte
konstruieren.

Wir werden in Teil auch das Auswahlaxiom kennenlernen. Dieses Axiom besagt,
dass jedes kartesische Produkt nichtleerer Mengen nicht leer ist. Das bedeutet, dass wir
aus jeder der Mengen gleichzeitig ein Element auswdhlen konnen. Das Auswahlaxiom
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4 KAPITEL 0. UBERSICHT UBER DIE VORLESUNG

Abbildung 0.1: Beispiel fiir das Banach-Tarski-Paradox: Eine dreidimensionale Vollku-
gel kann in fiinf Stiicke zerlegt werden, die zu zwei Vollkugeln zusammengefiigt werden
koénnen, die beide gleich gross wie das Original sind. Die Stiicke werden dabei nur ge-
dreht und verschoben. In der Abbildung scheint das nicht der Fall zu sein, aber es ist
moglich! (Referenz: Theorem 4.7])

spielt eine zentrale Rolle in der Mathematik. Zum Beispiel kann es verwendet werden,
um zu zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Andererseits ist es auch fiir
das Banach-Tarski- Paradox verantwortlich, welches das Folgende besagt:

Satz 0.1 (Banach-Tarski-Paradox). Seien n > 3 und A, B C R" beschrinkte Teilmen-
gen, deren Inneres nicht leer ist (zum Beispiel nicht leere beschrinkte offene Teilmen-
gen). Dann kann A in endlich viele diskjunkte Stiicke aufgespaltet werden, die zu B
zusammengefiigt werden konnen. Dabei werden die Stiicke nur gedreht und verschoben.

Abbildung illustriert diesen Satz. Er ist nach Stefan Banach und Alfred Tarski
benannt. (Siehe Abbildungen [0.2und [0.3}) Der Beweis dieses Satzes benutzt das Aus-

wahlaxiom.

Bemerkung. [Paradox] Ein Paradoz ist eine scheinbar widerspriichliche Situation, die
unserer Intuition entgegensteht. Das Wort ist von den altgriechischen Wortern nopa
(neben, gegen) und 66&a (Schein) abgeleitet. Ein Paradox ist also nicht dasselbe wie
ein Widerspruch. Das Banach-Tarski-Paradox zum Beispiel ist ein Theorem, also eine
beweisbare mathematische Aussage.



Abbildung 0.2: Stefan Banach, polni-

scher Mathematiker, 1892-1945, Abbildung 0.3: Alfred Tarski, polnisch-

amerikanischer Mathematiker, 1901-
1983.






Kapitel 1

Pradikatenlogik erster Stufe

Dieses Kapitel entspricht [Hal, 0. Terme, Formeln und Formale Beweise, 1. Axiomen-
systeme und Semi-Formale Beweise, 2. Modelle].

1.-1 Ausblick

In der (mathematischen) Logik werden mathematische Argumente untersucht. In Ana-
lysis 1 haben Sie Aussagenlogik behandelt. Eine Aussage ist eine Ausserung, die entwe-
der wahr oder falsch ist. Die Aussagenlogik untersucht Verkniipfungen von Aussagen
wie zum Beispiel A und B und wenn A oder B gilt, dann gilt C', wobei A, B, C' Aussagen
sind.

Prddikatenlogik erweitert die Aussagenlogik durch Prédikate und Funktionen. Ein
Prddikat (erster Stufe) (oder eine Satzfunktion oder Aussageform) P ist eine Aussa-
ge, die von einer oder mehreren (Individuen-)variablen x,y, ... abhingt. Jede Variable
spielt dabei die Rolle eines betrachteten Gegenstands, zum Beispiel einer Zahl oder
Menge. Beispiele fiir Pradikate sind die folgenden:

Plz):=2+1=0
Y(x) := z ist die Hauptstadt der Schweiz.

(Das Symbol = bedeutet, dass die beiden Seiten identisch sind. Der Doppelpunkt
gibt an, dass wir die linke Seite als die rechte Seite definieren.) Durch Einsetzen von
x = —1 in P erhalten wir die wahre Aussage P(—1) = —1 + 1 = 0. Durch Einsetzen
von x :=Zirich erhalten wir die folgende falsche Aussage:

Zirich ist die Hauptstadt der Schweiz.

In der (Prddikaten-) Logik erster Stufe quantifizieren wir iiber Individuenvariablen. Um
das zu verstehen, fixieren wir ein Diskursuniversum, d. h. eine Kollektion aller Ge-

7



8 KAPITEL 1. PRADIKATENLOGIK ERSTER STUFE

genstinde, die wir betrachten werden. Der Allquantor ist das Symbol V, das wir als fiir
jedes (oder fiir alle) lesen. Er bezieht sich auf die Elemente des Diskursuniversums.
Der Ezxistenzquantor ist das Symbol 3, das wir als es ¢ibt lesen. Quantifizierung macht
aus einem Pradikat P(x) eine Aussage, indem sie die Variable x mittels eines Quantors
bindet. Aus P(x) := x + 1 = 0 erhalten wir mittels des Existenzquantors zum Beispiel
die folgende Aussage:

Jz(x+1=0)

Diese Aussage ist falsch, falls unser Diskursuniversum die Menge N der natiirlichen
Zahlen 0,1,... ist. Quantoren sind logische Operatoren. Sie treten in der gesamten
Mathematik auf, zum Beispiel in der Analysis in der Definition der Konvergenz einer
Folge. Eine Zahlenfolge (a,),en konvergiert gegen eine Zahl A g. d. w. gilt

Ve € (0,00)3ng € NVn € N(n > ng — |a, — Al < 5)

(Mathematische) Logik beschiftigt sich mit dem Begriff eines Beweises. Ein Beweis
einer Aussage ist eine Herleitung der Aussage aus den Aziomen, d. h. Grundannahmen.
Ein Theorem (oder (mathematischer) Sa,tzE[) ist eine beweisbare Aussage. Mathematik
besteht aus Theoremen. Logik bildet daher das Fundament der Mathematik.

Mittels Logik erster Stufe kann die Mengenlehre formalisiert werden. (Wir werden das
im Abschnitt iber die Axiome der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre tun.) Damit
konnen wir praktisch die gesamte Mathematik formalisieren. Die (Prddikaten-) Logik
zweiter Stufe enthélt auch Pradikate U zweiter Stufe. Ein solches Pradikat W trifft eine
Aussage iiber ein Prédikat P erster Stufe, zum Beispiel:

U(P) :=VzP(x)V Iz—P(x)
(V := oder, = := nicht)

In der Logik zweiter Stufe kann neben Individuenvariablen auch iber Pradikatvariablen
quantifiziert werden. Fiir obiges ¥ erhalten wir zum Beispiel mittels des Allquantors
die folgende wahre Aussage:

VPYxP(z)V Jo—-P(z)

(Es gibt auch die Logik hoherer Stufe, die Pradikate dritter und hoherer Stufen enthélt.)
Da wir die allermeiste Mathematik mittels Préadikatenlogik erster Stufe formalisieren
kénnen, werden wir uns in dieser Vorlesung auf diese Logik beschréanken.

'Das Symbol — bedeutet Implikation.
2In dieser Vorlesung werden wir das Wort Satz abweichend auch fiir jede Aussage verwenden, die
durch eine geschlossene logische Formel gegeben ist.
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Logik erster Stufe ist ein formales System[| Ein solches besteht aus einem Alphabet
von Zeichen, einer Menge wohlgebildeter (logischer) Formeln (=Zeichenketten), einer
Menge von Aziomen und Schlussregeln (= logische Ableitungsregeln). Im Fall der Logik
erster Stufe besteht das Alphabet unter anderem aus Variablen, dem Gleichheitszeichen
und Quantoren. Eine Formel ist eine Kette von Zeichen aus dem Alphabet. Intuitiv
ist eine Formel wohlgebildet, falls sie “Sinn ergibt”. In der Logik erster Stufe sind zum
Beispiel die Formeln x # x und Vz(z = x) wohlgebildet, aber die Formel x = nicht.

Die Axziome sind wohlgebildete Formeln. Intuitiv spielen sie die Rolle von Grundan-
nahmen, von denen wir ausgehen. Im Fall der Logik erster Stufe teilen sich die Axiome
teilen auf in die logischen Aziome und die Theorie, d. h. die nichtlogischen Aziome.
Zum Beispiel ist fiir jede Variable v die Formel v = v ein logisches Axiom. Die nicht-
logischen Aziome regeln den Gebrauch der nicht-logischen Symbole der Theorie, die
wir beschreiben. Fiir die Gruppentheorie entspricht eines dieser Axiome zum Beispiel
der Assoziativitat der Gruppenverkniipfung.

Die Schlussregeln geben an, wie aus wohlgebildeten Formeln eine neue wohlgebildete
Formel abgeleitet werden kann. Im Fall der Logik erster Stufe sind die geschlossenen
Formeln, die wir aus den Axiomen ableiten kénnen, die Theoreme der Theorie. Eine
Formel heisst dabei geschlossen, falls in ihr jede Variable an jeder Stelle durch einen
Quantor gebunden ist. Ein Beispiel eines Theorems ist Va(z = z). (Die Variable z ist
hierbei durch den Quantor V gebunden.)

Die Logik kann in Syntaxr und Semantik aufgeteilt werden. Die Syntazx ist die Lehre
der Beziehungen der Zeichen untereinander. Sie enthilt Regeln, nach denen wohlgebil-
dete Formeln gebildet werden und aus gegebenen Formeln eine neue Formel abgeleitet
wird. Somit beschreibt sie, was ein Beweis ist. Die Syntax verleiht den Zeichen und
wohlgebildeten Formeln keine Bedeutung. Sie erfiillt eine rein formale Funktion.

Die Semantik ist die Lehre der Interpretation der Zeichen. Im Gegensatz zur Syntax
verleiht die Semantik den Zeichen und wohlgebildeten Formeln also intuitiv eine Be-
deutung. Ein wichtiges semantisches Konzept ist das eines Modells. Es basiert auf dem
Begrift einer Interpretation, welcher seinerseits auf dem Begriff einer Variablenbele-
gung basiert. Eine Variablenbelegung ordnet jeder Variable einer Theorie ein Objekt in
einer festen Menge A zu. Zum Beispiel kann eine solche Belegung der Variable x das
Objekt 1 € A := Z zuordnen. Intuitiv interpretiert eine Variablenbelegung also jede
Variable als ein Objekt aus A. Eine Struktur interpretiert die nicht-logischen Symbole
einer Theorie. Zum Beispiel enthélt die Gruppentheorie die nicht-logischen Symbole e
und o, die eine Struktur als neutrales Element und Gruppenverkniipfung der Gruppe
A = Z interpretieren kann. Eine Interpretation ist eine Struktur zusammen mit einer

3Dieses System hingt von der Theorie ab, die wir beschreiben (zum Beispiel Gruppentheorie oder
Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre), sowie von Konventionen, die wir treffen. Genau genommen ist Logik
erster Stufe daher eine Familie formaler Systeme.
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Abbildung 1.1: Kurt Gédel, osterreichischer Logiker, 1906-1978.

Variablenbelegung. Ein Modell einer Theorie ist schliesslich eine Struktur, in welcher
die nichtlogischen Axiome (d. h. die Theorie) fiir jede Variablenbelegung wahr sind.
Zum Beispiel wird ein Modell der Gruppentheorie durch eine Gruppe gegeben.

Die ersten Hauptresultate dieser Vorlesung sind der Korrektheitssatz und der Géddelsche
Vollstindigkeitssatz. Diese Sétze stellen einen Zusammenhang zwischen der Syntax und
der Semantik fiir die Logik erster Stufe her. Zusammen besagen sie das Folgende.

Satz 1.1 (Korrektheitssatz, Godelscher Vollstéandigkeitssatz). Ein Satz, d. h. eine ge-
schlossene Formel, kann genau dann in einer Theorie bewiesen werden, falls er in
jedem Modell der Theorie wahr ist.

Die Implikation <= dieses Satzes wurde von Kurt Godel bewiesen. (Siehe Abbildung
u) Der Satz spielt eine grundlegende Rolle in der Mathematik, da wir damit ein
Theorem beweisen konnen, indem wir zeigen, dass das Theorem in jedem Modell der
Theorie wahr ist. (So beweisen wir in der Praxis Theoreme.)

1.0 Alphabet, Terme, Formeln, Axiome,
Schlussregeln und Beweise

Dieser Abschnitt entspricht 0. Terme, Formeln und Formale Beweise]. Wir be-
schreiben darin die Bestandteile der (Pradikaten-)Logik erster Stufe und ihre Syntax.
Die Logik erster Stufe ist aus den folgenden Bestandteilen aufgebaut:

e cinem Alphabet von Zeichen

e ciner Menge von Termen
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e ciner Menge wohlgebildeter logischer Formeln

e ciner Menge von Aziomen

e einer Menge von Schlussregeln
Die Terme bilden wir aus Zeichen des Alphabets, ndmlich aus Variablen und Konstanten-
und Funktionssymbolen. Ein Term spielt die Rolle eines Objektes, das wir durch An-
wenden von Funktionen aus Variablen und Konstanten erhalten. Die logischen Formeln

bilden wir aus Termen und gewissen Zeichen des Alphabets, ndmlich dem Gleichheits-
zeichen, Relationssymbolen, logischen Verkniipfungen und Quantoren.

Ein Beweis ist eine Herleitung einer wohlgebildeten Formel (und insbesondere eines
Satzes) aus den Axiomen mittels der Schlussregeln.

Alphabet

Der erste Bestandteil der Logik erster Stufe ist das Alphabet, d. h. ein Vorrat an
Symbolen, aus dem wir Terme und Formeln bilden koénnen. Das Alphabet aus den
folgenden Symbolen:

logische Symbole:

(a) Variablen: Davon haben wir unendlich viele. Beispiel: x,y, z, v, vy, . . .
(

)
b) logische Verkniipfungen{: = (nicht), A (und), V (oder), — (impliziert )]
(¢) Quantoren: 3 (Existenzquantor), ¥V (Allquantor).

)

(d) Gleichheitszeichen =
Signatur := Menge der nicht-logischen Symbole:

(e) Konstantensymbole

(f) Funktionssymbole Jedes Funktionssymbol besitzt eine Stelligkeit. Diese spielt die
Rolle der Anzahl Argumente. Zum Beispiel hat das Pluszeichen + die Stelligkeit
2.

(g) Relationssymbole Jedes Relationssymbol besitzt eine Stelligkeit. Diese spielt die
Rolle der Anzahl Objekte, die zueinander in Beziehung stehen. Ein zweistelliges
Relationssymbol nennen wir auch bindr.

4In [Hal, Das Alphabet, S. 1] werden diese Symbole logische Operatoren genannt.
°In dieser Vorlesung verwenden wir das Symbol — fiir die Implikation, nicht =.
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Terme

Der zweite Bestandteil der Logik erster Stufe ist eine Menge von Termen. Das sind
Worter (=Zeichenketten), die wir aus den Variablen und Konstanten- und Funktions-
symbolen mittels Verkettung nach gewissen Regeln bilden. Ein Term spielt die Rolle
eines Objektes, das wir durch Anwenden von Funktionen aus Variablen und Konstan-
ten erhalten. Sei .Z eine Signatur, d. h. eine Menge von Konstanten-, Funktions- und
Relationssymbolen.

DEFINITION 1.2 (Z-Term). Ein (£-)Term ist eine Zeichenkette, die durch end-

lich viele Anwendungen der folgenden Regeln entstanden ist.

(T0) (Variable) Jede Variable in unserem Alphabet ist ein £ -Term.
(T1) (Konstante) Jedes Konstantensymbol in £ ist ein £ -Term.

(T2) (Funktion) Seien Ty,...,7, Z-Terme und F ein n-stelliges Funktionssymbol in
L. Dann ist Fry---1, ein £L-Term.

Beispiele. [Term| Seien z,y Variablen in unserem Alphabet und F, G Funktionssym-
bole in .Z mit Stelligkeiten 1,2. Die folgenden Zeichenketten sind Terme:

e Fz :intuitive Bedeutung: F(z), wobei F' eine Funktion ist

e Guxy : Intuitive Bedeutung: G(z,y). Beispiel: Wir nehmen an, dass + ein Funkti-
onssymbol in .Z ist. Dann ist +zy ein Term. Intuitive Bedeutung davon: +(x, y),
d. h.z+y.

e G Fzy : intuitive Bedeutung: G(F(z),y)

Bemerkungen 1.3. [Prifix- und Infixnotation]

e Die Notation Fx heisst Prifixnotation oder polnische Notation. In dieser Notati-
on schreiben wir einen Operator vor den Operanden, wobei wir keine Klammern
verwenden. In unserem Kontext spielt das Funktionssymbol F' die Rolle eines
Operators und die Variable z die Rolle eines Operanden.

e Der Ausdruck G Fzy kann intuitiv nur auf eine Art interpretiert werden, némlich
als G(F(z),y). Die Stelligkeit eines Funktionssymbols F' bestimmt ndmlich, wie
viele nachfolgende Symbole F' bindet. In unserem Fall bindet F' die Variable z
und G die beiden Ausdriicke Fx und y, also die Zeichenkette Fxy.

5Die Operanden entsprechen den Argumenten einer Funktion.
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e In der Infiznotation schreiben wir zweistellige Operatoren zwischen ihren beiden
Operanden. Wenn zum Beispiel 4+ ein Funktionssymbol in Z ist, dann schrei-
ben wir in Infixnotation z + y fiir den Préifixterm +xy. In der Infixnotation
schreiben wir Klammern vor, falls eine Formel ohne Klammern mehrdeutig in-
terpretiert werden kann. Seien zum Beispiel z,y Variablen und F, G Funktions-
symbole. Der Infix-Term xFyGz ist mehrdeutig, da er sowohl als (zFy)Gz als
auch als xF'(yGz) gelesen werden kann. Der Term zF'yGz ist daher nicht erlaubt.
(xFy)Gz und F(yGz) sind erlaubte Infix-Terme. (Welchen Prifix-Termen ent-
sprechen diese Terme?)

Wohlgebildete Formeln

Der dritte Bestandteil der Logik erster Stufe ist eine Menge wohlgebildeter Formeln.
Eine Formel ist eine Zeichenkette, die wir aus Termen, dem Gleichheitszeichen, Re-
lationssymbolen, logischen Verkniipfungen und Quantoren mittels Verkettung bilden.
Wir nennen eine Formel wohlgebildet, falls sie geméss den Regeln der nachfolgenden
Definition gebildet ist. Eine wohlgebildete Formel spielt die Rolle einer Aussage oder
eines Pradikats, d. h. einer Aussage, die von Variablen abhéngt. Sei .Z eine Signatur.

DEFINITION 1.4 (wohlgebildete .Z-Formel). FEine wohlgebildete (oder wohlge-

formte) ((Z-)Formel ist eine Zeichenkette, die durch endlich viele Anwendungen der
folgenden Regeln entstanden ist.

(F0) (Gleichheit) Seien 11,7y £ -Terme. Dann ist = 1o eine £ -Formel.

(F1) (Relation) Seien Ti,...,7, Z-Terme und R ein n-stelliges Relationssymbol in
. Dann ist Rmy - -1, eine Z-Formel.

(F2) (nicht) Sei ¢ eine £-Formel. Dann ist =y eine £ -Formel.

(F3) (und, oder, Implikation) Seien @, £ -Formeln. Dann sind Noy, Vb, — o)
ebenfalls £ -Formeln.

(F4) (Quantor) Sei ¢ eine £-Formel und v eine Variable (aus unserem Alphabet)[
Dann sind Jve und Vv ebenfalls £ -Formeln.

Beispiele. [wohlgebildete Formeln] Wir nehmen an, dass € ein Relationssymbol in .#
ist.

Ty ist also gegeben durch z oder y oder vy .... Das Symbol v ist keine Variable in unserem
Alphabet.
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e Die folgenden linken Zeichenketten sind wohlgebildete Formeln. Rechts neben
jeder Formel ist ihre intuitive Bedeutung angegeben:

=T x ist gleich z.
€xy x ist Element von y.
=T x ist ist nicht gleich z.

V =y =xy x ist gleich y oder x ist nicht gleich y.
Jr € xy Es gibt ein x, das Element von y ist.
Vo =xy Jedes x ist gleich y.

e Seien F, G Funktionssymbole (in .Z’) der Stelligkeiten 1, 2. Die folgenden linken
Zeichenketten sind wohlgebildete Formeln. Rechts neben jeder Formel ist ihre
intuitive Bedeutung angegeben:

= Fuxy F(z) ist gleich y.
Jy = Fay Es gibt ein y so, dass F(z) gleich y ist.
Vedy = Foy Fiir jedes x gibt es ein y so, dass F(x) gleich y ist.
A = 2Gry— = xy z ist gleich G(z,y) und z ist nicht gleich y.

e Die folgenden Zeichenketten sind keine wohlgebildeten Formeln:
=z cx V =xy N zy

Intuitiv bedeutet das, dass diese Zeichenketten keinen Sinn ergeben. Zum Bei-
spiel bedeutet = x intuitiv, dass x gleich ist. Das ist sinnlos, da nicht gesagt
wird, wozu x gleich ist. Die Zeichenkette Azy ergibt intuitiv keinen Sinn, da die
Individuenvariablen x und y nicht fiir Aussagen oder Prédikate stehen, sondern
fiir Objekte.

Die néchsten Bemerkungen sind analog zu den Bemerkungen [1.3]

Bemerkungen. [Prifix- und Infixnotation]

e Die gemiiss Definition [1.4]| wohlgebildeten Formeln sind in Préfixnotation. In die-
ser Notation schreiben wir einen Operator vor den Operanden, wobei wir keine
Klammern verwenden. Wir schreiben also zum Beispiel wie in (FO) = 7y7. Das
Gleichheitszeichen ist hierbei ein Operator. Die Terme 711, 75 sind Operanden.
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e In der Infiznotation schreiben wir zweistellige Operatoren zwischen ihren beiden
Operanden. Zum Beispiel schreiben wir also 7, = 7 fiir = 7379 und @ A fiir Ap.
In dieser Notation verwenden wir Klammern, falls eine Formel ohne Klammern
mehrdeutig interpretiert werden kann. Seien zum Beispiel ¢, 1), x wohlgebildete
Formeln. Die Infix-Formel ¢ A ¢ V x ist nicht wohlgebildet, da sie mehrdeutig
interpretiert werden kann. Die Infix-Formeln (o A ) V x und ¢ A (¢ V x) sind
dagegen wohlgebildet.

e Weitere Beispiele: Die Prifixformel —— ¢y hat die Infixform (¢ — ¥) — .
Die Préfixformel V = zy— = xy hat die Infixform x = y V -2 = y. Wir ver-
wenden hierbei die Infixnotation sowohl fiir Funktionssymbole als auch logische
Verkniipfungen.

e Um Formeln lesbarer zu machen, verwenden wir ab jetzt meistens die Infixnota-
tion fiir Formeln.

e Zum beschriebenen Alphabet fiigen wir also noch Klammersymbole () hinzu, falls
wir die Infixnotation verwenden.

Die wir nur wohlgebildete Formeln betrachten werden, lassen wir von jetzt an den
Zusatz wohlgebildet in der Regel weg. Mit Formel meinen wir von jetzt an also wohl-
gebildete Formel.

Um den Bereich eines Quantors zu definieren, benttigen wir die folgende Bemerkung.
Sei ¢ eine (wohlgebildete) Formel (wie in Definition [1.4)), die einen Ausdruck der Form
Fv enthélt, wobei &V fiir 9 oder V steht und v eine Variable ist.

Bemerkung 1.5. [Teilformel] Wir schreiben i_ fiir die Stelle in der Zeichenkette ¢,
die unmittelbar nach 3/ kommt. Es gibt eine eindeutige Stelle i, > i_ in ¢, sodass
eine Formel ist, wobei ¢/ die Teilzeichenkette von ¢ ist, die bei _ beginnt und bei i,
endet. Das folgt mit Hilfe von Induktion.

DEFINITION 1.6 (Bereich eines Quantors, Gebundenheit und Freiheit einer Variable). (i)
Der Bereich (oder die Reichweite) des Quantors v E] ist die eindeutige Formel,
die unmittelbar auf Fv folgt, d. h. die Formel 1) wie in Bemerkung[1.5,

(ii) Eine Variable v kommt an einer Stelle in einer Formel ¢ gebunden vor g. d. w. H
sie dort im Bereich eines Quantors der Form v liegt (mit gleichem v). Der
Quantor mit dem kleinsten Bereich, worin v an dieser Stelle vorkommt, bindet

8Wir verwenden hier das Wort Quantor leicht missbriuchlich fiir die Zeichenkette ¥v statt nur
fir ¥.
9genau dann, wenn
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v an dieser Stelle. Fualls eine Variable an einer Stelle nicht gebunden vorkommt,
dann sagen wir, dass sie dort frei vorkommt. Fir jede Formel ¢ definieren wir

frei(y) := { Variable, die in ¢ (an mindestens einer Stelle) frei vorkommit}.

Beispiele 1.7. [gebundenes und freies Vorkommen einer Variable] Sei R ein zwei-
stelliges Relationssymbol (in der Signatur .£). In die folgenden Formeln kommen die
Variablen genau an den Stellen gebunden vor, an denen sie fettgedruckt sind.
(i) Beispiele in Préfixnotation (Definition [1.4):
dr = xy dy = 2y AVzr = xyRxy

Die Teilformel wie in Bemerkung[I.5ist dabei in allen drei Fillen durch ¢ == zy
gegeben. Es gilt

frei (Jo = xy) = {y}, frei (Jy = zy) = {a}, frei (AVz = zyRay) = {z, y}.
(ii) dieselben Beispiele in Infixnotation:
Jr(x=y) Fyla=y) (Ye(z=y)) AzRy
(iii) Wir betrachten das folgende Beispiel in Préfixnotation:
p:=dr ANVr =xyRxy

Der Bereich des Quantors Vx ist ¢ :== xy. Das folgt aus dem letzten Beispiel
in . Der Bereich des Quantors dz ist y := AVz = xyRaxy. Der Bereich von
¥ ist strikt kleiner als H der von y. Gemiss Definition bindet daher der
Quantor Vz die Variable z an der ersten fettgedruckten Stelle. Der Quantor dx
bindet x an der zweiten fettgedruckten Stelle.

Bemerkung. Im Beispiel kommt der Quantor Vx im Bereich des Quantors Jx
vor. Das ist gemiiss Definition [I.4] erlaubt. Die Formeln ¢ wie in Beispiel und

¢ :=3Jx AVz = zyRuay

sind logisch dquivalent. (Siehe DEFINITION unten.) In der Praxis kénnen wir daher
mit ¢’ statt mit ¢ arbeiten. In ¢’ kommt jede an einer Stelle gebundene Variable dort
im Bereich genau eines Quantors vor.

DEFINITION 1.8 (Satz). Ein Satz ist Formel, in der alle Variablen iberall gebunden
vorkommen.

104, h. strikt enthalten in
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Beispiele. [Satz] Seien P ein einstelliges Relationssymbol und R ein zweistelliges Re-
lationssymbol.

e Die folgenden Formeln in Préfixform sind Séatze:

Vz Pz Jx—Rxx V Vx PxdyRyy Vrdy = xy

e Die folgenden Formeln in Préfixform sind keine Sitze:

Pz VVrPxRxx Jy =2y

Bemerkung. [Satz] Von Definition abweichend bedeutet der Terminus Satz aus-
serhalb der Logik Theorem, d. h. beweisbare Aussage. Aus dem Zusammenhang wird
jeweils klar sein, welcher Begriff gemeint ist.

Bemerkung. [freie Variablen] Seien ¢ eine Formel und vy,...,v, Variablen. Wir
schreiben

@(Vla"'yyn)a (11)
falls die Variablen vy, ..., v, frei in ¢ vorkommen. Sei zum Beispiel R ein dreistelliges

Relationssymbol und ¢ := JzRxyz. Wir schreiben ¢(y), ¢(2) und ¢(y, 2).

DEFINITION 1.9 (Substitution, Zuléssigkeit). Sei ¢ eine Formel, v eine Variable
und 7 ein Term.

(i) Wir definieren
p(7) = p(v/7)

als die Formel, die wir erhalten, indem wir an jeder Stelle, an der v in ¢ frei
vorkommt, die Variable v durch T ersetzen.

(#) Substitution ist der Prozess, durch welchen wir aus ¢ die Formel p(v/T) erhalten.

(111) Die Substitution heisst zuldssig g. d. w. dadurch keine Variable in T gebunden
wird. Das bedeutet, dass keine Stelle in p, an der v frei vorkommt, im Bereich
eines Quantors liegt, der eine Variable in T bindet.

Bemerkung. [Substitution] Wir verwenden die Notation ¢(7) nur dann, falls aus dem
Kontext klar ist, welche Variable v ersetzt wurde.

Beispiele. [Substitution, Zuléssigkeit] Wir verwenden die Infixnotation. Seien ¢ ein
Konstantensymbol und F, G Funktionssymbole der Stelligkeiten 1,2. Die folgende Ta-
belle beschreibt einige Substitutionen und gibt ihre Zuldssigkeit an:
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© vi|T o(v/T) zuléssig
xr = y e C C = y ja
r=y |y y=y Ja
rT=1y v | Fr | Fr=y ja
r=xAVx(zr=2x)|z|c c=cAVz(x=1x) | ja
Vy(z = y) vy | Vyly=1y) nein
Vy(x =y) x| Gyz | Yy(Gyz = y) nein
Axiome

Der vierte Bestandteil der Logik erster Stufe ist eine Menge von Aziomen. Das sind
wohlgebildete Formeln, die wir als Ausgangspunkt fiir Beweise verwenden. Intuitiv
spielen die Axiome die Rolle von Grundannahmen, von denen wir ausgehen. Im Fall
der Logik erster Stufe teilen sich die Axiome auf in die logischen Aziome und die
Theorie, d. h. die nichtlogischen Axiome.

Bemerkung. [Etymologie] Das Wort Axiom ist vom altgriechischen Wort dZtoc, wiirdig,
wert abgeleitet. Die Idee ist, dass eine Axiom eine Aussage ist, die es wert ist, als richtig
angenommen zu werden.

Die logischen Axiome

Die logischen Axiome regeln den Gebrauch der logischen Verkniipfungen, Quantoren
und des Gleichheitszeichen. Diese Axiome haben wir immer, unabhéngig von der Theo-
rie, die wir beschreiben.

Seien .Z eine Signatur und ¢, ¢1, Y9, @3, Z-Formeln.

Axiome fiir die Verkniipfungen[':

Axiomenschema Bezeichnung
Lo:pV-p tertium non datur
Litp— (¥—¢) verum sequitur ex quodlibet

Ly: (¥ = (o1 = ¢2)) = (¥ = 1) = (¥ = ¢2))
Ly: (0 AY) = ¢

Lyt (pAY) =9

Ls:p—= (¥ = (v Aw))

Lo : = (¢ V)

L7t = (p V)

Ls : (o1 = p3) = ((902 — p3) = ((901 Vo) — %03)>
Lo : = — (¢ — 1) ex falso (sequitur) quodlibet

iy Infixnotation
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Bemerkungen. e Jedes L, i € {0,...,9}, ist ein Aziomenschema, d. h. eine Kon-
struktionsvorschrift fiir Axiome. L; liefert ein Axiom fiir jede Wahl der Formeln
aus ,...,, die in L; vorkommen. Zum Beispiel erhalten wir mittels Ly fiir
v = =z das Axiom (z = z) V =(x = x). Mittels L erhalten wir fir p =2 =y

und ¢ = Jz(z = z) das Axiom
r=y— (Jz(z=2) 52z =y)

Der Einfachheithalber werden wir die Axiomenschemata Ly, . . ., Ly meistens kurz
Axiome nennen.

e Intuitiv spielt jede der Formeln ¢, . .., v die Rolle eines Pradikats, d. h. einer Aus-
sage, die moglicherweise von Variablen abhéngt. Wir betrachten den Fall, dass
jede dieser Formeln ein Satz ist (d. h., jede Variable ist gebunden). Dann spielt
jede Formel die Rolle einer Aussage. Sei i € {0,...,9}. Das Axiom L; spielt die
Rolle einer verkniipften Aussage. Intuitiv besitzt es daher einen Wahrheitswerﬂ,
der mittels Wahrheitstabellen durch die Wahrheitswerte der “Aussagen” ¢, ...,
bestimmt wird. Durch Nachpriifen konnen wir sehen, dass der “Wahrheitswert

von L;” wahr ist, fiir alle Kombinationen von Wahrheitswerten fiir ¢, ... 1. Die
Axiome Ly, ..., Lg sind daher sinnvoll.
e Die letzte Bemerkung liefert eine Motivation fiir die Axiome Ly, ..., Lg. Formeln

(also insbesondere die Axiome) besitzen jedoch keine Wahrheitswerte. Erst mit-
tels einer Interpretation werden wir ihnen spater im Rahmen der Modelltheorie
Wahrheitswerte verleihen.

e Das Axiome Ly, tertium non datur, ein Drittes ist nicht gegeben wird auf deutsch
mit Satz vom ausgeschlossenen Dritten bezeichnet. Intuitiv besagt dieses Axiom,
dass fiir jede Aussage die Aussage oder ihr Gegenteil wahr ist. D. h., es gibt keine
dritte Moglichkeit.

e Das Axiom Ly, verum sequitur ex quodlibet, Wahres folgt aus Beliebigem besagt
intuitiv, dass unter der Annahme, dass eine Aussage wahr ist, die Aussage aus
jeder beliebigen Aussage folgt.

e Das Axiom Ly, ex falso (sequitur) quodlibet, aus Falschem folgt Beliebiges, besagt
intuitiv, dass aus der falschen Aussage nicht ¢ und ¢ jede beliebige Aussage 1

folgt [7]

2wahr oder falsch

13Der Name ex falso (sequitur) quodlibet wird auch fiir das folgende Theorem verwendet: Fiir alle
Formeln ¢ und v gilt: Falls ¢ A =@ beweisbar ist, dann ist 1) beweisbar. Siehe [HK20l, Proposition 2.6,
p. 25].
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Axiome fiir die Quantoren: Seien 7 ein .Z-Term und v ein Variable so, dass die
Substitution ¢(v/7) zuléssig ist.

Axiomenschema ‘ Bezeichnung
Lip : Vv — ¢(v/7) | universal instantiation
Li1 : p(v/7) — Jrp | existential generalization

Bemerkungen. o Axiom Lig, universal instantiation, besagt intuitiv das Folgen-
de: Falls alle Objekte die Eigenschaft ¢ haben, dann hat jedes bestimmte Objekt
7 die Eigenschaft ¢. Beispiel: Falls alle Menschen sterblich sind, dann ist der
Mensch Sokrates sterblich.

e Axiom Ly, existential generalization, besagt intuitiv das Folgende: Falls das be-
stimmte Objekt 7 die Eigenschaft ¢ hat, dann existiert ein Objekt mit der Ei-
genschaft . Beispiel: Falls der Mensch Sokrates sterblich ist, dann existiert ein
sterblicher Mensch.

Sei v eine Variable, die in v nicht frei vorkommt.

Axiomenschema
Lz : Vu(¥ — ¢(v) = (¥ — Yvp(v))
Liz : Vo(p(v) = ¢) = (Jvp(v) — o)

Axiome fiir das Gleichheitszeichen: Seien 7,71, ...,7,, 7, ..., 7, Z-Terme, R € £
ein n-stelliges Relationssymbol und F' € .Z ein n-stelliges Funktionssymbol.

Axiomenschema

Ly:m=r71
L152(7'1:7'{/\"'/\Tn:7‘7;>—> (R(Tl,...,Tn)—)R(T{,... T’)>

r'n

L161(7'1:T{/\"'/\Tn:7}lb)_><F(le‘--a7—n):F(T{a"WTT/L))

Bemerkungen. e Aus Ly, folgt, dass das Gleichheitszeichen reflexiv ist, d. h. Va(x =
x) gilt. (Siehe spéter.)

e In L5 lassen wir auch R gegeben durch das Gleichheitszeichen = zu. Wir werden
das verwenden, um zu beweisen, dass Gleichheit symmetrisch ist. (Siehe Beispiel
1.15))

Theorie = Menge der nicht-logischen Axiome

Eine Theorie T im technischen Sinn ist eine Menge von Formeln, die wir nichtlogische
Axiome nennen und zu den logischen Axiomen als Ausgangspunkt fiir Beweise hinzu-
nehmen. Die Theorie T regelt den Gebrauch der nicht-logischen Symbole der Theorie
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(im naiven Sinn), die wir beschreiben. Fiir die Gruppentheorie entspricht eines dieser
Axiome zum Beispiel der Assoziativitit der Gruppenverkniipfung. Im Abschnitt
werden wir Beispiele von Theorien kennenlernen.

Schlussregeln und (formale) Beweise

Der letzte Bestandteil der Logik erster Stufe wird durch die beiden Schlussregeln Modus
Ponens und Verallgemeinerung gegeben. Ein Beweis ist eine Herleitung einer Formel
aus den Axiomen mittels dieser beiden Regeln.

Schlussregeln:

Modus Ponens (MP): Diese Schlussregel ist durch das folgende Schema gegeben,
wobei ¢ und 1 beliebige Formeln sind:

¢ — 1 (Pramisse = Annahme)
e (Pramisse)
(0 (Konklusion)

Das bedeutet, dass wir aus den Pramissen ¢ — 1 und ¢ auf die Konklusion 1 schlies-
sen. In einem formalen Beweis kénnen wir den Modus Ponens anwenden, falls wir
@ — ¢ und ¢ schon hergeleitet haben. Wir wenden den Modus Ponens an, indem wir
die Konklusion als neue Zeile hinzufiigen.

Beispiel. [modus ponens] Wir nehmen an, dass .Z die Konstante ¢ enthélt.

c=c— Jx(zr =x)

c=c
Jz(x = x)
Bemerkungen. e FEin anschauliches Beispiel, in dem wir den Modus Ponens an-

wenden, ist das folgende:

Wenn es geregnet hat, ist die Strasse nass.
Es hat geregnet.
Die Strasse ist nass.

o =P, P
(0

e Um Zeilen zu sparen, schreiben wir den Modus ponens auch wie folgt:

© (Pramisse)

Verallgemeinerung (V): g (Konklusion)
Dabei ist ¢ eine beliebige Formel und v eine beliebige Variable.

Seien .Z eine Signatuf 7| ® eine Menge von .#-Formeln und v eine .#-Formel.

144, h. eine Menge von nicht-logischen Symbolen
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DEFINITION 1.10 (formaler Beweis, Beweisbarkeit). (i) Ein (formaler) Beweis
von ¢ aus P ist eine endliche Folge der Form g, ..., p, so, dass @, =Y E und
fir jedes i € {0,...,n} (mindestens) eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:
(a) p; ist eine Instanz eines logischen Axiomenschemas.

(b) @; ist eine Formel in ®.
(c) Es gibt j, k <1, sodass @; = ©p — ¢;.
(d) Es gibt ein j < i und eine Variable v, die in keiner Formel von ® frei vor-

kommt, sodass p; = Vvp;.

(ii) Die Formel ¢ heisst aus ® (oder in ®) beweisbar (oder herleitbar) ¢. d. w. es
einen Beweis von ¢ aus ® gibt. In diesem Fall schreiben wir:

N
Andernfalls schreiben wir:
OB SR
Im Fall ® =0 (leere Menge), kiirzen wir O &= ab zu:
=

Fiir jede Formel ¢ schreiben wir auch
p

fiir {¢} = .

Bemerkungen. [formaler Beweis]

e Mit einer Instanz eines logischen Axiomenschemas meinen wir eine Formel, die
wir dadurch erhalten, dass wir im Axiomenschema konkrete Formeln einsetzen.
Zum Beispiel ist eine Instanz von Ly : ¢ V = durch x = 2 V —=(z = x) gegeben.

e Die Bedingung besagt, dass wir ; mittels des Modus Ponens wie folgt er-
halten:
Pk = Pi
Pk
i

e Die Bedingung besagt, dass wir ¢; mittels Verallgemeinerung aus ¢; erhalten.

15D, h., ¢, und 1 sind identische Zeichenketten.
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e Statt die Formeln ¢y, . .., ¢, durch Kommas zu trennen, schreiben wir sie oft auf
verschiedene Zeilen. Wir schreiben einen Beweis also in der Form:
%0
Pn

Beispiel 1.11. [Beweis|Wir zeigen:

Fo—=p
®o : (90 — ((90 =) — QD)) — <(90 = (p— go)) = (p— 90)) Instanziierung von Ly
p1p— ((90 — ) = 90) Instanziierung von L
g : (gp = (¢ — go)) — (¢ = @) aus ¢ und 7 mit (MP),
Definition
w310 — (9= @) Instanziierung von L
Pa:p =@ aus ¢y und @3 mit (MP)

Bemerkungen 1.12. [Beweisbarkeit, Metamathematik]

e Beweisbarkeit - ist eine metamathematische Bedingung, ndmlich eine Bedingung
an eine Formel in unserem formalen System (Logik erster Stufe). Diese Bedin-
gung ist ausserhalb unseres formalen Systems formuliert. Allgemein ist Metama-
thematik das Studium der Mathematik mittels mathematischer Methoden. Um
Metamathematik zu betreiben, verwenden wir eine Metasprache. In dieser Vorle-
sung ist das die natiirliche Sprache (deutsch) zusammen mit einigen abkiirzenden
Symbolen wie zum Beispiel:

(identisch, gleiche Zeichenfolge)
(beweist)

(impliziert = wenn . ..dann)
(folgt aus)

(genau dann, wenn)

gy T

(Die letzten drei Symbole sind fettgedruckt.) Zum Beispiel sind ¢ ist aus
beweisbar und ® - 1) Ausdriicke in der Metasprache.

e Zur Unterscheidung von der Metasprache nennen wir die Sprache, die wir be-
schreiben, die Objektsprache. In unserem Fall ist das die Sprache der Logik erster
Stufe. Zum Beispiel ist ¢» — ¢ ein Ausdruck in der Objektsprache.

e Indem wir “DEFINITION” mit Grossbuchstaben schreiben, geben wir an, dass es
sich um eine metamathematische Definition handelt.
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Das DEDUKTIONSTHEOREM

Das DEDUKTIONSTHEOREM besagt, dass eine Implikation genau dann aus einer For-
melmenge herleitbar ist, falls ihr zweiter Teil aus ihrem ersten Teil und der Formel-
menge herleitbar ist:

THEOREM 1.13 (DEDUKTIONSTHEOREM (DT)). Sei ® eine Menge von (£ -)Formeln
und ¢ eine Formel. Fs gilt ® -1 — ¢ genau dann, falls ® + ¢ F .

Hierbei bezeichnet ® + 1 die Vereinigung der Menge ® mit {}.
Beweis: [Hal, DEDUKTIONSTHEOREM (DT), S. 4]

Die ersten drei folgenden Bemerkungen sind analog zu Bemerkungen [1.12]

Bemerkungen. e Das DEDUKTIONSTHEOREM ist ein metamathematisches Theo-
rem, d. h. ein Theorem dber ein formales System (ndmlich die Logik erster Stufe).
Das DEDUKTIONSTHEOREM ist in der Metasprache formuliert.

e Indem wir “DEDUKTIONSTHEOREM” mit Grossbuchstaben schreiben, geben wir
an, dass es sich um ein metamathematisches Theorem handelt.

e Die Implikation = des DEDUKTIONSTHEOREM folgt direkt aus dem Modus Po-
nens. (Siehe Bedingung in Definition [1.10])

e Die Implikation <= des DEDUKTIONSTHEOREM erlaubt es uns, eine Implikation
@ — 1 auf die folgende gewohnte Weise zu beweisen:

Wir nehmen an, dass @ qilt. ... Daraus folgt 1. Das beweist die Implikation
© =P

Als eine Anwendung des DEDUKTIONSTHEOREMS zeigen wir, dass das Gleichheitszei-
chen eine Aquivalenzrelation ist.

DEFINITION 1.14 (Aquivalenzrelation). Wir nennen ein zweistelliges Relations-
symbol R in £ eine Aquivalenzrelation g. d. w. die folgenden Bedingungen erfiillt:

Va(xRx) Reflexivitdt
VaVy (mRy — ny) Symmetrie

VaVyVz ( (a:Ry A sz) — sz) Transitivitdt

Beispiel 1.15. [Anwendung des DEDUKTIONSTHEOREMS| Behauptung: “=" ist eine
Aquivalenzrelation. Beweis:

“=" jst reflexiv:
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Yo T=x Instanziierung von Ly

1 Vz(r =) aus gy mit Verallgemeinerung (V), Definition

“=" jist symmetrisch:
Wir definieren ¢ := z = y. Wir zeigen, dass ¢ -y = x:

Yo : (:E =yANx = x) — (x =T —y= :U) Instanziierung von Lis

Y1 T=1T Instanziierung von Liy
Y21 T=Y P2 =

p3: T=T — (:L‘ =y — (m =yANzx = a:‘)) Instanziierung von L
er: r=y— (r=yAz =21 aus 3, 1 mit (MP)
Y5 T=yYyANT =210 aus @y, o mit (MP)
Ye: T=T —Y==1a aus g, @5 mit (MP)
pri Yy=1c aus g, @1 mit (MP)

Wir haben also gezeigt, dass p -y =z, d. h. v = y = y = x, wie gewlinscht. Mittels
des DEDUKTIONSTHEOREM folgt, dass

Fr=y—y=ux.
Mittels Verallgemeinerung folgt, dass

I—‘v’xVy(:r::y—u/:x)

Also ist “=" symmetrisch.

Dass “=" transitiv ist, folgt auf eine dhnliche Weise mittels des DEDUKTIONSTHEO-
REMS. Siehe Ubungsserie 2. Das zeigt die Behauptung, dass “=" eine Aquivalenzrelation
ist.

Logische Aquivalenz
Seien ¢, 1) Z-Formeln. Wir schreiben abkiirzend
Y

fir (¢ — ) A (¢ — ). Das bedeutet, dass wir in jeder Formel jede Teilformel der
Form (¢ — ¥) A (¢ — @) durch ¢ <> 1 ersetzen diirfen und umgekehrt.

DEFINITION 1.16. Wir sagen, dass ¢ und 1 logisch dquivalent sind g. d. w.
Feeoy dh Fle=9)A{W =)

In diesem Fall schreiben wir:
=P
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Bemerkungen 1.17. [Beweisbarkeit einer Konjunktion, |'°{ logische Aquivalenz]
(i) Dass ¢ und # logisch dquivalent sind, bedeutet, dass diese Formeln von einem
logischen Standpunkt aus dasselbe sagen.
(ii) Fir alle Z-Formeln «, 5 gilt
FaAp & Faund 3

(& = metamathematisches genau dann, wenn) Die Implikation = folgt mittels
L3, Ly und (MP). Die Implikation <= folgt mittels L und zweimaliger Anwendung
des (MP). (Siehe Ubungsserie 2.)

(iii) Aus Bemerkung folgt, dass
Y & Feo—=vYund F¢ —
Beispiel 1.18. [logische Aquivalenz ist reflexiv] Fiir jede Formel ¢ gilt:
=9 (1.2)
Das bedeutet, dass logische Aquivalenz reflexiv ist. Die Aquivalenz folgt aus

Beispiel (F ¢ = ¢) und Bemerkung ‘e,

Bemerkung. Logische Aquivalenz < ist auch symmetrisch und transitiv. (Siche Ubungsserie
2.) Wegen Beispiel ist sie also eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Formeln.

THEOREM 1.19 (SATZ UBER LOGISCHE AQUIVALENZ, SUBSTITUTION). Seien ¢, 3
Formeln und o eine Teilformel von @. Sei 1 ein Formel, die aus @ entstanden ist,
indem in @ ein- oder mehrmals a durch eine Formel [ ersetzt wurde. Dann gilt:

Falls o & 3, dann ist ¢ < 1.

Beweis: [HK20, THEOREM 1.6, SUBSTITUTION THEOREM|

Beispiel. [SATZ UBER LOGISCHE AQUIVALENZ] Sei 3 eine Formel. Wir betrachten:
p =0 a =0 =

Die Formel ) ist aus ¢ entstanden, indem die Teilformel o einmal durch g ersetzt
wurde. Es gilt:
as

(Siehe Ubungsserie 2, duplex negatio affirmat = Gesetz der doppelten Negation.) Mit-
tels des SATZES UBER LOGISCHE AQUIVALENZ folgt daher:

PR d. h. == & af
16 Konjuktion ist die und-Verkniipfung.
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1.1 Theorie = Menge der nicht-logischen Axiome

Dieser Abschnitt entspricht dem ersten Teil von [Hal, 1. Axiomensysteme und semi-
formale Beweise|. Eine Theorie T im technischen Sinn ist eine Menge von Formeln, die
wir nichtlogische Axiome nennen und zu den logischen Axiomen als Ausgangspunkt
fiir Beweise hinzunehmen. Sie ist also ein Bestandteil der Logik erster Stufe.

Wir fithren in diesem Abschnitt verschiedene Theorien ein, ndmlich Gruppen-, Ring-
und Korpertheorie, die Theorie der dichten lineare Ordnungen und Peano-Arithmetik.
Gruppen, Ringe und Korper sind algebraische Strukturen, die Sie in der Vorlesung
Lineare Algebra I kennengelernt haben. Diese Strukturen werden in der Vorlesung
Algebra I im 3. Semester ausfiihrlich behandelt.

Eine Theorie T regelt den Gebrauch der nicht-logischen Symbole der Theorie (im nai-
ven Sinn), die wir beschreiben. Im Fall der Gruppentheorie stehen die Variablen und
Konstantensymbole intuitiv fiir die Objekte der Gruppentheorie, d. h. fiir die Elemen-
te einer festen Gruppe. Die Axiome der Gruppentheorie beschreiben die definierenden
Eigenschaften einer Gruppe. Eines dieser Axiome entspricht zum Beispiel der Assozia-
tivitdt der Gruppenverkniipfung.

Im Fall der Peano-Arithmetik stehen die Variablen und Konstantensymbole intuitiv
fiir die Objekte der Arithmetik, d. h. fiir natiirliche Zahlen. Die Axiome der Peano-
Arithmetik beschreiben intuitiv Eigenschaften der Addition und der Multiplikation.
Das letzte der Peano-Axiome ist das Induktionsaziom.

Gruppentheorie GT

Die Signatur der Gruppentheorie ist £t := {e, 0}, wobei e ein Konstantensymbol
und o ein zweistelliges Funktionssymbol sind. (Intuitiv spielt e die Rolle des neutra-
len Elements und o die der Gruppenverkniipfung.) Die Axiome der Gruppentheorie
sind durch das folgende Axiomensystem gegeben. Rechts neben jedem Axiom ist seine
intuitive Bedeutung angegeben.

GTo: VaVyVz(zo(yoz)=(xoy)oz) (oist assioziativ.)
GT;: Vz(eox =ux) (e ist links-neutral.)
GTy: Vzdy(yox =e) (Jedes Element besitzt ein Links-Inverses.)

Bemerkungen 1.20. [Gruppentheorie, Symmetrien] Aus diesen Axiomen folgt:

(i) Vm‘v’y(y or=e—>xoy = e), d. h., fiir jedes x ist jedes Links-Inverse fiir x ist
auch ein Rechts-Inverses fiir z. (Siehe [Hal, S. 14].)

Wir nennen dieses Links-Inverse darum jetzt einfach Inverses von z.

(ii) Das Inverse jedes Elementes ist eindeutig. Das folgt mittels ().
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(iii) Va(z o e = x), d. h. e ist auch rechts-neutral. Das folgt mittels (f).

An dieser Stelle erinnern wir uns, dass wir in diesem syntaktischen Teil der Logik
nur Beziehungen zwischen Zeichen festlegen und den Zeichenketten keine Bedeutung
verleihen. Insbesondere ist o nur ein Funktionssymbol, keine Funktion. Wir diirfen
daher die Erkldarungen zu den Axiomen in Klammern nicht wortlich nehmen. Sie dienen
nur der Intuition.

Im semantischen Teil der Logik, d. h. im Rahmen von Modellen, werden wir den Sym-
bolen jedoch eine Bedeutung verleihen. Innerhalb eines Modells M werden wir das
Funktionssymbol o dann als eine zweistellige Funktion o™ : A x A — A interpretieren,
wobei A eine feste Menge ist. Das Axiom GT driickt dann aus, dass die Funktion o
assoziativ ist. Ahnliches gilt fiir die Bemerkungen neben den anderen Gruppenaxio-
men. Zusammen driicken die Axiome der Gruppentheorie aus, dass das Paar (A, o)
eine Gruppe ist. Das erklart den Terminus Gruppenaxiome.

Bemerkung. [Gruppe] Gruppen spielen eine zentrale Rolle in der Mathematik und
der Physik. Die Menge der Symmetrien eines gegebenen Objektes ist eine Gruppe.
Das Objekt kann zum Beispiel eine geometrische Figur oder die Energiefunktion in
der klassischen Mechanik sein. Im Fall der Energiefunktion fithren Gruppen mittels
Symmetrien zu physikalischen Erhaltungssétzen, wie zum Beispiel Impuls- und Dre-
himpulserhaltung.

Ringtheorie RT

Die Signatur der Ringtheorie (fiir Ringe mit 1) ist Zgr := {0,1,+,-}, wobei 0,1
Konstantensymbole sind und —+, - zweistellige Funktionssymbole sind. Die Axiome der
Ringtheorie sind durch das folgende Axiomensystem gegeben. (Rechts neben jedem
Axiom ist seine intuitive Bedeutung angegeben.)

is assoziativ.)
is kommutativ.)

RTo: VaVyVz(z+ (y+2) = (x+y) + 2) (+
RT, : VaVy(z+y=y+z) (+
RTy: Va(0+z=1x) (0 is links-neutral bzgl. +.)
RT;: Vzdy(y+x=0) (links-Inverses bzgl. +.)
RT,: VaVyVz(z-(y-2) = (z-y)-2) (- ist assoziativ.)

RTs: Va(l-z=zAz-1=u2x) (1 ist neutral bzgl. -.)
RTg: VaVyVz(z-(y+2)=(z-y)+(z-2)) (
RT;: VaVyVz((z+y)-z2=(z-2)+(y-2)) (

- ist links-distributiv iiber +.)
- ist rechts-distributiv iiber +.)

Bemerkungen. [Ringtheorie]
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e Die Axiome RTy, RT5, RT3 stimmen mit dem Axiomensystem der Gruppentheo-
rie iiberein, falls wir e, o durch 0, + ersetzen. Es gelten daher die entsprechenden
Bemerkungen [1.20]

e Wie wir im Teil iiber Modelle sehen werden, beschreiben die Axiome der Ringtheo-
rie Ringe.

Korpertheorie KT

Die Signatur der Korpertheorie ist die gleiche wie die der Ringtheorie, also Zxr =
{0,1,+, -}, wobei 0, 1 Konstantensymbole sind und +, - zweistellige Funktionssymbole
sind. Die Axiome der Koérpertheorie sind:

KTy :=RTo: VaVyVz(z+ (y+2) = (z+y) + 2) (+ is assoziativ.)

KT, :=RT;: VaVy(z+y=y+uz) (4 is kommutativ.)

KTy :=RTy: V(042 =2) (0 is links-neutral bzgl. +.)
KT3:=RT3: Vady(y+z =0) (links-Inverses bzgl. +.)

KT, :=RTy: VaVyVz(z-(y-z)=(z-y)-2) (- ist assoziativ.)

KT; : VaVy(x -y =y - x) (- ist kommutativ.)

KT : Va(l -z =x) (1 ist links-neutral bzgl. -.)
KT, : Vaedy(z A0 =y -2 =1) (links-Inverses bzgl. - fiir x # 0)
KTs:=RTg: VaVyVz(z-(y+2) = (x-y)+ (x-2)) (- ist links-distributiv iiber +.)
KTy : 0#1 (0 ist verschieden von 1.)

Bemerkungen. [Korpertheorie, Vektorraume]

e Die Axiome fiir die Kérpertheorie sind dhnlich zu denjenigen fiir die Ringtheorie.
Wie oben angegeben, sind die Axiome KT;, fiir i € {0, 1,2, 3,4, 8} identisch mit
gewissen Ringaxiomen.

e Im Unterschied zur Ringtheorie gilt in der Kérpertheorie das Folgende:

— Multiplikation - ist kommutativ (KTj).

— Jedes von Null verschiedene Element besitzt ein links-Inverses bzgl. der
Multiplikation -.

— 0#1 (KTy)

e Das Axiom KTg (1 ist links-neutral bzgl. -) ist eine vereinfachte Version von
RT5. Wegen KT5 (Kommutativitidt von -) enthélt es dieselbe Information. Das
Axiom RT7 (rechts-Distributivitét von - iiber +) ist in der Korpertheorie wegen
KTj iiberfliissig.
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e Wie wir im Teil {iiber Modelle sehen werden, beschreiben die Axiome der Kérpertheorie
Korper. In einem Korper kénnen wir wie gewohnt rechnen, d. h. addieren, sub-
trahieren, multiplizieren und dividieren.

e In der linearen Algebra bildet die Menge der Skalare einen Korper. Der Begriff
eines Vektorraumes iiber einem Korper spielt dort eine zentrale Rolle.

Dichte Lineare Ordnungen DLO

Die Signatur der Theorie der dichten linearen Ordnungen ist %pro = {<}, wobei
< ein zweistelliges Relationssymbol ist. Die Axiome der Theorie der dichten linearen
Ordnungen sind:

DLOg: Vz—(z < x)
DLO; : ‘v’xVsz((x <yANy<z)—zx< z)

DLO3: VaVydz(z <y — (x <zAz<y))

< ist irreflexiv.)
< ist transitiv.)

< ist dicht.)

(
(
DLO, : Vwa(x <yVrx=yVy< x) (< ist linear = total.)
(
(

DLO,: Vzdydz(y <z Az < 2)

kein kleinstes und kein grosstes Element)

Bemerkungen. [dichte lineare Ordnung]

e Das Axiom DLO, besagt intuitiv, dass alle Paare von Objekten vergleichbar sind.

e Das Axiom DLOj3 besagt intuitiv, dass es zwischen je zwei Objekten ein drittes
gibt. Das bedeutet, dass < im Sinn der Ordnungstheorie dicht istE]

e Die Axiome fiir dichte lineare Ordnungen werden spéter in dieser Vorlesung bei
der axiomatischen Beschreibung der reellen Zahlen eine Rolle spielen.

Peano-Arithmetik PA

Die Signatur der Peano-Arithmetik ist %Zps := {0,s, +, -}, wobei 0 ein Konstantensym-
bol und s, +, - Funktionssymbole der Stelligkeiten 1,2, 2 sind. Die Axiome der Peano-
Arithmetik sind:

PAy: —3Jz(sxz =0)
PA; : ‘v’xVy(s:v:sy—HU:y)

PA3: VaVy(z +sy=s(z+y))

0 ist kein Nachfolger.)
s ist injektiv.)

Das definiert mit PAy zusammen +.)

(
(
PAy: Vz(z+0=1x) (0 ist rechts-neutral.)
(
(

PA;: Vz(z-0=0)

Das definiert « - 0.)

PA;: VaVy(z-sy=(x-y)+x) (Das definiert mit PA4 zusammen -.)

1"Dieser Begriff unterscheidet sich von demjenigen der Dichtheit einer Teilmenge eines topologi-

schen Raumes.
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Abbildung 1.2: Giuseppe Peano, 1858-1932, italienischer Mathematiker.

Sei ¢ eine Zpp-Formel und v € frei p eine Variable.
PAg : (gp(O) AV (p(v) — o(s I/))) — Yvp(v) (Induktion)

Bemerkungen. [Peano-Arithmetik]

e Die Peano-Arithmetik ist nach Giuseppe Peano benannt. Siehe Abbildung
Intuitiv beschreibt diese Arithmetik die (natiirlichen) Zahlen zusammen mit der
Addition und der Multiplikation. Jede Variable spielt die Rolle einer Zahl. Das
Symbol s spielt die Rolle der Nachfolgerfunktion. Intuitiv ist fiir jede Zahl = der
Ausdruck sz (“s(x)”) die nach x néchstgrossere Zahl, also zum Beispiel s0 =
1,81 =2,82=23.

e PA; besagt intuitiv, dass die Nachfolgerfunktion injektiv ist, d. h., dass verschie-
dene Zahlen verschiedene Nachfolger haben.

e Intuitiv ist + eine Funktion mit zwei Argumenten, die durch PA; und PA3 re-
kursiv im zweiten Argument y definiert wird. (Idee: Geméss PA, ist 4+ 0 := «x,
gemiss PAj ist daher x + 1 = z +5(0) :==s(z +0) = s(x), x +2 =z +s(1) :=
s(z+1) =s(s(x)), ...

e Intuitiv ist - eine Funktion mit zwei Argumenten, die durch PA, und PAj5 rekursiv
im zweiten Argument y definiert wird. (Idee: Geméss PA, ist z - 0 := 0, geméss
PAj; ist daher x-1 = z-8(0) := z-0+2 = 0+z =z, 2-2 = 2-s(1) := z-14+2 = x+x,

)

e PAs: Wir erinnern uns, dass fiir jeden Term 7 der Ausdruck ¢(7) := ¢(v/7) die
Formel ¢ ist, in der an jeder Stelle, an der v frei vorkommt, die Variable v durch
7 substituiert wurde.
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e PAg: p(v) ist gemiss (1.1)) identisch zu . Wir schreiben hier v, um zu betonen,
dass ¢ intuitiv von v abhéngt, da v frei in ¢ vorkommt.

e PAg heisst Induktions-Axiom. Es wird fir Induktionsbeweise verwendet. Im Un-
terschied zu PAy-PAj ist PAg ein Axiomenschema, d. h. eine Konstruktionsvor-
schrift fiir Axiome. Es liefert ein Axiom fiir jede Formel ¢ und jede Variable v,
die in ¢ frei vorkommt. Zum Beispiel erhalten wir mittels PAg fiir p =0+2 =2
und v = r das Axiom:

<0+0:0AVx(0+a::x—>0+sx:sx)—>Vx(0+x:x)>

Wir kénnen mittels dieses Axioms die Formel V(0 + = x) aus PA beweisen.
(Siehe Beispiel [1.21]) Da PAg ein Axiomenschema ist, besteht das Axiomensy-
stem der Peano-Arithmetik aus unendlich vielen Axiomen.

Beispiel 1.21. [Induktionsbeweis] Behauptung;:

PAEVy(0+y=y) (1.3)

Bemerkung: Intuitiv bedeutet das, dass 0 links-neutral ist.

Beweis der Behauptung (|1.3): Wir verwenden Induktion, d. h. das Axiomenschema
PAg.

Induktionsverankerung: Es gilt:

PAy=Ve(z+0=2)F0+0=0 (1.4)

Das folgt mit Hilfe von Ly (universal instantiation) und (MP).

Induktionsschritt: Behauptung:

PAs; FO0+sy=s(0+vy) (1.5)

Beweis:

0o : VxVy(x +sy =s(x +y))
P

Y3 : Vy(0+sy:s(0+y)) = 0+sy=s(0+y)
pa: 0+sy=s(0+y)

Annahme PAj)
VaVy(z +sy =s(z +y)) = Vy(0 +sy =s(0+y))

aus s, 3 und MP)

Das beweist die Behauptung ([1.5]).
Es gilt LigF 0+ vy =y — s(0 4+ y) = sy. Mittels (MP) erhalten wir daraus:

O+y=yks(0+y)=sy (1.6)

(

(L1, universal instantiation)
0y : Vy(O +sy=s(0+ y)) (aus g, 1 und MP)

(

(

L, universal instantiation)
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Gemiss einer Aufgabe aus Ubungsserie 2 (Konjunktion, Existenz) gilt

O+sy=s(0+y), s(0+y) =sy F O0+sy=s0+y)As(0+y)=sy (1.7)

Behauptung:
O+sy=s(0+y)As(0+y)=sy F O0+sy=sy (1.8)
Beweis:
wo: 0+sy=s0+y)As(0+y)=sy Annahme)
011 YuVoVw ((u =vAV=w) S>u=w Transitivitat von “=", Serie 2)

Vg : Vva((O +sy=vAv= w) —0+sy= w) Ly, universal instantiation)

(
(
(
(
(
(

03 : Vw((O—l—sy:s(O—i—y)/\s(O—l—y):w)—>0+sy:w> Lio)
1 (0+sy=s(0+y)As(0+y)=sy) > 0+sy=sy L)
w5: O04+sy=sy ©0, ¢4, (MP))

Das beweist die Behauptung (1.8]). Aus . folgt, dass gilt:

PA3, O+y=y F O+sy=sy
Geméss dem DEDUKTIONSTHEOREM folgt daraus, dass:

PAs HF 0+y=y—=>0+sy=sy
Mittels Verallgemeinerung folgt daraus, dass:

PA3 FVy(0+y=y—0+sy=sy) (1.9)
Das schliesst den Induktionsschritt ab.
Aus folgt mittels einer Aufgabe aus Serie 2 (Konjunktion, Existenz), dass gilt:
PAFO+0=0AVy(0+y=y—0+sy=sy)
Mittels PAg (Induktion) mit ¢ =0+ y =y, v = y und (MP) erhalten wir daraus:
PA + Vyp(y) =Vy(0+y =y)

Das beweist die Behauptung .

Bemerkungen. e Im Beweis von ((1.8) in ¢ haben wir eine Version einer Aufgabe
aus Ubungsserie 2 (Gleichheitsrelation transitiv) verwendet, in der wir x,y, 2
durch u, v, w ersetzt haben. Diese Version kann auf analoge Weise gezeigt werden.

e In Ubungsserie 3 haben wir nochmals auf eine semi-formale Weise bewiesen, dass
PA I—Vx(O—l—x = x)
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1.2 Semi-formale Beweise

Dieser Abschnitt entspricht dem zweiten Teil von [Hal, 1. Axiomensysteme und semi-
formale Beweise]. Mit einem semi-formalen Beweis meinen wir einen formalen Beweis,
bei dem wir alle Schritte weggelassen haben, die auf logischen Axiomen beruhen. In
einem solchen Beweis fithren wir also nur die Schritte durch, die auf den nicht-logischen
Axiomen beruhen. Wir verwenden in einem semi-formalen Beweis ausser logischen
Symbolen auch die natiirliche Sprache. Dabei verwenden wir einen eingeschrinkten
Wortschatz, der aus Wortern und Ausdriicken mit préziser und eindeutiger Bedeutung
besteht. Ein Beispiel fiir einen solchen Ausdruck ist Wir nehmen an, dass .. ..

Der Begriff eines semi-formalen Beweises ist kein praziser mathematischer Begriff. Der
Zweck eines solchen Beweises ist es, einen formalen Beweis zu vereinfachen. Wie wir
gesehen haben, werden formale Beweise selbst einfacher Formeln ndmlich schnell lang.
In mathematischen Texten werden daher in aller Regel semi-formale Beweise statt
formale Beweise gefiihrt.

Beispiel 1.22. [semi-formaler Beweis von PA - 1+ 1 = 2|Wir zeigen, dass PA +
s0+s0=ss0:
s0+50 22 5(s0+0) 22550

Gemiss einer Aufgabe in Ubungsserie 2 ist die Gleichheitsrelation “=" transitiv. Es

folgt, dass s0 +s0 = ss0, wie behauptet.

Bemerkung. In der Losung zur Ubungsserie 3 beweisen wir die Aussage PA Fs0+s0 = ss0
formal in 17 Schritten. Der obige semi-formale Beweis ist also deutlich kiirzer.

Beispiel. [semi-formaler Beweis von PA - Vz (22 = = + x)] Behauptung:
PAFVz(ss0-z =2z +x) (1.10)

Beweis: Wir definieren ¢(z) :=ss0 -2 = 2 + x. Wir verwenden Induktion.

Induktionsverankerung PA + ¢(0): Es gilt PA Fss0-0 "2 0 22 0 40,

Induktionsschritt PA - Vz(p(z) — ¢(sz)): Wir nechmen PA an. Sei z so, dass
ss0-x =z + z. Wir haben

5087 2 (s50-2) + 550
=(z+2z)+(s0+s0) gemiss Induktionsannahme und Beispiel

=(x+s0)+ (z+5s0) Assoziativitit und Kommutativitit von + (Ubungsserie 3)

25 (2 4+ 0) + s(z +0)

PA
=sr+4sx
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Das schliesst den Induktionsschritt ab.

Gemiiss Induktionsverankerung und Induktionsschritt gilt PA = ¢(0) A Vz(p(z) —
o(s x)) Mittels des Induktionsaxioms PAg und des Modus Ponens folgt daraus, dass
Vep(z), d. h:

‘v’x(ssO-x:x—i—x)

1.3 Modelle

In den Abschnitten [1.0]und [I.1 haben wir die Syntax der Logik erster Stufe eingefiihrt.
Diese beschreibt die Regeln, nach denen Terme und wohlgebildete Formeln gebildet
werden und aus gegebenen Formeln eine neue Formel abgeleitet wird. Die Syntax ver-
leiht den Formeln keine Bedeutung.

In diesem Abschnitt beschéiftigen wir uns mit der Semantik der Logik erster Stufe,
d. h. der Lehre der Interpretation der Zeichen. Im Gegensatz zur Syntax verleiht die
Semantik den Formeln intuitiv eine Bedeutung. Ein wichtiges semantisches Konzept
ist das eines Modells. Es basiert auf dem Begriff einer Interpretation, welcher seiner-
seits auf dem Begriff einer Variablenbelegung basiert. Eine Variablenbelegung ordnet
jeder Variable einer Theorie ein Objekt in einer festen Menge A zu. Zum Beispiel kann
eine solche Belegung der Variable x das Objekt 1 € A := Z zuordnen. Intuitiv inter-
pretiert eine Variablenbelegung also jede Variable als ein Objekt aus A. Eine Struktur
interpretiert die nicht-logischen Symbole einer Theorie. Zum Beispiel enthélt die Grup-
pentheorie die nicht-logischen Symbole e und o, die eine Struktur als neutrales Element
und Gruppenverkniipfung der Gruppe A = Z interpretieren kann. Eine Interpretation
ist eine Struktur zusammen mit einer Variablenbelegung. Ein Modell einer Theorie ist
schliesslich eine Struktur, in welcher die nichtlogischen Axiome (d. h. die Theorie) fiir
jede Variablenbelegung wahr sind. Zum Beispiel wird ein Modell der Gruppentheorie
durch eine Gruppe gegeben.

Die Hauptresultate dieses Abschnitts sind der Korrektheitssatz und der Godelsche
Vollstéandigkeitssatz. Zusammen besagen diese Séatze, dass ein Satz, d. h. eine geschlos-
sene Formel, genau dann in einer Theorie bewiesen werden kann, falls er in jedem
Modell der Theorie wahr ist. Mittels des Godelschen Vollstandigkeitssatzes kénnen
wir ein Theorem beweisen, indem wir zeigen, dass das Theorem in jedem Modell der
Theorie wahr ist. Das vereinfacht Beweise sehr.

Struktur, Variablenbelegung, Interpretation, Modell

Sei .Z eine Signatur.

DEFINITION 1.23 (Struktur). Eine .Z-Struktur ist ein Paar (A, M), wobei A eine
nichtleere Menge ist und M eine Abbildung, die
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e jedem Konstantensymbol ¢ € £ ein Element M := M(c) € A zuordnet,

o jedem n-stelligen Funktionssymbol F € £ eine Funktion FM := M(F) : A" — A
zuordnet,

e jedem n-stelligen Relationssymbol R € £ eine Teilmenge RM := M(R) C A"
zuordnet.

Wir nennen A den Bereich von M. Wir schreiben abkiirzend M := (A, M).

Bemerkungen. [Struktur, Relation]

e Eine n-stellige Relation auf einer Menge A ist eine Teilmenge R von A™. Im Fall
n = 2 heisst ein solches R eine bindre Relation auf A. Intuitiv sind die Elemente
von R diejenigen n-Tupel, die “miteinander in Beziehung stehen”. Zum Beispiel
ist

R:={(z,y) eR*|z <y}

eine bindre Relation auf der Menge R der reellen Zahlen, die wir Kleiner-Gleich-
Relation nennen.

e Gemaiss Definition ordnet eine Struktur (A, M) einem n-stelligen Relations-
symbol R € £ eine n-stellige Relation RM auf A zu.

Beispiele 1.24. [Struktur]
(i) (Gruppentheorie) Wir betrachten die Signatur der Gruppentheorie, £ := Zg1 =

{e,o0}. Seien e und « zwei verschiedene Objekte. Wir definieren den Bereich
A = {e,a} und die Abbildung o : A2 = Ax A — A durch die folgende Tabelle:

o e |«
e | e |«
a | x| e

(Es gilt also zum Beispiel e o e = e.) Wir definieren die Abbildung M auf Zgr
durch:
M=M()=e M=M():=o

Das Paar (A, M) ist eine Zgp-Struktur.

(ii) (Gruppentheorie) Wir betrachten die Signatur der Gruppentheorie, & := Lo =
{e,o0}. Seien e und « zwei verschiedene Objekte. Wir definieren den Bereich
A = {e,a}, o : A2 — A als die konstante Abbildung o(a,b) := e, fiir jedes
(a,b) € A%, und eM := e, oM := 0. Das Paar (4, M) ist eine Lgp-Struktur.
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(ili) (Peano-Arithmetik) Wir betrachten die Signatur der Peano-Arithmetik, & :=
Zra = {0,s,+,-}. Wir nehmen an, dass das Alphabet der Metasprache den
Strich | enthélt. Wir schreiben ¢ fiir die leere Zeichenkette. Wir definieren N als
die Menge der ENDLICHEN Zeichenketten

|

Wir nennen die Elemente von IN natiirliche Zahlen. Wir definieren die Abbildung
N auf Zpa wie folgﬁ:

oN
NN =N, sNa) :=la
+NINx N =N, +Na,b) := ab (Verkettung)

NNxN-—=N, Nab):=a---a (jeeine Kopie von a fiir jeden Strich | in b)

€

Das Paar (IN,N) ist eine Zpa-Struktur.

Sei M := (A, M) eine .Z-Struktur.

DEFINITION 1.25 (Variablenbelegung j in M, j%, Z-Interpretation). (i) Eine Va-
riablenbelegung in M ist eine Abbildung

J: {Variable} — A.

(ii) Sei j eine Variablenbeleqgung in M, v eine Variable und a € A. Wir definieren
die Abbildung

Jo {Variable} — A
VN B falls v = v,
W)= { Jj('), sonst.

(111) Eine Z-Interpretation ist ein Paar I = (M, j), wobei M eine £ -Struktur und j
eine Variablenbelegung in M ist.

() Seil = (M, j) eine L -Interpretation, v eine Variable und a € A. Wir definieren
12— (M,j2)

Bemerkung. j? ist eine Variablenbelegung in M.

Sei I = (M, j) eine .Z-Interpretation.

18Hierbei stehen a und b fiir ENDLICHE (moglicherweise leere) Zeichenketten der Form |- - - |.
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DEFINITION 1.26 (Interpretation eines Terms). Wir definieren die Abbildung
I(:): {&L-Term} — A

rekursiv durch:

(a) I(v) = j(v) € A fir jede Variable v
(b) I(c) := M € A fiir jedes Konstantensymbol

(¢) I(Fry--- 1) = FM(I(1),...,X(r,)) fiir jedes n-stellige Funktionssymbol F € &
und L -Terme ,...,T,

Bemerkungen. [Interpretation eines Terms, Rekursion]
e Die Teile (@l der obigen Definition bilden den Rekursionsanfang. Der Teil

bildet den Rekursionsschritt. Hier verwenden wir, dass I(7y),...,I(,) schon de-
finiert wurden.

e Wir fassen die Elemente von A als Objekte auf. Eine Interpretation ordnet also
jedem Term ein Objekt zu.

Beispiel 1.27. [Variablenbelegung, Interpretation eines Terms] Wir betrachten die
Struktur (A, M) aus Beispiel und die Variablenbelegung

j : {Variable} -+ A = {e,a}, Jj(v) := a fir jedes v.
Es gilt:

I(x)=b Ie)=eM=e I(zoe) = I(oze) = oM (I(z),I(e)) = o(a, €) = ace = a

DEFINITION 1.28 (Giiltigkeit einer Formel in einer Interpretation). Fir eine For-
mel ¢ definieren wir IE @, d. h. @ gilt in I, d. h. @ ist beziiglich I wahr, rekursiv wie

folgt:

IEn=n <> I(71) 1ST DASSELBE OBJEKT WIE I(73).

IERm -7, = (I(n),...,I(7,)) IST EIN ELEMENT DER MENGE RM.
I1E <> NICHT 1F ¢

IE Y ANy <= IFE; UND ITF ¢y

IE Y Vs <> IFE; ODER IF 9,

IEY, — vy & FALLS I F ¢y, DANN I F 9

I1E dvy <> ES EXISTIERT EIN a IN A MIT 12 F 9.

IEVvy <> FUR JEDES a IN A GILT 12 F 9.

Wir schreiben 1 ¥ ¢ g. d. w. 1E ¢ nicht gilt.
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Bemerkungen. e In dieser Definition stehen auf der rechten Seite metamathema-
tische Bedingungen. (Vergleiche mit Bemerkung [1.12])

e Geméss DEFINITION entsteht jede Formel durch endlich viele Anwendungen
der Regeln (FO-F4). Diese Regeln entsprechen den Ausdriicken 7, = 7 usw. ,
die in Definition [L28 auf der linken Seite auftreten. Daher ist diese rekursive
Definition der Bedingung I F sinnvoll.

Beispiel. [Giiltigkeit einer Formel in einer Interpretation] Wir betrachten die Zr-
Struktur (A, M) aus Beispiel und die Variablenbelegung aus Beispiel |1.27} Es
gilt
IFxz=y IFz=e IFzoe=x IEJz(x=e)
IEp:=Ve(-(z=e)V(z=y)) IEVady(z =y)

Im Fall von ¢ verwenden, dass flira = e gilt 12 F r =yund fira = a gilt 12 ¥z =e.
(Warum gelten diese Aussagen?)

Sei .Z eine Signatur und M = (A, M) eine .Z-Struktur.

DEFINITION 1.29 (Modell). (i) Sei ¢ eine £-Formel. Wir nennen M ein Mo-
dell von ¢ g¢. d. w. fiir jede Variablenbelegung j in M gilt (M,j) E ©. Wir
schretben:

MEp = M st ein Modell von .

(ii) Sei @ eine Menge von £ -Formeln. Wir nennen M ein Modell von ® ¢. d. w. M
ein Modell jeder Formel in ® ist. Wir schreiben:

MEOD RS M st ein Modell von ®.

Beispiele. [Modell]

(i) Die ZLor-Struktur (A = {e, a}, M) aus Beispiel ist ein Modell der Grup-
pentheorie ® := GT. Es gilt ndmlich:

e M F GTy, d. h., fiir jede Variablenbelegung j in M gilt (M, j) E GTy, d. h.,

oM = o ist assoziativ.

e M E GTy, d. h., eM = e ist links-neutral.
e M F GT,, d. h., jedes Element von A besitzt ein Links-Inverses.

(Uberpriifen Sie diese Aussagen!)

(ii) Die Zgr-Struktur (A, M) aus Beispiel ist kein Modell der Gruppentheo-
rie. (Warum?)
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(ili) Die Zpa-Struktur (IN, N) aus Beispiel ist ein Modell der Peano-Arithmetik

PA. (Siehe Ubungsserie 4.) Wir iiberpriifen exemplarisch, dass N £ PAy: Sei j eine
Variablenbelegung fiir N. Wir schreiben I:= (N, j). Sei a € IN. Es gilt:

Ie(sz) =sNI%(z)) = la#e
Das bedeutet, dass es nicht ein a € IN gibt, sodass gilt:
I[¢(s2)=e=0" dh I%ksz=0
Das bedeutet, dass gilt:

I¥3z(sz=0) dh  IF-Jz(sz=0) dh  IEPA,

Jedes Modell der Gruppentheorie ist eine Gruppe. Um das zu erkldren, benotigen wir
den folgenden Begriff.

DEFINITION 1.30 (Gruppe). Eine Gruppe ist ein Tripel (G, e, o), wobei G eine
Menge ist, e € G und o : G X G — G eine Abbildung, sodass gilt:

o (Assoziativitit) go (ho k) = (go h)ok fiir alle g,h,k € G
e (neutrales Element) eo g = g = go e fir jedes g € G

o (Inverses) Fiir jedes g € G gibt es ein h € G, sodass ho g = e.

Wir nennen o die Gruppenverkniipfung (oder Gruppenoperation) und e das neutrale
Element.

Bemerkungen. [alternative Definition des Begriffes einer Gruppe]

e In der Vorlesung Lineare Algebra wurde der Begriff einer Gruppe alternativ wie

folgt definiert. Eine Gruppe ist ein Paar (G,o), wobei G eine Menge ist und
o: G x G — @ eine Abbildung, sodass gilt:

— (Assoziativitidt) go (ho k) = (go h) o k, fiir alle g, h, k € G

— (neutrales Element) Es gibt ein e € G, sodass eo g = g = g o e, fiir jedes
g€ G.
Wir nennen ein solches e ein neutrales Element von (G,0).

— (Inverses) Fiir jede neutrale Element e von (G,0) und jedes g € G gibt es
ein h € G, sodass ho g = e.
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e Das neutrale Element e wie oben ist eindeutig (falls es existiert). Beweis: Falls

e, € neutrale Elemente sind, dann gilt e = eoe’ = €'.

e Diese Definition des Begriffes einer Gruppe und Definition sind dquivalent
im Sinn, dass die Abbildung

f: {Gruppe im Sinn von Definition } — {Gruppe im Sinn der Vorlesung Lineare Algebm},

eine wohldefinierte Bijektion ist.

Bemerkung. [Gruppe, Modell der Gruppentheorie| Ein Tripel (G, e, o) ist genau dann
eine Gruppe (wie in Definition [1.30), falls es ein Modell M der Gruppentheorie GT
mit Bereich G gibt, sodass (e,0) = (eM,oM). (Uberpriifen Sie das!)

Bemerkungen. [Ring, Kérper, Modell der Ring-, Korpertheorie] Analoge Bemerkun-
gen gelten fiir Ringe und Korper:

e Ein Ring ist per definitionem ein Tupel (R, 0,1,+, -), wobei R eine Menge, 0,1 €
R Elemente und +,+ : R x R — R Abbildungen sind, sodass die Bedingungen
gelten, die wir aus den Ringaxiomen RTy-RT; erhalten, indem wir V,4,0,1, +, -
durch fiir jedes, es gibt, 0,1,4,« ersetzen. (Das stimmt mit der Definition aus
der Vorlesung Lineare Algebra iiberein.) Ein Tupel (R, 0,1,4+, ) ist genau dann
ein Ring, falls es ein Modell M der Ringtheorie RT mit Bereich R gibt, sodass
(0,1,+,:) = (OM, 1M 4M M),

e Analoge Bemerkungen gelten fiir Korper.

Sei .Z eine Signatur, T' eine Menge von .Z-Sétzen, o ein .£-Satz und M ein Modell
von 7', d. h.:
MET

THEOREM 1.31 (KORREKTHEITSSATZ). Es gilt:

TkFo = MEo

Beweis: [HK20, Theorem 3.8 (SOUNDNESS THEOREM), p. 40]

Sei .Z eine Signatur, T eine Menge von .Z-Sétzen und o ein .Z-Satz.
THEOREM 1.32 (GODELSCHER VOLLSTANDIGKEITSSATZ). Es gilt:

THFo = Es gibt ein Modell M ET mit M E —o
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Beweis: [HK20, THEOREM 5.5 (GODEL'S COMPLETENESS THEOREM), p. 61, and
Chapter 15]

Aus dem KORREKTHEITSSATZ und dem GODELSCHEN VOLLSTANDIGKEITSSATZ

folgt:

KOROLLAR 1.33. Ein Satz o ist genau dann aus einer Menge von Sdtzen T formal
beweisbar, wenn o in jedem Modell von T gilt.
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