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Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (%) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufga-
ben zu lésen und abzugeben.

In dieser Serie wiederholen wir aussagenlogische Begriffe, die Sie in Analysis 1 ken-
nengelernt haben, sowie Quantoren.

0.1. wenn, (entweder) oder, es gibt, fiir jedes
(i) Fir welche nattrliche Zahlen n ist die folgende Aussage wahr:

“Wenn n gerade ist, dann ist n 4+ 1 ungerade.”
Losung. Die Aussage ist fiir alle natiirlichen Zahlen wahr.

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

(ii) (%) “Wenn 1 gerade ist, dann ist 2 ungerade.”
Losung. 1 ist nicht gerade, also sagt die Aussage auch nicht, dass 2 ungerade
ist. Die Aussage ist somit wahr.

(iii) “1 +1 = 2 oder 1 ist ungerade.”
Losung. Beide Aussagen sind wahr, also ist auch die Veroderung davon wahr.

(iv) “Entweder ist 1 + 1 = 2 oder 1 ist ungerade.”
Losung. Beide Aussagen sind wahr. Bei entweder oder muss aber genau eine
der Aussagen wahr sein. Die Aussage ist daher falsch.

(v) “Fiir jede nattrliche Zahl m gibt es eine natiirliche Zahl n, sodass m < n gilt.”
Losung. Diese Aussage ist wahr. Egal wie gross wir m wéhlen, wir kénnen
immer eine noch grossere natiirliche Zahl n finden.

(vi) “Es gibt eine natiirliche Zahl n, sodass fiir jede nattrliche Zahl m gilt, dass
m<n.
Losung. Falsch. Dies wiirde bedeuten, dass es eine grosste natiirliche Zahl n
gibt.

0.2. Verkniipfungen von Aussagen

(a) Wir schreiben V fiir das exklusive Oder, d. h. die logische Verkniipfung entwe-
der oder. Schreiben Sie jede der folgenden Aussagen mittels mathematischer
Symbole, ohne Wérter. Verwenden Sie das Negationszeichen — und die Verkniip-
fungszeichen A, V,V, —, <> :

a) “Null plus eins ist eins, und null ist grosser als eins.”

b) “Null plus eins ist eins, oder null ist kleiner als eins.”
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c) “Entweder ist null plus eins gleich eins, oder null ist kleiner als eins.”
d) “Wenn null grosser als eins ist, dann ist null plus eins gleich null.”
e) “Null ist genau dann grosser als eins, wenn null plus eins gleich eins ist.”
(b) Bestimmen Sie fiir jede der obigen Aussagen, ob sie wahr ist.
Losung.
(a) a
b

0+1=1A0>1
0+1=1v0<l1
c) 0+1=1v0<1

d)0>1—-0+1=0
(b) a) Falsch
b) Wahr
Falsch
Wahr
Falsch

C

)
)
)
)
) 0>1¢0+1=1
)
)
)
d)
)

e

0.3. Wahrheitstafeln, logische Aquivalenz

(a) (%) Bestimmen Sie die Wahrheitstafeln fir die folgenden verkniipften Aussagen:
~(PAQ),  (2P)V(2Q).

(b) (%) Wir nennen zwei Aussagen A, B logisch dquivalent g.d.w. ! sie die gleichen
Wahrheitstabellen besitzen. In diesem Fall schreiben wir:

A< B

Uberpriifen Sie mittels der Wahrheitstafeln, dass

~(PAQ) & (2P)V (=Q). (1)
(c) Bestimmen Sie die Wahrheitstafeln fir die folgenden verkniipften Aussagen:

~(PVQ), (=P)A(Q).

lgenau dann, wenn
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(d) Uberpriifen Sie mittels der Wahrheitstafeln, dass
=(PVQ) & (=P) A (=Q). (2)
Bemerkung: (1,2) sind die de-morganschen Gesetze fiir Aussagen.
(e) Bestimmen Sie die Wahrheitstafel fiir die folgende verkniipfte Aussage:
(—Q) = ~P.

(f) Uberpriifen Sie mittels der Wahrheitstafeln, dass
P— Q< (-Q) — —P. (3)

Bemerkung: Kontraposition (oder Umkehrschluss) ist die logische Schlussregel,
die von der Implikation P — @ auf ihr Kontraponiertes (—@) — —P schliesst.
Diese Regel ist giiltig wegen (3).

(g) Bestimmen Sie die Wahrheitstafel fir die folgende verkniipfte Aussage:
(P = Q)N (Q—P).

(h) Uberpriifen Sie mittels der Wahrheitstafeln, dass
P&Qe (P—Q)ANQ—P).

(i) Bestimmen Sie die Wahrheitstafeln fir die folgenden verkniipften Aussagen:

PAQVR), (PAQ)V(PAR)

(j) Zeigen Sie mittels der Wahrheitstafeln, dass
PA(QVR)< (PANQ)V(PAR). (4)
Bemerkungen:

e Das ist das Distributivgesetz fiir die Konjunktion A und die Disjunktion V.
Dieses Gesetz ist analog zum Distributivgesetz fiir die Multiplikation und
Addition von Zahlen.

o Bemerkenswerterweise gilt das Distributivgesetz fiir A und V auch umge-
kehrt, also:

PV(QAR)< (PVQ)AN(PVR). (5)

Dadurch unterscheiden sich die Konjunktion und die Disjunktion von der
Multiplikation und Addition von Zahlen.
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(k)

)

Gilt

PA(QVR) & (PAQ)V R?

Uberlegen Sie sich, welche mathematischen Interpretationen die alltdgliche
Ausserung “Fiir den angegebenen Preis erhalten Sie das Menii und Kaffee
oder Kuchen.” besitzt. Geben Sie fiir jede Interpretation die Wahlméglichkeiten
an, die der Kunde/ die Kundin besitzt. Sind die Interpretationen zueinander
dquivalent? Welche mathematischen Interpretationen hat die gleiche Ausserung
mit “oder” ersetzt durch “entweder ...oder”?

Losung.
Pl Q|PANQ|-(PAQ)
F|F F T

(a) F|T F T
T|F F T
T T T F
PlQ|-P|-Q| (=P)V(-Q)
F|F | T | T T
F|T| T F T
T F| F T T
T T| F F F

(b)

(c)

(d)

Die beiden Wahrheitstafeln haben die selben Eintrdge. Daher sind die Aussagen
(P A Q) und (=P) V (=Q) logisch équivalent.

PlQ[-(PVQ)
F|F T
F|T F
T|F F

T | T F
P|Q|(-P)A(-Q)
F|F T
F|T F
T|F F

T | T F

Die beiden Wahrheitstafeln haben die selben Eintrédge. Daher sind die Aussagen
—(PV Q) und (=P) A (—Q) logisch dquivalent.
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P|Q|-P|-Q|(-Q) —-P
F|{F| T | T T
(e) F|T| T | F T
T F| F | T F
T|T| F | F T

(f) Die Wahrheitstafel fiir P — @ ist aus der Vorlesung bekannt als

PlQ|P—Q
F|F T
F|T T
T|F F
T|T T

Durch Vergleichen der Eintrége sehen wir, dass P — @ und (=) — =P logisch
aquivalent sind.

PlQIP=>Q|Q—=P|(P=>Q ANQ—P)
F|F T T T
(g F|T| T F F
T|F F T F
T|T T T T

(h) Die Wahrheitstafel fir P <> @ ist aus der Vorlesung bekannt als

PlQ|P+Q
F|F T
F|T F
T|F F
T|T T

Durch Vergleichen der Eintrége sehen wir, dass (P — Q)A(Q — P)und P <> Q
logisch aquivalent sind.

P|lQ|R|QVR|PA(QVR)
F|F|F| F F
FIF|T| T F
FIT|F| T F
G F|T|T| T F
T|F|F| F F
TIF|T| T T
TIT|F| T T
T|T|T| T T
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PIQ|R|PANQ|PAR|(PANQ)V(PAR)
F|F|F F F F
F|F|T F F F
F|T|F F F F
F|T|T F F F
T F|F F F F
T F|T F T T
T|T|F T F T
T|T|T T T T

@)

(k)

M

Die beiden Wahrheitstafeln haben die selben Eintrédge. Daher sind die Aussagen
PA(QVR)und (PAQ)V (P A R) logisch aquivalent.

Nein, da sich die beiden Wahrheitstafeln in der folgenden Zeile unterscheiden:
Pl|Q|R|PANQVR)|[(PAQVR
F|F|T]| F | T

Bemerkung: Es spielt bei mit und, oder verkniipften Aussagen also eine Rolle,
wie wir die Klammern setzen.

Es gibt zwei Interpretationen der Ausserung, die sich dadurch unterscheiden,
dass Klammern verschieden gesetzt werden. Wir schreiben:

M = “Fiir den angegebenen Preis erhalten Sie das Menii.”
Ka := “Fir den angegebenen Preis erhalten Sie Kaffee.”
Ku := “Fir den angegebenen Preis erhalten Sie Kuchen.”

Interpretation A: M A (Ka V Ku)

Das bedeutet, dass der Kunde/ die Kundin die folgenden Wahlméglichkeiten
hat:

e Meni und Kaffee
e Menii und Kuchen
e Ment und Kaffee und Kuchen
Bemerkung: Hierbei haben wir verwendet, dass V (oder) inklusiv ist.

Interpretation B: (M A Ka) V Ku Das bedeutet, dass der Kunde/ die Kundin
die folgenden Wahlméglichkeiten hat:

e Menu und Kaffee

o Kuchen
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e Meni und Kaffee und Kuchen
Bemerkung: Hierbei haben wir verwendet, dass V (oder) inklusiv ist.
Die zweite Wahlmoglichkeit ist also je nach Interpretation verschieden.

Falls wir in der Ausserung das (inklusive) Oder durch das exklusive Oder (=
entweder . .. oder) ersetzen, dann gibt es die folgenden zwei Interpretationen
der Ausserung:

Interpretation A’: M A (KaVKu) ? Das bedeutet, dass der Kunde/ die Kundin
die folgenden Wahlmoglichkeiten hat:

e Menu und Kaffee
e Ment und Kuchen

Interpretation B”: (M A Ka)VKu Das bedeutet, dass der Kunde/ die Kundin
die folgenden Wahlmoglichkeiten hat:

e Menii und Kaffee
o Kuchen
Die zweite Wahlmoglichkeit ist also je nach Interpretation verschieden.

In der alltiglichen Ausserung “Fiir den angegebenen Preis erhalten Sie das
Menii und Kaffee oder Kuchen.” ist oder wohl im ausschliessenden Sinn gemeint,
also entweder . .. oder, V. Die Ausserung ist wohl mit Klammern um Kaffee oder
Kuchen gemeint. Das ergibt sich aus dem Kontext, da Kaffee und Kuchen oft
zusammen eingenommen werden. Das entspricht Interpretation A’

0.4. Quantoren

(a) Was bedeutet jede der folgenden Aussage? Ist sie wahr (in der tiblichen Inter-
pretation der Zeichen)?

1) (x) VneN:n<1vn>1
2) VeeN:z<1vz>1
3) Jz €RV(p,q) € Z x (Z\{0}) :z#"
(b) Schreiben Sie die folgenden Aussagen mittels Quantoren.

1) 24 ist keine Quadratzahl.

2Wir schreiben V fiir das exklusive Oder.
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2) (*) Zu jeder reellen Zahl gibt es eine natiirliche Zahl, die grosser als die
gegebene Zahl ist.

Bemerkungen:
e 1) und 2) sind wahr.
 2) ist das archimedische Prinzip.
Losung.

(a) 1) “Jede natirliche Zahl ist kleiner gleich eins oder grosser als eins.” Diese
Aussage ist wahr.

2) Diese Aussage stimmt mit 1) tiberein, ausser, dass die Variable jetzt x
statt n heisst. 2) ist daher dquivalent zu 1) geméss dem Goethe-Prinzip

Name ist Schall und Rauch. 2) ist deshalb wahr.

3) Es existiert eine reelle Zahl, die keine rationale Zahl ist.? Diese Aussage ist
wahr.

(b) a) fneN:n?=24.

b) Ve RIneN:n >z

0.5. Quantoren und Negation Geben Sie fir jede der folgenden Aussagen an,
ob sie wahr ist (in der tiblichen Interpretation der Zeichen). Formulieren Sie ihre
Verneinung mittels Quantoren so um, dass darin keine Negation — mehr vorkommt.
Schreiben Sie die verneinte Aussage in Wortern ohne mathematische Zeichen auf.

(a) Yn € N:n < n?
(b) VneN:n<1Vvn>1
() (¥) Ve e (0,00)IneN: < <z

(d) P:=3neNVz e (0,00): + <z (Das Symbol := bedeutet, dass wir P als die
rechte Seite definieren.)

Losung.

3Eine solche Zahl heisst irrational.
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(a) Negation:
IneN:—=(n<n?),d h IneN:n>n?
=“Ks existiert eine natiirliche Zahl, die grosser oder gleich ihr Quadrat ist.”

Das ist wahr, da fiir n = 0 gilt 0 > 02. Die Aussage Vn € N : n < n? ist daher
falsch.

(b) Die Aussage ist wahr. Negation:
EInEN:—'(ngl\/n>1),d. h.m7neN:n>1An<1
=“Es gibt eine natiirliche Zahl, die grosser als eins und kleiner gleich eins ist.”
(c) Die Aussage ist wahr. (Das folgt aus dem archimedischen Prinzip. Siehe Aufgabe
2.4.) Negation:
1 1
ﬂ(‘v’xG(O,oo)ElnEN:<x> <—>3x€(0,oo)—|(EInEN:<x)
n n

1
<—>3x€(0,oo)‘v’n€N—|5<x

1
< dr € (0,00)Vn e N= >z
n

=“Es gibt eine positive reelle Zahl, die kleiner oder gleich der Kehrwert jeder
von null verschiedenen natiirlichen Zahl ist.”

(d) Negation:

—|P——|<EInGNVxE (0,00) :

AN
&
~——

S|—=3|=
A
&

~__

& Vn € N- (VxE(O,oo):

1
~VneNdre (0,00): =<z
n

>

1
< Vn e N3z € (0,00) : —
n

=“Zu jeder von null verschiedenen natirlichen Zahl gibt es eine positive reelle
Zahl, die kleiner oder gleich der Kehrwert der natiirlichen Zahl ist.”

— P ist wahr. Um das zu sehen, betrachten wir zu gegebenem n € N die Zahl
x = % Es folgt, dass P falsch ist.



