D-MATH Grundstrukturen FS 2025
Dr. E. Ziltener

Musterlosung Serie 2

Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (*) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufgaben zu
16sen.

0. (Bereich eines Quantors, Gebundenheit und Freiheit einer Variable, Satz) Seien P, R Relati-
onssymbole (in der Signatur .Z’) der Stelligkeiten 1, 2. Tun Sie fiir jede der unteren Formeln
 das Folgende:

(a) Bereich jedes Quantors bestimmen
(b) fiir jede Variable die Stellen bestimmen, an welchen die Variable gebunden vorkommt
(c) bestimmen, welcher Quantor die Variable jeweils bindet

(d) frei(p) bestimmen. Das ist die Menge aller Variablen, die in ¢ (an mindestens einer
Stelle) frei vorkommen.

(e) entscheiden, ob ¢ ein Satz ist

Formeln ¢ in Prifixform:

Jy Rzy Vzdy Rxy vidx Pr = 2y (x)Vexvide Pr =2y — Jz Px Vy Ryy

Losung:

(@) e+ Jdy Rzy: Der Bereich des Jy ist Rxy.
* Vzdy Rxy: Der Bereich des Vz ist 4y Rxy, und der Bereich des dy ist Rxy.
e vidx Px = xy: Der Bereich des Jx ist Px.

e Yz v dx Pz = xy: Der Bereich des Vx ist vdz Px = zy, und der Bereich des dx
ist Px.

* — Jx PxVy Ryy: Der Bereich des Jz ist Pz, und der Bereich des Vy ist Ryy.

(b,c) e+ dy Rxy: Die Variable y ist in Rxy durch Jy gebunden, aber z ist frei.
e Vxdy Rxy: Die Variablen x und y sind in Rzy durch ¥V und Jy jeweils gebunden.

* vz Px = zy: Die Variable z ist in Pz durch Jdx gebunden aber in = zy frei. Die
Variable y ist immer frei.

e VYz v dx Px = xy: Die Variable x ist in Px (durch dx) und = zy (durch Vx)
gebunden.

* — dx Pz Yy Ryy: Die Variable z ist in Pz durch 3z gebunden. Die Variable y ist
in Ryy durch Vy gebunden.
(de) < frei(Jy Rry) = {z}, also ist sie keinen Satz.
o frei(Va Jy Rry) = J, also ist sie einen Satz.
o frei(v3dzx Pr = xy) = {x,y}, also ist sie keinen Satz.
o frei(Vo v 3oz Px = xy) = {y}, also ist sie keinen Satz.
o frei(— Jdz Px Yy Ryy) = J, also ist sie einen Satz.



1.

2.

(Substitution, Zuldssigkeit) Seien c ein Konstantensymbol, F' ein Funktionssymbol der Stel-
ligkeit 1 und P, R Relationssymbole der Stelligkeiten 1, 2. Bestimmen Sie fiir jedes Tripel
@, v, 7 wie unten die Formel ¢(v/7), d. h. die Formel, die wir erhalten, indem wir an jeder
Stelle, an der v in der Formel ¢ frei vorkommt, die Variable v durch den Term 7 ersetzen.
Geben Sie an, ob die Substitution zulissig ist. Wir verwenden hier die Infixnotation fiir die
logischen Verkniipfungen und zweistellige Relationssymbole.

© vI|T
xRy x|c
yRx x|y
Yy Px x|y
Vy Px x| Fzr
Vo Px x|y
(#x)PrvidxPx |z | Fx
Losung:
© vit |pv/1) zuldssig?
xRy T|c cRy ja
yRx r|y yRy ja
Yy Px Ty Yy Py nein
Yy Px x| Fx |VYyPFx ja
Vo Px x|y Vx Px ja
(x)PrvidrxPx|x| Fr|PFrvdxPx |ja

(logische Axiome)

(a) Geben Sie eine Instanz des logischen Axiomenschemas L3 an.

(b) Seien x,2’,y,y’, z Variablen und F’ ein einstelliges Funktionssymbol. Von welchem
logischen Axiomenschema ist jede der folgenden Formeln eine Instanz?

1. (:Ezy/\Vxﬁxza:)—mszy
ii. x=y—>(y=x—>(y=:c/\:c:y)>
iii. Vez=y—->Fax=y
iv. (%) (xzx’/\yzy’)ﬁ(xzyaas’zy’)
(c) Uberlegen Sie sich fiir die Axiomenschemata L, L, Ls, dass diese intuitiv allgemein

giiltigen Aussagen entsprechen. Bestimmen Sie dazu die entsprechenden Wahrheitsta-
bellen.

Losung:

(@) (=axyn = zw) — = xy, zum Beispiel.

(b) i. Ls
ii. Ls
iii. Ly
iv. Lis



(c) * Lp:¢p v —y. Jede Aussage ist wahr oder falsch.

ploelpeNv e
F|F |R
FIR | R
R|\F | R
R|R |R

o Li:p— (¥ — ¢). Alles impliziert Wahrheit.

Y Yv—ople
F R R
R|F R
R
R

FIR
R R
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* Ls:p— (¢ — (¥ A p)). Jede Aussage impliziert sich selbst und die Wahrheit.

relv>Wap) o= (= (@A)
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3. Schreiben Sie einen formalen Beweis der Formel ¢ aus ¢ auf, fiir jedes der folgenden Paare
D,
(@) {an b},
(b) {anp}.p
© () {,Blanp
d) &, dz(x =2x)

Losung:
(a)
©o anp
01 (A pB) >« Instanziierung von Ls
Vg : « aus 1, ¢o mit (MP)
(b)
©o : anp
1 : (anpB)—p Instanziierung von Ly
g B aus 1, o mit (MP)



(©)

%o - 5

@1 B— (a— (anp)) Instanziierung von Lj

P2 a— (anfB)  aus i, o mit (MP)

©3: Q@

V4 anAp aus s, 3 mit (MP)
(d)

Yo : y=1y Instanziierung von L4

©1: y=y—drr==x Instanziierung von Ly,

Vg : drz==x aus ¢1, o mit (MP)
Zeigen Sie:

@ (enypkEvayp
Tipp: Verwenden Sie 3.

b) FYyve—pvy
Tipps: Verwenden Sie:

* Lg mit ¢y, 2, 3 so gewdhlt, dass ¢ v ¢ — ¢ v 9 eine Teilformel von Ly ist
e L;, (MP) = Modus Ponens

© Fe——7p
Tipp: Verwenden Sie Lg mit o1 = —¢, py = ——pund p3 = p —> ——.

Losung:

(a) Wir haben in 3(a) gezeigt, dass ¢ A ¥ - ¢, und in 3(b), dass ¢ A 1 - 1. In 3(c) haben
wir {¢, ¥} - ¢ A 1) gezeigt, was dasselbe ist wie {¢, 1} - ¢ A . Die Verkettung der
drei Beweise ergibt ¢ A ¥ = ¥ A .

(b)
v W= (eve) - ((p— (e ve) = (0 ve) = (e v i)

Instanziierung von Lg

01 Y= (e V) Instanziierung von L,
P21 (p=(pv) = (W ve) = (eve))  aus g, o mit (MP)
Y3 ©— (@ Vv) Instanziierung von Lg
Pa (v ve) = (pvy)  aus gy, ps; mit (MP)
s vV

Ve - AV aus @y, @5 mit (MP)



(©)

20 (mp = (9= =) = (=m0 = (p = =) = (=9 v ~=¢) = (¢ > =) )

Instanziierung von Lg

P —p = (o = —=p) Instanziierung von Lg
p2: (= (p = —=p) = ((mp v ==p) = (p = ——p))  aus gy, ) mit (MP)
3 ——p — (p = ——p) Instanziierung von L;
Pa: (mp v —=p) = (p—> —~—¢)  aus @, 3 mit (MP)
s - —p Vv P Instanziierung von L
Pe = —p o aus @y, o5 mit (MP)

In den Losungen zu den nachfolgenden Aufgaben werden wir an vielen Stellen das folgende
Theorem verwenden, das ndchste Woche in der Vorlesung behandelt wird.

THEOREM 1 (DEDUKTIONSTHEOREM (DT)) Sei .Z eine Signatur, ¢ eine Menge von
(£ -)Formeln und 1) eine Formel. Es gilt ® + ¢ — @ genau dann, falls ® + 1) - .

Hierbei bezeichnet @ + 1 die Vereinigung der Menge & mit {1)}.

(Beweis gewisser Aquivalenzen) Seien y und ¢ Formeln. Wir schreiben abkiirzend
X <8

fir (x — &) A (§ — X). Das bedeutet, dass wir in jeder Formel jede Teilformel der Form
(x = &) A (§ = x) durch x < £ ersetzen diirfen und umgekehrt. Zeigen Sie das Folgende:

@ () =(eay) < ¥Aayp)
Tipp: Verwenden Sie 4.a, das DEDUKTIONSTHEOREM und 3.c.
b) F(pvy) < (Pve)
Tipp: 4.b
€ Fp o —p (duplex negatio affirmat = Gesetz der doppelten Negation)
Tipps:
* 4c

Beweis von - ——¢ — ¢t
* DEDUKTIONSTHEOREM
* Lo mit ¢ ersetzt durch —p und ¢ = ¢
* Lgmitypy =@, pr=—p, p3=¢
* ¢ — ¢ (Beispiel in der Vorlesung)

d) F(—pvy) < (p—1)

Tipps fiir = (—¢ v ¥) — (¢ — ¥):



» Uberlegen Sie sich, dass es geniigt, das Folgende zu zeigen:

{~ev i, o}

Tipps dafiir:

- pE =9
Tipp dafiir: - ¢ — —— (siehe 5.c) und Lg

- Lgmitp; = —p, pa =1, p3 =1 und ¢ - —p — P,
Wir definieren
X = (p =) = (e v )
Tipps fiir - x:

» Zeigen Sie mittels L7, dass

{op—v}E—pvy
e Zeigen Sie, dass

{~op—vtE—pvy
* Folgern Sie aus (1), dass - ¢ — x.
* Folgern Sie aus (2), dass - —p — x.
* Verwenden Sie Lg mit 1 = ¢, @3 = —¢, p3 = X.

© F(p—=9) (=Y ——p)
Tipps:
» Zeigen Sie:
(e =) o (@—>—79)
Tipps dazu:

BovkFa—(8—7)
a— (=7 (a— )= (a—7)

)

2)

(Kontraposition)

3)

4)
&)

Verwenden Sie dazu je ein Axiom und das DEDUKTIONSTHEOREM. Kombinieren
Sie (4) und (5) fir a = ¢, S =1, 7= ——1. Verwenden Sie (5.c). Das zeigt die
Hilfte von (3). Die andere Hilfte folgt aus einem analogen Argument.

* Verwenden Sie (3), 5.d,5.b,5.dund 6., um |- (¢ — ¢) < (—1) — —) zu zeigen.

O F(enan—p) — ¢ (ex falso quodlibet = aus Falschem folgt Beliebiges)

Losung:

(a) Wir zeigen zuerst, dass - (p A ¥) < (¥ A ¢) mit Ly bis L; dquivalent ist zu

(pAt) = (WA@)und = (Y A p) — (@ A 1). Dabei sei A := ¢ A 9 und
B :=1 A . Nunreicht es, zu zeigen A > B~ A — Bund A« B+ B —> A

Ts (A—B)A(B— A)
Ly ((A— B)A(B—A))—(A— B)

MP A— B
L, ((A— B) A (B — A) > (B — A)
MP B - A,



(b)

(c)

(d)

sowie {A - B,B—> A}~ A< B

Ts A-B
T B—> A
Ls (B~ A) = (A—B)—(A— B)r(B—A4)
Wir konnen nun also davon ausgehen, dass gilt - () Ap) — (@A) und - (pAY) —
(¥ A ). Aus Symmetriegriinden reicht es, wenn wir nur eine der beiden Tautologien
(das heisst, wahre Aussagen, die aus der leeren Theorie folgen) nachweisen konnen.
Mit dem DEDUKTIONSTHEOREM ist - (¢ A @) — (p A 1) dquivalent zu ¢p A @ -

© A 1 und dies wiederum zu {¢), ¢} ¢ A ¢ wieder mit L3 bis L;. Nun ldsst sich
{1, p} = © A ¥ mit Ly und zweimal MODUS PONENS sehr schnell nachweisen.

Mit denselben Argumenten wie bei der vorherigen Aufgabe kann man zeigen, dass es
im Wesentlichen reicht, wenn wir - (¢ v ) — (¢ v ¢) nachweisen konnen. Wie
man Letzteres zeigt, wird nun Schritt fiir Schritt erldutert:

Ls (0= (v ) = (0= (ev) = ((pvi) = (pvi))

Le ©— (¢ v )
MP (¢ — (pv ) = ((p v i) = (pv))
Ls ¢—’(90V¢)

MP (o v ) — (v o)
Wie zuvor brauchen wir nur die beiden Tautologien - ¢ — ——¢@und - ——¢ — ¢ zu

beweisen. Wir zeigen nur die erste Aussage. Der Beweis von - ——¢ — ¢ findet man
im Buch “Godel’s Theorem and Zermelo’s Axioms” auf Seite 21 (Example 2.2).

Ly —p— (o= —=—p)
Ls (¢ = (¢ = ==p) = (== = (¢ = ==9)) = ((mp v =) —
(o = —~—¢)))
MP  (==¢ = (¢ = =) = (e v ==p) = (¢ = =—¢))
Li === (p— ——p)
MP (—¢ v ==p) = (p > =)
Lo —p v ——gp
MP o — ——p
Da die beiden Ausdriicke - (—p v ¢) — (¢ — ¥)und - (¢ — ) = (—p v ¥)
nicht symmetrisch sind, miissen beide gezeigt werden.

Wir beginnen mit dem ersten Teil, der nach zweimaliger Anwendung des DEDUK-
TIONSTHEOREMS zu {—¢ Vv ¥, ¢} + 1 dquivalent ist. Beachte, dass die folgenden
Implikationen, ——¢ — ¢ und ¢ — ——¢, Tautologien sind, welche wir bei der néch-
sten Teilaufgabe und bei Aufgabe 1 (b) beweisen werden. Ausserdem verwenden wir
die Tautologie und ¥» — 1), welche aus L; und L, folgt (siehe auch Aufgabe 1 (b)).
Unter der Verwendung dieser gilt:

Ts ¢
Taut ¢ — ——¢p
MP ——¢
Ly ——p—(mp—9)



(e)

®)

MP —¢ — 4
Ls (me = ¢) = (¥ =) = (e v oY) = ¢))
MP (¢ =) = (e v ) = ¢)

T -
MP  (—pv ) -
Ts —pvy
MP
Fiir den zweiten Teil zeigen wir zuerst {—y, ¢ — ¥} - —p v ¢ formal:
Ts —p
Le —¢— (—p v )
MP —p vy,
Desweitern brauchen wir {¢, ¢ — 1} - —p v ¢ zu zeigen:
Ts o
Ts p—29
MP
Lz ¢ — (—p V)
MP —p v

Wenden wir nun das DEDUKTIONSTHEOREM mehrmals auf die letzten beiden Resul-
tate an, dann bekommen wir die Tautologien - —¢ — ((¢ — ¥) — (—¢ v ?)) und
o — (¢ = ¥) > (—¢ v 1)). Definieren wir nun x := (¢ — ¥) — (—=p v V),
dann konnen wir den zweiten Teil wie folgt formal beweisen:

Ls (o —=x) = ((m¢ = x) = (¢ v —¢) = X))

Taut ¢ — x
MP  (=p — x) = ((¢ v =) = X)
Taut —¢ — x
MP (¢ v —p) — x
Ly ov—p
MP  y

Falls ¢ und 1) Formeln sind, dann ist ¢ < 1), definiert durch |- ¢ <> 1, eine Aquiva-
lenzrelation. Dies folgt hauptsédchlich daraus, dass - ¢ — ¢ fiir jedes ¢ eine Tautologie
ist, “A” symmetrisch ist und weil “—” mit L; und L, transitiv ist.

Wir kénnen nun die vorherigen Teilaufgaben verwenden und wie folgt vorgehen, um
einen formalen Beweis zu finden:

(c) (b) (c)
poYS vy S YV op S Y — —p

Mit dem DEDUKTIONSTHEOREM ist - (¢ A —¢) — 1 dquivalent zu {¢ A —p} - ¢
und dies konnen wir wie folgt formal beweisen:

Ts oA—p
Ly (oA —p) =9
MP

Ly (oA —p)— —p



MP —¢p
Ly —o—(p—1)
MP ¢ — ¢
MP ¢
Bemerkung: Grundsitzlich sollten die formalen Beweise so geschrieben werden wie im
Skript der ersten Woche (z.B. sollte auch angegeben werden auf welche Formeln Modus Po-
nens oder Verallgemeinerung angewandt wird). Wir haben in den Losungen der Ubersichts

halber jedoch darauf verzichtet. Auch miisste anstelle der Zeilen mit “Taut” eigentlich die
Beweise dieser Tautologien stehen, da diese keine logischen Axiome sind.

(Logische Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation.) Wir sagen, dass zwei Formeln «, 3 lo-
gisch dquivalent sind g. d. w. :
o<

In diesem Fall schreiben wir:
a<sf

Zeigen Sie das Folgende:

(a) Logische Aquivalenz ist symmetrisch, d. h. fiir alle Formeln o, 3 gilt:
a<f genau dann, wenn b e«

Tipp: Aufgabe 3.
(b) (+) Logische Aquivalenz ist transitiv, d. h. fiir alle Formeln o, 3,y gilt:

Wenn a< 3 und £ <, dann a <y

Tipp: Aufgabe 3. und DEDUKTIONSTHEOREM

Bemerkung: In der Vorlesung wird gezeigt, dass logische Aquivalenz reflexiv ist. Also ist

logische Aquivalenz eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Formeln.

Losung:

(a) Die Aussage - a <> [ bedeutet - (o« — ) A (8 — «). Wir haben in 4(a) gezeigt,
dass ¢ A Y = 1 A . Wenn wir ¢ = a« — S und ) =  — « verwenden, sehen wir,
dass (a« > B) A (b — a) F (8 — a) A (o — (). Wenn also « < 3, dann ist § < «

mit (MP). Wir haben “a < ( impliziert § < «” bewiesen. Die andere Implikation
ergibt sich durch Symmetrie.

(b) Wir konnen o < ( und [ < v annechmen, was

F(a—8) A (B — ), F(B—=7) Ay —B)

ergibt. Wir miissen - (o — 7) A (7 — «) zeigen.
Wir zeigen zuerst - ((a — 8) A (8 — 7)) — (o — 7). Nach dem (DT) geniigt es,

(=B Ar(B—->7)Fa—ny



7.

zu beweisen. Wiederum geniigt es gemill dem (DT),

{la=B)A(B—=7),a} 7

zu beweisen. Der Beweis folgt.

©o : (= B) A (B—7)
@1 : (= B)A(B—7) = (a—P)
P : (a—=B)A(B—=7)—(B—"7)

3 - a—
27 p—
Vs : «
¥6 - B
Y7 v

Instanziierung von Lj
Instanziierung von L4
aus ¢1, o mit (MP)
aus s, o mit (MP)

aus 3, @5 mit (MP)
aus @4, Y mit (MP)

Wir haben gezeigt, dass « = [ und § = ~y impliziert « = ~. Die andere Implikation

ergibt sich durch Symmetrie.

(Gleichheitsrelation transitiv) Zeigen Sie, dass die Gleichheitsrelation

gen Sie, dass gilt:

__ 9

transitiv ist, d. h. zei-

l—Va:Vsz((xzy/\yzz)—WCZz)

Bemerkung: In der Vorlesung zeigen wir, dass die Gleichheitsrelation auch reflexiv und

symmetrisch ist. Sie ist also eine Aquivalenzrelation.

Liosung: Wir zeigen {r =y Ay =z} 2 = 2:

Ts z=yny==z

Ly (x=ynry=2)—>y==

MP y ==z

Ly y=z->(@=x—>(z=xry=2))
MP z=2—>(z=xry=2)

Ly z==x

MP z=zAry=2z

Lis r=zry=2z)>(r=y—z=2)
MP z=y—>z==z

L (x=yAry=2)—>az=y

MP z=y

MP 2z =2

Mit dem DEDUKTIONSTHEOREM folgt also

Frz=yAry=2)—>x=z

Nach dreimaliger Anwendungen der VERALLGEMEINERUNGSREGEL haben wir schlies-

slich

F VeV ((z =y Ay =2) > o=

was zu beweisen war.
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