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Dr. Fabian Ziltener

Musterlosung Serie 3

SATZ UBER LOGISCHE AQUIVALENZ, PEANO-ARITHMETIK, GRUPPENTHEORIE,

SEMI-FORMALER BEWEIS

Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (*) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufgaben zu

16sen.

0. Seien .Z eine Signatur und ¢, ¢ .Z-Formeln. Zeigen Sie das Folgende:

(a)

(b)

D= (V- (pA))

Bemerkung: Beachten Sie die Reihenfolge in der Konjunktion ¢ A .

=e— (e — )

Hinweis: Verwenden Sie das Folgende:

jeweils ein logisches Axiom

einen Satz aus der Vorlesung

eine logische Aquivalenz, die in Serie 2 bewiesen wurde

pesyvgdw p-yYundy - @
(Uberlegen Sie sich das. Verwenden Sie dazu das DEDUKTIONSTHEOREM.)

Losung:

(a)

(b)

Die Formel y = ¢ — (w - (p A w)) entsteht aus dem logischen Axiom Lj; :
¢ = (v = (¥ A ¢)), indem wir die Teilformel o := ¢ A ¢ an einer Stelle durch
die Formel 8 := ¢ A 9 ersetzen. Gemiss einer Aufgabe in Serie 2 (Beweis gewisser
Aquivalenzen) gilt o < (3. Mittels des SATZES UBER LOGISCHE AQUIVALENZ folgt
daraus, dass L; < . Mittels einer Aufgabe aus Serie 2 (Konjunktion, Existenz) folgt
daraus, dass — L; — x. Mittels L; und des Modus Ponens folgt, daraus, dass - x, wie
behauptet.

Die Formel x : ¢ — (—¢ — —1) entsteht aus dem logischen Axiom L; : ¢ —
(¥ — ), indem wir die Teilformel a := 1) — ¢ an einer Stelle durch die Formel 5 :=
—¢ — —) ersetzen. Gemiiss einer Aufgabe in Serie 2 (Beweis gewisser Aquivalenzen)
gilt o < f. Mittels des SATZES UBER LOGISCHE AQUIVALENZ folgt daraus, dass
L; < x. Mittels einer Aufgabe aus Serie 2 (Konjunktion, Existenz) folgt daraus, dass
— L; — x. Mittels L,; und des Modus Ponens folgt, daraus, dass - , wie behauptet.

1. Die Signatur der Peano-Arithmetik ist Zps := {0,s, +, -}, wobei 0 ein Konstantensymbol
und s, +, - Funktionssymbole der Stelligkeiten 1, 2, 2 sind. Die Axiome der Peano-Arithmetik
PA sind durch das folgende Axiomensystem gegeben. Rechts neben jedem Axiom ist seine
intuitive Bedeutung angegeben.



PA,
PA,
PA,
PA;
PA,
PA;

:—3Jz(sz = 0) (0 ist kein Nachfolger.)

:Va:Vy(sx =sy—>x= y) (s ist injektiv.)
Ve(x +0=2x) (0 ist rechts-neutral.)
VaVy(z + sy = s(z +y)) (Das definiert mit PA, zusammen +.)
Va(x-0=0) (Das definiert z - 0.)
Vavy(z sy = (z-y) + ) (Das definiert mit PA; zusammen -.)

Sei ¢ eine Zpp-Formel und v € frei p eine Variable.

PA¢ :VaVy <gp(0) AV (p(v) — o(s V))) — Yro(v) (Induktion)

(a) (=) Was bedeutet die folgende -Zpa -Formel intuitiv?

sO+ s0 =ss0

(b) (%) Zeigen Sie mittels eines formalen Beweises:

PAL sO+ s0 =ss0

Hinweise:

* Leiten Sie aus PA3 und zweimal L, (universal instantiation) die folgende Formel

her:

X =s0+s0=s(s0+0)

» Leiten Sie aus PA,, L1y und Ly¢ die folgende Formel her:

e Wir definieren ¢ :=s0 + s0 = s0 + s0. Leiten Sie mittels L4 und L5 die Formel

¢ :=s(s0+0) =ss0

¥ A @ her.

* Leiten Sie aus ¢ A ¢, Lij5 und y die Formel s0 + s0 = ss0 her.

Losung:

(a) Intuitiv bedeutet sO +s0 =ss0,dass 1 +1 = 2.

(b)



wo: VaVy(r + sy = s(z +y)) PA;
w1: YaVy(x + sy = s(x +y)) — Yy(s0 + sy = s(s0 +y)) Lio

p2: Vy(sO + sy =s(s0+y)) MP (0 & 1)

w3: Vy(sO+ sy =s(s0+y)) - s0+s0=s(s0+0) Lo

w4: s0+s0=s(s0+0) MP (2 & 3)

ws: Vr(rx + 0 =1) PA

ve: Vr(r+0=2x) > s0+0=s0 Lio

w7 s0+0=s0 MP (5 & vg)

wg: s0+0=s0—s(s0+0)=ss0 Lig

wg9: s(s0+0)=ss0 MP (p7 & ps)

©v10: s0+s0=s0+s0 Ly

p11: 9 = (P10 = (10 A 99)) Ls

P12- P10 — (9010 A <P9) MP (9011 & 9012)
P13 P10 N P9 MP (909 & 8012)
©14: (P10 A p9) = (s0+s0=5(s0+0) - s0+s0 =ss0) Lys

150 s0+s0=s(s0+0) —>s0+s0=ss0 MP (13 & ©14)
P16- s0 4+ s0 =ss0 MP (@4&(,015)

2. (a) Was bedeutet die folgende Formel der PA (Peano-Arithmetik) intuitiv?
Vo(z =0 v Jy(z = sy))
(b) Zeigen Sie mittels eines formalen Beweises:
PA Vx(x =0 v Jyr = sy))

Hinweise:
*  Wir definieren ¢(z) := 2 = 0 v Jy(z = sy). Verwenden Sie Induktion, also PAg,
um die Formel Vzy(x) herzuleiten.
* Leiten Sie die Induktionsverankerung ¢(x/0) aus L4, Lg her.

« Induktionsschritt Yz (¢(z) — ¢(sx)): Wir definieren ¢(y) := sz = sy. Leiten
Sie aus Lq; (existential generalization) mit v := y, 7 := x, ¢ ersetzt durch ) und
aus Ly, die Formel 3y (y) her.

* Leiten Sie aus Jy1)(y) und L7 die Formel ¢(s x) her.
* Leiten Sie aus ¢(sx) und L,; die Formel p(x) — (s z) her.

* Verallgemeinern Sie diese Formel. Leiten Sie aus der Induktionsverankerung, dem
verallgemeinerten Induktionsschritt und L die Formel ¢(z/0) A Vz(p(z) —

¢(sz)) her.
* Verwenden Sie jetzt PAg.

Losung:
(a) Intuitiv bedeutet Vz (x =0 v Jylx = sy)), dass jede natiirliche Zahl ungleich null
einen Vorginger besitzt.

(b) Definiere p(z) := x = 0 v Jy(x = sy). Der Beweis soll mit Induktion, (also mit PAg)
gemacht werden. Wir zeigen zuerst die Induktionsverankerung PA + ¢(z/0) = 0 =
0 v Jy(0 = sy):



L14 0=0
L 0=0—(0=0v3Iy(0=sy))
MP 0=0v3Jy(0=sy)

w(;70)
Als Nichstes miissen wir den Induktonsschritt PA - Yz (o(z) — ¢(sx)) nachweisen.
Definiere dazu ¢(y) := sz = sy und beachte, dass die Substitution durch z in
erlaubt ist:

Ly ¢¥(y/x) = sz = sx
Liw o(y/z) — Iy (y)
MP 3y (y) = Jy(sz = sy)
Lz 3yd(y) — (sz = 0 v Iyy(y))
MP sz =0 v Iyy(y)
Li sz=0v3Iyd(y) > (z=0v Iy(r =sy) - sz =0vIyh(y))
MP gczOvﬂy(x=sy2—>§x=0v3ysx=sy

~~ ~~

o(x) p(sz)
Vo x(z) :=Vr(p(r) — ¢(sz))
Nun miissen wir die Induktionsverankerung und den Induktionsschritt durch die Kon-
junktion A verbinden und dann konnen wir Induktion anwenden und den Satz bewei-

sen.
H p(z/0)=0=0v Iy(0 = sy)
= x(z) = Va(p(r) — ¢(s))
Ls  x(z) — (p(z/0) = (p(x/0) A x(z)))

) = (
MP  o(2/0) — (¢(z/0) A x(z))
MP SO =0 v Jy(o = sy)z A (Ya(p(z) — go(sx))z

PAs (0 =0 v 3y(0 = sy)) A (Va(p(z) — ¢(s))) = Vap(z)
MP V$(gs =0vy(r= sy})

(Gruppentheorie, Links- und Rechts-Inverse)

(a) Wir schreiben Lot = {e,o} fir die Signatur der Gruppentheorie und GT fiir das
Axiomensystem der Gruppentheorie. Was bedeutet die .Z;r-Formel VuVv (v ou =
e —> wov = e) intuitiv?

(b) Zeigen Sie, dass gilt:

GTI—VUVU(UOUZeHuovze) (D

Hinweise: Behauptungen:
GT,vou=erwov=ec—>uov=e (2)
GT, (wov=e—uov=¢)Fuov=ece (3)

Verwenden Sie (2,3), das DEDUKTIONSTHEOREM und zweimal Verallgemeinerung,
um (1) zu zeigen.
Beweis der Behauptung (2):



» Zeigen Sie:
GT,vou=etrwvo(uov)=v 4)

Verwenden und zeigen Sie dazu:

GTovo(uov)=(vou)ow
vou=ek (vou=-e)A (v=0)
(vou=e)A(v=v)F (vou)ov=ecow (Tipp: Lig)

GTieov=uw

To=T1,T1=To b Tg="T (5)

Bemerkung: (5) folgt aus der Losung zu einer Aufgabe in Serie 2 (Gleichheitsre-
lation transitiv).

» Uberlegen Sie sich, dass ein zum Beweis von (4) analoges Argument zeigt, dass

gilt:
GT,wov=eb wo (vo(uov)) =uowv (6)
» Zeigen Sie:
vo(uov)=vhk (w=w)A (vo(uov) =) (7)
(w=w)A (vo(uov)=v)Fwo(vo(uov)) =wouv (8)

Schliessen Sie aus (4,7,8), dass gilt:
GT,vou=erwo (vo(uov)) =wouw
Folgern Sie daraus mittels (6), der Tatsache 70 = 7 - 71 = 79 und (5), dass
GT,vou=¢, wov=ekruov =e.

Folgern Sie daraus die Behauptung (2).
Beweis der Behauptung (3):

* Leiten Sie aus wov = e — uowv = e mittels Verallgemeinerung und L, (universal
instantiation) die Formel y o v = ¢ — u o v = e her.

e Leiten Sie aus y ov = ¢ — uw o v = e mittels Verallgemeinerung, L3, GT, und
Lo (universal instantiation) die Formel u o v = e her.

Losung:

(a) Intuitiv besagt diese Formel, dass jedes Links-Inverse v eines Elementes u ein Rechts-
Inverses von w ist.

(b) Seien 7y, 71, 7» Terme. Ein Argument wie in einem Beispiel in der Vorlesung (Anwen-
dung des DEDUKTIONSTHEOREMS, “="" ist symmetrisch) zeigt, dass gilt:

To=TiH=T1="T )
Die Losung zu einer Aufgabe in Serie 2 (Gleichheitsrelation transitiv) zeigt, dass gilt:

To=T1,T1 =To b= Tg =T (10)



Behauptung:
GT,vou=ervo(uov)=w (11)

Beweis der Behauptung: Es gilt:
GToFwvo(uov)=(vou)ow (12)
Beweis:

o VaVyVz (x o(yoz)=(xoy)o Z) (GTo)

Y1 1V$V?JVZ($O (yoz)=(zoy)o Z) - V?JVZ(U o(yoz)=(voy)o Z)
(Instanz von L, universal instantiation)

g Vy¥z(vo (yoz) = (voy)oz) (MP)

Indem wir L;o und (MP) nochmals zweimal anwenden, erhalten wir daraus vo (uov) =
(vowu)ouw. (Uberpriifen Sie das!) Das zeigt (12).

Eine Instanz von Ly, ist v = v. Mittels einer Aufgabe aus Serie 2 (Konjunktion, Exi-
stenz) folgt daraus:

vou=el (vou=ce)A (v=0) (13)
Es gilt:
(vou=e)A(v=2v)F (Vou)ov=ecow (14)
Beweis:
o :(vou=ce) A (v=1) (Annahme)
p1:(vou=e)n(v=v)—> (vou)ov=ecov (Li16)
py:(vou)ov=eov (MP)
Aus (13,14) folgt, dass:
vou=ek (vou)ov=eow (15)
Es gilt:
GT,eocv=w (16)
Beweis:
o Vr(eox = x) (GTy)
1 Vr(eox =) > eov =10 (L0, universal instantiation)
P2 €0V =V (MP)

Aus (12,15,16,10) folgt die Behauptung (11).

Behauptung:
GT,vou=e¢,wov=ekuov=ce (17)

Beweis der Behauptung: Ein zum Beweis der Behauptung (11) analoger Beweis zeigt,
dass gilt:
GT,wov=ec¢rwo (vo(uov)) =uouv



Mittels (9) folgt daraus, dass gilt:
GT,wovzel—uovzwo(vo(uov)) (18)

Eine Instanz von L, ist w = w. Mittels einer Aufgabe aus Serie 2 (Konjunktion,
Existenz) folgt daraus:

vo(uov) =vk (w=w)A (vo(uov)=0) (19)
Aus L1 und dem Modus Ponens erhalten wir:
(w=w)A (vo(uov)=v)Fwo (vo(uov)) =wouv (20)
Aus (11,19,20) folgt, dass gilt:
GT,vou=erwo (vo(uov)) =wowv

Mittels (18,10) folgt daraus die Behauptung (17).

Aus (17) folgt mittels des DEDUKTIONSTHEOREMS, dass gilt:
GT,vou=erwov=e—uov=e (21)

Behauptung:
GT,(wov:eHuovze)l—uovze (22)

Beweis der Behauptung:

Yo WOV =€ —>U0V =¢ (Annahme)
Y1 Yw (w cv=e—>uov = e) (¢0, Verallgemeinerung)
w9 Yw (w ov=€e—>uUov = e) — (y ov=€e—>uUov = e) (L0, universal instantiation)
Pz Yyov=e—->uov=e=e (1, g2, MP)
w4 Yy (y ocv=e—>uov = e) (¢3, Verallgemeinerung)
Vs :Vy(y ov=€e—>uouv = e) — (Hy(y ov=e) >uov = e) (Instanziierung von L3)
wo Iy(yov=e) ~uov=e (tp1, ¢35, MP)
o7 Nrxdy(yox = e) (GTy)
s Vrdy(yox =e) »> Jy(yov =e) (L10, universal instantiation)
po Fy(yov = e) (p7, ¢s, MP)
prouov =e (@6, P9, MP)

Das beweist (22). Aus (21,22) folgt, dass gilt:
GT,vou=eruov=ce
Mittels des DEDUKTIONSTHEOREMS folgt daraus, dass gilt:
GTH (vou=e—uov=e)
Mittels zweimaliger Verallgemeinerung folgt daraus:

GTFVqu(vouze—»uovze)

7



4. Miteinem semi-formalen Beweis meinen wir einen formalen Beweis, bei dem wir alle Schrit-
te weggelassen haben, die auf logischen Axiomen beruhen. In einem solchen Beweis fiithren
wir also nur die Schritte durch, die auf den nicht-logischen Axiomen beruhen. Wir verwen-
den in einem semi-formalen Beweis ausser logischen Symbolen auch die natiirliche Sprache.
Dabei verwenden wir einen eingeschriankten Wortschatz, der aus Wortern und Ausdriicken
mit priziser und eindeutiger Bedeutung besteht. Ein Beispiel fiir einen solchen Ausdruck
ist Wir nehmen an, dass .... (Der Begriff eines semi-formalen Beweises ist kein préiziser
mathematischer Begriff.)

Zeigen Sie mit semi-formalen Beweisen, dass die folgenden Aussagen gelten:

(@ (x) PARVz(0+2=n2)
Hinweis: Verwenden Sie Induktion, d. h. PAg.
(b) PARVaVyVz((z+y)+z=a+ (y+2))
Was besagt diese Formel intuitiv?

() PARVz(sO+z=sz A sz=uz+s0)

d PARVYaVy(z +y=y+ )
Was besagt diese Formel intuitiv?

Losung:

(a) Fiir den Beweis verwenden wir Induktion iiber x. Die Induktionsverankerung 0+0 = 0
folgt aus PA,. Fiir den Induktionsschritt konnen wir nun annehmen, dass 0 + = = x
fiir ein x gilt. Nun ist 0 + sz = s(0 + x) nach PA; und mit der Induktionsannahme ist
s(0 4 z) = sz. Mit der Transitivitit der Gleichheit und dem Induktonsaxiom PAg und
MoDUS PONENS folgt nun die Aussage.

(b) Die Formel VaVyVz((z +y)+2 = z+ (y+2)) besagt intuitiv, dass Addition assoziativ
ist.
Um 4.b zu zeigen, zeigen wir zuerst die Formel p(z) := (z+y) + 2z = x + (y + 2) mit
Induktion iiber z. Wir miissen also die Induktionsverankerung ¢(0) nachweisen:

@+y)+02z+yPay(y+0)

Wir nehmen nun an, dass (=) wahr ist fiir ein beliebiges, aber fixes z und zeigen, dass
dann auch p(sz) = (x +y) + sz = v + (y + sz) wahr ist:
(x+y)+s22s((@+y)+2)

B s+ (y+ 2))

P w+ sy + 2)

Py + (y+ s2)

Wenden wir nun PAg an und danach zweimal die VERALLGEMEINERUNGSREGEL fiir
y und x, dann ist der Satz bewiesen.

(c) Definiere
o(x) = (s0+x=srAsr=1x+s0)

g g

1 (z):= Pa(z):=




(d)

und beweise die Formel mit Induktion tiber x. Mit Verwendung von L3, L, und Mo-
DUS PONENS konnen wir die beiden Formeln aufspalten zu ¢ (z) und 15(x) und mit
L5 und MoDUS PONENS wieder zusammenfiigen. Es reicht somit, die Induktionsver-
ankerung und den Induktionsschritt fiir ¢ (z) und 12(x) zu zeigen. Wir beginnen mit
den Induktionsverankerungen:

¥1(0)
¥2(0)

Wir nehmen nun an, dass ¢(z) und somit auch ) (z) und )2(z) wahr sind und zeigen
zeigen die Induktionsschritte bei beiden Formeln:

sO+0 22 g

804': 0+ s0

(sz):s0 + sx Fhs s(s0 + ) " e

o(sz) @ ssx A s(sz + 0) P sz + 50

Der Satz folgt nun durch Anwendung von PAg und MODUS PONENS.

Die Formel VYzVy(z + y = y + x) besagt intuitiv, dass Addition kommutativ ist.

Um 4.d zu zeigen, setzen wir p(y) := = + y = y + x. Wir zeigen zuerst die Indukti-

onsvoraussetzung ¢(0):

a:+OPé2a:4'g)O+:1:

Wir nehmen nun an, dass die Induktionsannahme (y) wahr ist und zeigen, dass daraus
©(sy) folgt:

T+ sy = s(z +y)

e(y)

<

s(y + z)
4.(c)

I3

sO+ (y +x)

N
s
=

(sO+y)+z
45) sy+ox

Verwende nun PAg und MODUS PONENS sowie die VERALLGEMEINERUNGSREGEL
fiir x und daraus folgt der Satz.

5. Zeigen Sie mit semi-formalen Beweisen, dass die folgenden Aussagen gelten:

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
()
(g

PA R Vz(0- -2 =0)

PALV2(sO -z =2 A z=2x-5s0)

Was bedeuten die Formeln unten in 5.d-5.g intuitiv?
PA - VaVyVz((z +y) -2 = (z-2) + (y - 2))

PAR VaVy(z -y =y - x)

PA - VavyVz(z - (y+2) = (z-y) + (z - 2))

PA - VavyVz(z - (y-2) = (z-y) - 2)

Losung:



(a) Definiere p(z) := 0 -z = 0 und zeige die Formel mit Induktion iiber z. Die Indukti-
onsverankerung ¢(0) = 0 - 0 = 0 folgt direkt aus PA,. Sei nun ¢(x) wahr, dann folgt
der Induktionsschritt direkt aus

052 0.24+40M20.,%Y0.

Der Satz folgt nun aus PAg und MODUS PONENS.
(b) Setze

o(r) :

\SO'I‘Z@/\@ZI"SQ
Y1 (x):= Ya(x):=

und zeige ¢(x) analog zu Aufgabe 4. (c) mit Induktion iiber z. Zeige zuerst die Induk-
tionsverankerung ¢ (0):

1(0):s0-0 2

¢2<O) 0 Pé4 Péz

Mit L; und MoDUS PONENS konnen wir schliesslich ¢ (0) und ¢2(0) zu ¢(0) zusam-
mensetzen. Nehmen wir an, dass die Induktionsannahme ¢(x) = v () A ¥y(x) wahr
ist, dann konnen wir mit L3, Ly und MODUS PONENS auch annehmen, dass ¢ (x) und
1o (x) wahr sind. Fiir den Induktionsschritt miissen wir zeigen, dass ¢ (sx) wahr ist:

0-0™0.04020.50

Yy(sz) :s0- sz 5 502+ s0

%:(w) xr + s0

4.(c)
=" sx
Uo(sz) : s 2 s+ 0 + s
5 sz 50
Mit L5 und MODUS PONENS ldsst sich dass nun zusammensetzen zu p(sz) = 11 (sz) A
1o(sz). Der Satz folgt nun durch Induktion.

()
VaVyVz((z +y) - 2= (z-2) + (y - 2)) Rechts-Distributivitit
VaVy(z -y =y - x) Kommutativitit der Multiplikation
VaVyVz(z - (y + 2) = (z-y) + (z - 2)) Links-Distributivitit
VaVyVz(z - (y-2) = (z-y) - 2) Assoziativitit der Multiplikation

(d) Definiere p(z) ;== (x +y) -2z = (z-2) + (v - ) und zeige diese Formel mit Induktion
iiber z. Wir starten mit dem Induktionsanfang ¢(0):

PA; . PA; PA4

(z+y) 020204+ 0B 2. 0402 2. 04y-0

Sei nun ¢(z) die Induktionsannahmen, dann lésst sich der Induktionsschritt p(sz) wie
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(e)

®)

@

folgt zeigen:

5

(x—ky)~szpé (x+y) 2+ (x+vy)

‘p(zz)(:c-z+y-z)+(x+y)
4i"x (Y24 (@ +y)
O 24+ ((y-z+2z)+vy)
Lzt ((@ty 2)+y)

)

=z zt+(@+(y-2+y)

Broz4(xty-sz2)

4£))(x-z+x)+y~sz
=x-sz+y-sz

Der Satz folgt nun mit Induktion {iber z sowie mit der VERALLGEMEINERUNGSREGEL
iiber y und .

Setze p(y) := x -y = y - x und zeige die Formel mit Hilfe von Induktion iiber y. Die

PA4 5.(a)

Induktionsverankerung ¢(0) geht wie folgt: z - 0 0 =" 0-x. Wir nehmen an, dass

©(y) wahr ist und zeigen p(sy):

PA
T-sy=2z-y+zx

<p(z)y-x+x

5'(=b)y-x+so-x

£ (y+s0)-x

Mit Indutkion iiber y sowie einmaliger Anwendung der VERALLGEMEINERUNGSRE-
GEL nach x folgt nun der Satz.

Wir zeigen die Formel p(z,y,2) :=x - (y + z) = (z - y) + (x - 2) direkt (also ohne
Induktion):
r-(y+z) = (y+2)-x

= Yy-r+z-x
5.(d)

=

rT-y+z-x

5.(d)
=T ytr-z

Der Satz folgt nun, wenn man auf die obige Formel dreimal die VERALLGEMEINE-

RUNGSREGEL anwendet fiir z, y und z.

Definiere p(z) .=z - (y - z) = (z - y) - z und zeige die Aussage mit Induktion iiber z.
Beginne mit der Induktionsverankerung ¢(0):

PA4

2z (y-0) 2. 020 (z.9).0
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Sei nun ¢(z) die Induktionsannahme, dann ldsst sich der Induktionsschritt p(sz) wie
folgt zeigen:

Phs (x-y)- sz

Verwenden wir nun Induktion iiber z und wenden wir zweimal die VERALLGEMEINE-
RUNGSREGEL an (fiir y und x), dann resultiert daraus, was wir zeigen wollten.
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