D-MATH Grundstrukturen FS 2024
Dr. Fabian Ziltener

Musterlosung Serie 4

STRUKTUR, VARIABLENBELEGUNG, INTERPRETATION, MODELL EINER THEORIE

Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (*) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufgaben zu
16sen.

0. ((=) Relation) Relationen treten im Zusammenhang mit Modellen auf, da jede Struktur Re-
lationssymbole auf Relationen abbildet. Wir definieren die bindre Relation < auf IN :=
{e,,Il.1Il,- .}, der Menge der natiirlichen Zahlen, als

<:= {(m,n) e N* = N x N |ES GIBT EIN k IN IN, SODASS km = n.}.

(km ist die Verkettung von k und m.) Fiir jedes Paar (m,n) € IN? schreiben wir m < n
genau dann, falls (m, n) € <. Zeigen Sie, dass < folgende Eigenschaften besitzt:

(a) (Reflexivitit) Fiir jedes n € IN gilt n < n.

(b) (Transitivitit) Fiir alle £, m,n € IN implizieren ¢ < m und m < n, dass £ < n.

<
(¢) (Antisymmetrie) Fiir alle m,n € IN implizieren m < n und n < m, dass m = n.
Bemerkung: Sie diirfen Folgendes ohne Beweis verwenden:
(1) (Assoziativitit der Verkettung) Verkettung von (ENDLICHEN) Zeichenketten ist asso-
ziativ, d. h. fiir alle Zeichenketten u, v, w gilt (uv)w = u(vw).

(i) (Injektivitit des Hinzuftigens) Rechtes Hinzufiigen eines Symbols s zu einer Zeichen-
kette ist injektiv, d. h. fiir alle Zeichenketten v, w und jedes Symbol s impliziert vs =
ws, dass v = w.

(iii) (Induktion') Sei P eine Abbildung, die jedem n € IN eine Aussage P(n) zuordnet,
sodass P(¢) gilt und fiir jedes n € IN die Aussage P(n) die Aussage P(n|) impliziert.
Dann gilt fiir jedes n € IN die Aussage P(n).

Hinweis: Verwenden Sie fiir Antisymmetrie Induktion mit:

P(m) :=“Fiir jedes p € N impliziert pm = m, dass p = &.”

Fiir den Induktionsschritt verwenden Sie (i,ii).

Losung:

(a) (Reflexivitit) Sei n € IN. Fir k = ¢ gilt kn = n. Daher liegt (n,n) in <, d. h., es gilt
n<n.

'Dieses Prinzip wird auch Meta-Induktion genannt, um es vom Axiom PAg der Peano-Arithmetik zu unterschei-
den.



1.

(b)

(©)

(Transitivitidt) Seien ¢,m,n € IN so, dass / < m und m < n. Dann gibtes 7,5 € N,
sodass ¢/ = m und jm = n. Wir definieren £ := ji. Es gilt:
n = j(il)
=kl (wegen (1), Assoziativitit der Verkettung)

Daraus folgt, dass ¢ < n. Das beweist Transitivitit von <.

(Antisymmetrie) Wir definieren
P(m) :=“Fir jedes p € N impliziert pm = m, dass p = .7
Behauptung: Fiir jedes m € IN gilt die Aussage P(m).

Beweis mit Induktion: Induktionsverankerung: P(c): Sei p € N so, dass pe = ¢.
Dann gilt p = pe = ¢, wie gewlinscht.

Induktionsschritt: Sei m € IN so, dass P(m) gilt. Wir zeigen P(m|): Sei p € IN so,
dass

p(m[) = m|.
Gemiiss (i) (Assoziativitdt der Verkettung) gilt (pm)| = p(m|) = m|. Gemiss (ii)
(Injektivitit des Hinzufligens) folgt daraus, dass pm . Aus unserer Induktions-

=m
annahme P(m) folgt daher, dass p = ¢. Es folgt, dass P(m/|) gilt. Das schliesst den
Induktionsschritt ab.

Mittels (iii) (Induktion) folgt, dass fiir jedes m € IN die Aussage P(m) gilt. Das beweist
die Behauptung.

Seien jetzt m,n € N so, dass m < n und n < m. Dann gibtes 7, 5 € IN, sodass im = n
und jn = m. Es gilt:

m = j(im)

J
= (ji)m (wegen (i), Assoziativitit der Verkettung)

Mit Hilfe der Behauptung folgt daher, dass ji = e. Daraus folgt, dass ¢« = ¢, also
n = im = m, wie gewiinscht. Das beweist Antisymmetrie von <.

(Struktur) Erinnerung: Die Signaturen der Gruppen- und Ringtheorie und der Theorie der
dichten linearen Ordnungen sind gegeben durch £ = {e, 0}, Zrr = {0, 1, +, -}, %oro =

{<}.
(a)

(b)

(c)

(*) Seien e, «, § verschiedene Objekte. Geben Sie eine £ 7-Struktur (A, M) mit Be-
reich A := {e, a, 8} an.

Seien 0 und 1 zwei verschiedene Objekte. Geben Sie eine Zxr-Struktur (A, M) mit
Bereich A := {0, 1} an.

Seien «, 3, v verschiedene Objekte. Geben Sie eine -£py,o-Struktur (A, M) mit Bereich
A= {a, 8,7} an.



Losung:

(a) Wir definieren die Abbildung o : A2 = A x A — A durch folgende Verkniipfungsta-

belle:
o ‘ e a f
ele a f
ala [ e
BB e «

Wir definieren die Abbildung M auf %1 durch:
eM=M() =e oM=M():=o

Das Paar (A, M) ist eine Zr-Struktur mit Bereich A.
Bemerkungen:

* Wie wir sehen werden, ist dieses Paar (A, M) sogar ein Modell der Gruppentheo-

rie GT.

 Alternativ konnen wir eM als ein beliebiges Element von A und o™ als eine be-
liebige Abbildung von A% nach A definieren. Dann ist (A, M) noch stets eine
Zar-Struktur, aber im Allgemeinen kein Modell von GT mehr.

(b) Wir definieren die Abbildungen +,- : A> — A durch folgende Verkniipfungstabellen:

+]10 1 -0 1
0/0 1 0/(0 O
111 0 110 1

Wir definieren die Abbildung M auf Z durch:
oM = M(0):=0 ™M= M(1):=1 +M = M(+) =+ M _ M(-) :=-

Das Paar (A, M) ist eine Zxy-Struktur mit Bereich A.
Bemerkungen:

* Wie wir sehen werden, ist dieses Paar (A, M) sogar ein Modell der Ringtheorie

RT.

 Alternativ konnen wir 0™, 1M als beliebige Elemente von A und +™,-M als be-
liebige Abbildungen von A? nach A definieren. Dann ist (A, M) noch stets eine
Zrr-Struktur, aber im Allgemeinen kein Modell von RT mehr.

(c) Wir definieren
<:={(a, 8), (a,7),(8,7)} € A?
und die Abbildung M auf .Zp1,o durch:

<M

<

Das Paar (A, M) ist eine Zpr,o-Struktur. Bemerkungen:
* Wie wir sehen werden, ist dieses Paar (A, M) sogar ein Modell von T := {DLOO, DLO;, DLOQ}
(Teiltheorie der Theorie dichten linearen Ordnungen).

 Alternativ kénnen wir <M als eine beliebige Teilmenge von A2 definieren. Dann
ist (A, M) noch stets eine -Zpy,o-Struktur, aber im Allgemeinen kein Modell von
T mehr.



2.

((*) Variablenbelegung, Interpretation eines Terms, Giiltigkeit einer Formel in einer
Interpretation, Ringtheorie) Betrachten Sie die Zxr-Struktur (A, M), die Sie in 1.b de-
finiert haben. Wir definieren die Variablenbelegung j : {Variable} — A := {0,1} als die
konstante Abbildung

jv) =1, fiir jedes v.

Wir betrachten die Interpretation I := (M, j).
(a) Bestimmen Sie folgende Objekte:
I(x + 0) I(x +y) I(z-1) I(x - y)
Welche der folgenden Aussagen gelten? Begriinden Sie Thre Antwort.
b) IFzx=1
c Iz=1Ary=0
d I=z=y
e) IEVYr(x=y)
6 Ik VeVy(x =y)
@ Ik dz(z=y)

Losung:
(a)
Iz +0)=I(z)+I0)=jx)+™M=1+0=1 (gemiss der Additionstabelle)
Lz +y)=I(z)+1(y) =j(z) +jly)=1+1=0
I(z-1)=I(x)-I(1)=1-1=1 (gemdss der Multiplikationstabelle)
I(z-yy=1-1=1

(b) z =1:Esgilt
I(z)=1=1M=1(1).

Gemiss der Definition von = gilt daher:

I=x=1

(c) x=1Ay=0:Esgilt
I(y)=1%#0=0™=1(0).

Gemiss der Definition von &= gilt daher nicht I = y = 0. Daher gilt nicht: I = x = 1
und I = y = 0. Gemiss der Definition von k= gilt daher:

Itx=1Ay=0

(d z=y:Dal(zx)=1=1I(y) gilt:
I=x=y
() Va(x =y): Wir definieren a := 0. Es gilt:
I2(x)=a=0#1=j(y) =1%(y)

Darum gilt nicht, dass I 2 = x = y. Es gilt daher nicht fiir jedes a € A, dass 1% F x =
y. Gemdss der Definition von = gilt daher:

IH Va(x =y)
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() Vavy(e = y):
Bemerkung: Seien . eine Signatur, (A, M) eine .#-Struktur und ¢ eine .#-Formel.
Dann gilt:

I = VaVyp = Fiir alle a,b € A gilt (I %)5 = . (1)

Das folgt aus der Definition von k.
Wir definieren a := 0, b := 1. Es gilt:

Darum gilt:

Gemiss (1) gilt daher:
I VaVy(x =y)

(g) Jz(x =y): Wir definieren a := 1. Es gilt:

Daraus folgt, dass I £ = (z = y). Gemiss der Definition von £ folgt, dass gilt:

I=3z(z=y)

(Variablenbelegung, Giiltigkeit einer Formel in einer Interpretation, Theorie der dich-
ten linearen Ordnungen) Betrachten Sie die .Zppo-Struktur (A, M), die Sie in 1.c definiert
haben. Wir definieren die Variablenbelegung j : {Variable} — A := {a, #} als die Abbil-
dung

a, fallsv =z,
jlv) =< B, fallsv=y,
v, sonst.

Wir betrachten die Interpretation I := (M, j). Welche der folgenden Aussagen gelten? Be-
griilnden Sie Thre Antwort.

IEz<y IEy<x IE=3Jxdy(y < x)

Losung: Bs gilt (I(z),1(y)) = (j(2),j(y)) = (o, ) € < = <M. Gemiiss der Definition von
= gilt daher:

I=x<y
Es gilt (I(y),1(z)) = (j(y),j(z)) = (B,a) ¢ <= <M. Gemiss der Definition von = gilt
daher:

I#£x <y
23y (y < x): Wir definieren a := (3, b := «. Es gilt

und daher
I Ey<u 2)



Es gibt also ein b (ndmlich b = «), sodass (2) gilt. Gemiss der Definition von  gilt daher
Ie = 3y(y < a). 3)
Es gibt also ein a (ndmlich a = f3), sodass (3) gilt. Gemiss der Definition von = gilt daher

I=323y(y < z).

4. (Modell) In dieser Aufgabe verwenden wir den Begriff eines Modells. Dieser ist wie folgt
definiert. Sei .Z eine Signatur und M = (A, M) eine -Z-Struktur.

DEFINITION 1 (Modell) » Sei ¢ eine £-Formel. Wir nennen M ein Modell von ¢
g. d. w. fiir jede Variablenbelegung j in M gilt

I:=(M,j) E .

Wir schreiben:
ME o < M ist ein Modell von .

» Sei @ eine Menge von £-Formeln. Wir nennen M ein Modell von @ g. d. w. M ein
Modell jeder Formel in @ ist. Wir schreiben:

MEg® = M ist ein Modell von ®.

Seien e, «, 8 verschiedene Objekte.

(a) ((+) Gruppentheorie) Wir betrachten die Signatur der Gruppentheorie, . := Zor =

{e, o}. Wir definieren den Bereich A := {e, a, 3} und die Abbildungo : A? = Ax A —
A durch folgende Verkniipfungstabelle:

o ‘ e a f

ele a f(

ala [ e

|0 e «
Wir definieren die Abbildung M auf %1 durch:

eM = M(e) :=e oM = M(o) :=o0

Zeigen Sie, dass (A, M) ein Modell der Gruppentheorie ist.

Bemerkung: Fiir jede Z7-Struktur (A, M) gilt M = GT genau dann, wenn das
Tripel (A, eM, oM) eine Gruppe ist. Das Tripel (A, e,0) aus dieser Aufgabe ist also
eine Gruppe.

Hinweise:
o Zeigen Sie M = GT,; in der Reihenfolge i = 1,0, 2.

* Mk GT, :=Va(eox = z): Sei j eine Variablenbelegung in M. Wir definieren
die Interpretation I := (M, 7).

— Seia € A. Zeigen Sie, dass I 2(e o ) = I2(x). Verwenden Sie dazu, dass
I%(e) = eM = e, sowie die e-Zeile? der Verkniipfungstabelle.

%Fiir jedes Symbol s in der Kopfspalte (= Spalte ganz links) meinen wir mit s-Zeile die Zeile der Tabelle, welche
die Kopfspalte in der Zelle mit dem Symbol s schneidet.



— Folgern Sie, dass I = Vz(eox = x) = GT;.

Bemerkung: M = V(e o x = x) ist dquivalent dazu, dass fiir jedes a € A gilt:
eoa = a, d. h., e ist links-neutral.

* Mg GTy:=VaVyVz(zo(yoz) = (zoy)oz): Seij eine Variablenbelegung in
M. Wir definieren I := (M, j). Seien a, b, c € A. Wir kiirzen ab: .J := ((I %)%) <

— Zeigen Sie, dass

J(wo(yoz) = J((xoy)oz). @

Verwenden Sie dazu Folgendes:
J(z)=c J(y)=b J(z)=a (5)
ao(boc)=(aob)oc fiir alle a, b,c € A (6)

Warum gelten die Identitéiten (5)?
Um (6) zu zeigen, kdnnen wir im Prinzip alle Tripel (a, b, ¢) € A3 durchgehen
und die Verkniipfungstabelle benutzen. Es gibt 3 - 3 - 3 = 27 solche Tripel.
Um den Beweis von (6) zu vereinfachen, tun Sie Folgendes: Verwenden Sie,
dass o in unserem Beispiel kommutativ ist. (Uberpriifen Sie das mit Hilfe der
Verkniipfungstabelle!) Betrachten Sie folgende Fille:
% (Mindestens) eines der drei Elemente a, b, c ist gleich e.
x Keines der drei Elemente ist gleich e: Unterfille:
a=c
a=b#c
a # b = c: Verwenden Sie den Unterfall a = b # c.
— Folgern Sie aus (4), dass ((I %)g)g = (zo(yoz) = (zoy)oz).
— Folgern Sie daraus, dass (I %)% EVz(zo(yoz) = (zoy)oz).
— Argumentieren Sie analog fiir die Quantoren Yy und Vz.
Losung:

e M E GT; =Vz(eox = z) (eist links-neutral.): Sei j eine Variablenbelegung in
M. Wir definieren die Interpretation I := (M, j). Sei a € A. Es gilt:

Gemiiss der Definition = folgt daraus, dass I 2 = eox = z. Da a beliebig ist, folgt
daraus mittels der Definition =, dass

I=Ve(eor =1x)=GT;.
Da j beliebig ist, folgt daraus, dass
M E GT;.

e ME GTj:=VaVyVvz <:z: o(yoz)=(roy)o z) (Assoziativitdt von o):



Bemerkung: o ist kommutativ, da die Verkniipfungstabelle symmetrisch ist bzgl. Spie-
gelung an der (nach rechts unten zeigenden) Diagonale.

Sei j eine Variablenbelegung in M. Wir definieren I := (M, j). Seien a, b, c € A.
Wir kiirzen ab: J := ((1%)%) <. Es gilt:

J)=c Iy =AYy =b J@)=1Hr)=1x)=a O
Behauptung:
ao(boc)=(aob)oc fiir alle a, b,c € A (8)
Beweis der Behauptung:

Fall: Eines der drei Elemente ist gleich e: Es gilt ao (boc¢) = (aob)oc,dae
neutral bzgl. o ist und o kommutativ ist. Zum Beispiel gilt nimlich e o (bo ¢) =
boc=(eob)oc.

Fall: Keines der drei Elemente ist gleich e:

Unterfall: o« = c¢: Da gemiss obiger Bemerkung o kommutativ ist, gilt
ao(boa)=ao(aob)=(aob)oa,
wie gewlinscht.
Unterfall: a = b = c¢: Wir konnen die Gleichheit
ao(aoc)=(aoa)oc 9)

mittels der Verkniipfungstabelle fiir jedes Paar a # c iiberpriifen. (Tun Sie das ex-
emplarisch fiir a = «, ¢ = (.) Es gibt 2 solche Paare, nimlich («, 8) und (53, ).
Fiir jede der 2 Seiten von (9) miissen wir 2 Multiplikationen in der Tabelle nach-
schlagen.

Unterfall: a #£ b = c: Es gilt:

ao(bob)=(bob)oa (Kommutativitit von o)
2o (boa)
= (aob)ob (Kommutativitdt von o),

wie gewiinscht.

Die obigen Fille decken alle Moglichkeiten fiir das Tripel (a, b, ¢) ab. Somit haben
wir die Behauptung (8) in allen Fillen gezeigt.



Es gilt:

z) oM J(yo z)

J(wo(yoz) = J(
J() M () M J(2))
(
= (J(

Il

ao(boc) (gemiss (7))

ao b) oc (gemiss (8))

J(x J( )) oM J(2) (gemiss (7))
(o y) J(2)

((zoy)oz)

J
J((

Daraus folgt, dass ((12)2)¢ = J = wo(yoz) = (zoy) oz Da cbeliebig ist,

T

folgt daraus, dass (I %)% E V2 (ac o(yoz)=(xoy)o z). Da b beliebig ist, folgt

daraus, dass I ¢ = VyVz (w o(yoz) = (zoy)o z) . Da a beliebig ist, folgt daraus,

dass
I= VxVsz(x o(yoz)=(roy)o z> = GT,.

Da j beliebig ist, folgt daraus, dass
M  GT,.

e M k& GT; := Vady(y o x = e) (Jedes Element besitzt ein Links-Inverses.): Sei j
eine Variablenbelegung in M. Wir definieren I := (M, j). Seia € A. Fallsa = e,
dann erfiillt gemiss der Verkniipfungstabelle das Element b := e die Bedingung
boa = e. Falls a = «, dann erfiillt b :=  diese Bedingung. Falls a = /3, dann
erfiillt b := « die Bedingung. Es gibt also in jedem Fall ein b € A, sodass boa = e.

Bemerkung: Kurz gesagt besitzt jedes Element von A ein Links-Inverses bzgl. o,
da im Tabellenkorper® der Verkniipfungstabelle in jeder Spalte ein e steht. (Uber-

legen Sie sich das!)

Wir wihlen ein b, sodass bo a = e. Es gilt

(12)2(yo) =

Iz
bo

M

e

Daraus folgt, dass (I2 ) =y ox = e. Gemiss der Definition von = gilt darum:
2= 3ylyox =e)

Da a beliebig ist, folgt daraus:

I=Vedy(yoxr =e) =GT,

3Das ist die Tabelle ohne Kopfzeile, Kopfspalte und die Zelle mit dem Verkniipfungszeichen o.
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Somit haben wir gezeigt, dass
M = GT,

d. h., M ist ein Modell der Gruppentheorie GT.

(b) (Gruppentheorie) Finden Sie eine Zgp-Struktur (A, M) mit Bereich A := {e, a},
sodass M  GT.

Losung: Wir definieren die Abbildung M auf % durch

eMi=e oM A% —» A, ao™b = efiir jedes (a,b) € A?

Das Paar (A, M) ist kein Modell von GT. Um das zu sehen, wihlen wir eine beliebige
Variablenbelegung j und definieren I := (M, j). Es gilt:

I2cox)=eMMa=e#a=1%()

Daher gilt I 2 b eox = x. Die Aussage I 2 = eox = x gilt also nicht fiir jedes a € A.
Daraus folgt, dass

I# Ve(eoxr =) = GT;.
Daraus folgt, dass M ¥ GT; und daher M # GT.

(¢) ((+) Theorie mit leerer Signatur) Wir betrachten die leere Signatur .Z := ¢ und die
Theorie T gegeben durch folgendes Axiom:

=Y

i. Finden Sie ein Modell von T.

ii. Beschreiben Sie alle Modelle von T.
Losung:

i.  Wir wihlen ein Objekt « und definieren A := {«} und M als die leere Abbildung
auf . = (#.* Das Paar (A, M) ist ein Modell von T, da fiir jede Variablenbelegung
jfurl:= (M,j) gilt,dass I(x) = a =I(y) und daher I =z =y, d. h. T = T.

ii. Eine .Z-Struktur (A, M) ist genau dann ein Modell von T, falls A genau ein Ele-
ment besitzt. Die Implikation < haben wir oben bewiesen. Die Implikation =
folgt aus den Tatsachen, dass jedes Modell per definitionem mindestens ein Ele-

ment besitzt und dass jede Struktur mit mehr als einem Element kein Modell von
T ist. (Warum?)

(d) (Ringtheorie) Seien 0 und 1 zwei verschiedene Objekte. Finden Sie ein Modell (A, M)
der Ringtheorie mit Bereich A := {0, 1}. Uberlegen Sie sich, dass tatsichlich M = RT
gilt.

Bemerkung: Fiir jede Zxr-Struktur (A, M) gilt M = RT genau dann, wenn das Tu-
pel (A, 0M 1M +M M) eip Ring ist. Das Tupel (A, 0,1,+,+) aus dieser Aufgabe ist
also ein Ring.

Losung: Wir definieren + und - durch folgende Verkniipfungstabellen:

+/0 1 -0 1
00 1 0/0 0
110 1{0 1

“Das ist die einzige Abbildung auf (.
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(e)

®)

Wir definieren die Abbildung M auf .Zir durch:
OM =0 1M =1 +M =4+ M = .

Wir konnen analog zu Aufgabe 4.a iiberpriifen, dass in (A, M) jedes Axiom der Ringtheo-
rie gilt. Wir iiberpriifen exemplarisch, dass gilt:

M E RTy = VaVyVz(z + (y + 2) = (z + y) + 2) (10)

Sei j eine Variablenbelegung in M. Wir definieren [ := (M, j). Seien a, b, c € A. Wir
kiirzen ab: J := ((I2)2)<.
z/y/) z
Behauptung:
a+ (b+c)=(a+b)+c firallea,b,ce A (11)
Beweis der Behauptung:

Fall: Eines der drei Elemente ist gleich 0. Nehmen wir beispielsweise an, dass a = 0.
Dannist 0+ (b+ ¢) = b+ cund (0 + b) + ¢ = b + ¢, also gilt die Behauptung.

Fall: Alle drei Elemente sind gleich 1. Dannist (1+ 1)+ 1 = 0+ 1 = 1 und
14+ (1+1)=1+ 0= 1, also gilt die Behauptung.

Es gilt:

J(@+ (y+2) = J()+ (J(y) + J(2))
=a+ (b+c¢)
=(a+b)+c (gemiiss (11))
= (J(@)+ J(y) + J(2)
= J((z+y) + 2).

Von hier aus zeigt dasselbe Argument wie in 4(a), dass (10) gilt.

(Ringtheorie) Finden Sie eine Zxr-Struktur (A, M) mit Bereich A := {0, 1}, sodass
M ¢ RT.

Losung: Wir definieren OM := 0, 1M := 0 und +™, M : A2 — A als die konstanten
Abbildungen +M(a,b) := 0, M(a,b) := 0, fiir alle (a,b) € A% Das Tupel (A, M) ist
kein Model der Ringtheorie RT, da M ¥ RT,, M  RTs5. (Warum?)

Bemerkung: Sei M ein Modell von %z mit Bereich A = {0, 1}, sodass 0M = 0.
Dann gilt IM = 1, +M = 4+, .M =. (Uberpriifen Sie das!) Es gibt also nur ein Modell
von .Zgr mit diesem Bereich und mit 0™ = 0, nimlich das aus Aufgabe 4.d. Daraus
folgt, dass es bis auf Isomorphie nur einen Ring mit zwei Elementen gibt.

(Teiltheorie von DLO) Seien «, 3, verschiedene Objekte. Finden Sie ein Modell
(A, M) der Theorie T := {DLOO, DLO;, DLOQ} mit Bereich A := {a, 3,~}.

Losung: Wir definieren die Abbildung M auf %pro durch <M:= M(<) =<:=
{(c, B), (@, 7), (B,7)}-

M E DLO, gilt, weil (o, ) ¢ <und (8, 8) ¢ < und (7,7) ¢ <, d. h. fiir jedes a € A
gilt (a,a) ¢ <.

M = DLO;: Sei (a,b, c) € A3, sodass a < bund b < c. Dann gilt (a, b, c) = (a, 3,7)
und daher a < b. Daraus folgt, dass M = DLO;.

Auf eine dhnliche Weise konnen wir zeigen, dass fiir jedes Paar (a,b) € A% gilt: a < b
oder b < a oder a = b. Daher gilt M = DLOs,.
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(2) (Teiltheorie von DLO) Finden Sie ein Modell (A, M) der Theorie T := {DLOO, DLO;,, DL02}
mit einem unendlichen Bereich.

Hinweis: Verwenden Sie eine andere Ubungsaufgabe.

Bemerkung: Uberlegen Sie sich grundsiitzlich, dass Thr gefundenes (A, M) tatséich-
lich ein Modell von T ist. Es wird nicht erwartet, dass Sie das im Detail ausfiihren.

Losung: Wir definieren A := IN und < wie in Aufgabe 0. und die Relation < auf IN als
<:={(m,n) e< |m #n}. (12)

Wir definieren M als die Abbildung auf %10 gegeben durch <M := <. Wir kénnen
analog zu den Aufgaben 4.a und 4.d iiberpriifen, dass (IN, M) ein Modell von T ist.
Zum Beispiel gilt M = DLO, = Vz—(z < x), da fiir jedes n € IN die Ungleichung
n < n nicht gilt. Es folgt, dass (IN, M) ein Modell von T ist. Sein Bereich A = IN ist
eine unendliche Menge.

Bemerkung: Es gilt M  DLO;, da zum Beispiel 0 := ¢ < 1 := |, es aber keinn € N
mit 0 < nund n < 1 gibt. Es gibt auch ein kleinstes Element, nimlich 0. Daher gilt
M t DLO,.

(h) (Theorie der dichten linearen Ordnungen) Finden Sie ein Modell (A, M) der Theo-
rie DLO der dichten linearen Ordnungen.
Hinweis: Definieren Sie A als eine gewisse Menge von Zahlen.

Bemerkung: Uberlegen Sie sich, dass tatsichlich M = DLO gilt. Sie diirfen dabei
grundlegende Eigenschaften von Zahlen verwenden.

Losung: Wir definieren IN als die Menge der positiven natiirlichen Zahlen, 0 := ¢,
1 := | und Addition + und Multiplikation - auf IN wie in der Vorlesung (Standardmodell
der Peano-Arithmetik). Fiir m,n € N kiirzen wir ab:

mn:=m-+n

(mn bedeutet hier also das Produkt von m und n, nicht die Verkettung der Zeichenfol-
gen.) Wir definieren N~ := IN\{0},

m
A:=Qsg = {g‘m,neﬂ\ko}

(Menge der positiven rationalen Zahlen), < wie in (12) und < durch

k
r.onm g.d. w. kn < {m.
l n
(Das ist die iibliche strikte Ordnung auf QQ-,.) Wir definieren die Abbildung M auf
chLQ durch
<M=<.

Wir zeigen, dass (A, M) ein Modell von DLO ist. Aus der Definition von < folgt, dass
M = DLO,, DLO,, DLO,.

e M = DLOs: Seienr,s € A = Q, sodass r < s. Wir wihlen k, ¢, m,n € IN-,

sodass
k

0

T,

3|3
I
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Es gilt

r

kE+m m
— =s.
n

K < <
14 {+n
Daraus folgt, dass M = DLOs.
e M = DLO,: Seir € A. Wir withlen m, n € IN., sodass r = ™. Es gilt
m m m+1

< —<
n+1 n n

Daraus folgt, dass M = DLO,. Wir haben also gezeigt, dass M = DLO, d. h. M
ist ein Modell fiir DLO.

(i) ((=) Peano-Arithmetik) Wir definieren (IN, N), das Standardmodell der Peano-Arithmetik,
wie in der Vorlesung, wobei wir abweichend von der urspriinglichen Definition s™(n) :=
n| statt |n definieren. (Dadurch vereinfacht sich diese Ubungsaufgabe.) Zeigen Sie, dass
(N, N) ein Modell der Peano-Arithmetik ist.

Bemerkungen:

e Sie diirfen 0.(i,1i,ii1) ohne Beweis verwenden.

» Es wird nicht erwartet, dass Sie alle Details des Beweises von N = PAg ausfiihren.
Erklédren Sie stattdessen in Worten, warum diese Aussage gilt.

Losung:

* N = PAj: Wir schreiben in dieser Aufgabe m +Yn := m + n = mn fiir die
Verkettung der Zeichenfolgenm = |---|undn = |---| und -N := - fiir die Multi-
plikation auf IN. Wir haben 0" := 0 := ¢ definiert. Da ¢ die leere Zeichenkette ist,
gilt fiir jedes n € N, dass s"(n) = n| # . Daraus folgt, dass N = PA,.

* N  PA;: Seien m,n € NN so, dass m| = n|. Gemiss 0.(ii) (Injektivitit des
Hinzufiigens) gilt dann m = n. Daraus folgt, dass N = PA,. (Uberpriifen Sie
das!)

* N k& PA, folgt aus: Fiir jedesn € IN giltn + 0 = ne = n.

* N = PA; folgt aus: Fiir alle m,n € N gilt m(n|) = (mn)|. Das folgt aus 0.(i)
(Assoziativitit der Verkettung).

* N & PA, folgt aus: Fiir jedes n € IN gilt n - € = ¢ (keine Kopie von n).

* N & PA; folgt aus: Fiir alle m,n € N gilt m« (n]) = (m+n)m = (m-+n) + m.
Wir haben hier eine Kopie von m fiir jeden Strich in m/, d. h. eine Kopie von m
fiir jeden Strich in n und noch eine Kopie von m fiir den letzten Strich in n|.

* N E PAg: Das folgt mittels (Meta-)Induktion. Um das zu sehen, betrachten wir
exemplarisch v = x und die Formel

p=r+ty=y+uw (13)
Sei j eine Variablenbelegung in IN. Wir definieren I := (N, 7). Wir nehmen an,
dass gilt:
L= o(z/0)AVz (e — (z/sz)) = 0+y = y+0AVz (z+y = y+z — sz+y = y+s )
(14)
Wir zeigen, dass dann gilt:
I=Vep=Va(z+y=y+x) (15)
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Wir definieren m := j(y). Fiir jedes n € IN definieren wir:
Pn):n+m=m+n

Aus (14) und der Definition von = folgt, dass gilt:

I=0+y =y+0undfirjedesne Ngiltl 2 Ex+y =y+z —>sr+y =y+sz.
(16)
I=0+y =y + 0istédquivalent zu P(¢).

I"Ex+y=y+x—>sr+y=y+sxistiquivalent zu:
P(n) impliziert P(n|).

(Uberlegen Sie sich das!) Aus (16) folgt daher, dass gilt:
P(e) und  fiirjedes n € N gilt:  P(n) impliziert P(n|).

Mittels 0.(iii) (Indukion) folgt daraus, dass fiir jedes n € IN die Aussage P(n) gilt.
Dass bedeutet, dass (15) gilt. (Uberlegen Sie sich das!) Wir haben gezeigt, dass
gilt:

I= ((p(x/O) AVz(p — gp(x/sx))) — Yy

Da j beliebig ist, folgt daraus, dass gilt:

Nk (tp(x/O) AVz(p — cp(x/sx))) — Vo

Das zeigt N = PAg im Fall v = x und ¢ gegeben durch (13). Ein dhnliches
Argument funktioniert fiir allgemeine v und ¢. Daher gilt N = PAg. Somit haben
wir gezeigt, dass

N PA,

d. h. N ist ein Modell fiir PA.

(j) (Korpertheorie) Seien 0, 1, o, 5 verschiedene Objekte. Wir definieren A := {0, 1,0 }
und die Abbildungen +, - : A> — A durch folgende Tabellen:

+10 1 a B 01 a B
0|0 1 o p 0/(0 0 0 O
11 0 8 « 110 1 o f
ala g 0 1 al0 a [ 1
616 a 1 0 610 B 1 «

Wir definieren die Abbildung M auf %kt = {0,1, +, -}, der Signatur der Korpertheo-
rie, durch:

Zeigen Sie, dass (A, M) ein Modell von KT ist.

Bemerkungen: Fiir jede Zip-Struktur (A, M) gilt M = KT genau dann, wenn das
Tupel (A, oM 1M M -M) ein Korper ist. Das Tupel (A, 0,1,+, ) aus dieser Aufga-
be ist also ein Korper.

Hinweise:
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Zeigen Sie M = KT, in der Reihenfolge ¢« = 9,2,1,3,5,6,7,0,4,8. (i = 0,4,8
sind aufwendig.)
M = KTy = 0 # 1: Sei j eine Variablenbelegung in M. Wir definieren die
Interpretation I := (M, j). Zeigen Sie, dass nicht I(0) = I(1). Folgern Sie daraus,
dassI = —(0 =1).
Bemerkung: M = 0 # 1 ist d4quivalent dazu, dass 0 # 1.
M = KTy = Vz(0 + z = x) (Links-Neutralitit der Null bzgl. Addition): Sei j
eine Variablenbelegung in M. Wir definieren I := (M, j).
— Seia € A. Zeigen Sie, dass I2(0 + z) = I %(x). Verwenden Sie dazu, dass
12(0) = 0M = 0, sowie die 0-Zeile der Additionstabelle.
— Folgern Sie, dass I = Vz(0 + = = ) = KT,.
Bemerkung: M = Vx(0 + x = z) ist dquivalent dazu, dass fiir jedes a € A gilt:
0+ a = a, d. h., 0 ist links-neutral.
M = KT, = Vy(x +y =y+ :L‘) (Kommutativitiat der Addition): Sei j eine
Variablenbelegung in M. Wir definieren I := (M, j). Seien a, b € A. Wir kiirzen
ab: J := (I2)L,
oy
— Zeigen Sie, dass
J(z+y) =J(y+z). (17)
Verwenden Sie dazu Folgendes:
J(y) = b, J(z) = a (Warum?)
Die Additionstabelle ist symmetrisch bzgl. Spiegelung an der (nach rechts un-
ten zeigenden) Diagonale.
— Folgern Sie aus (17), dass (I %)g E(z+y=y+u).
— Folgern Sie daraus, dass I % = Vy(z +y = y + ).
Zeigen Sie M = KT; fiir die iibrigen 7 auf eine analoge Weise mit Hilfe der
Additions- und Multiplikationstabellen.
M & KTy = VaVyVz(z + (y + 2) = (z + y) + 2) (Assoziativitit der Addition):
Seien a,b,c € A.Uma+ (b+ ¢) = (a+ b) + ¢ zu zeigen, kdnnen wir im Prinzip
alle Tripel (a, b, ¢) € A® durchgehen. Davon gibtes 4 - 4 - 4 = 64. Um den Beweis
zu vereinfachen, tun Sie Folgendes: Verwenden Sie, dass Addition kommutativ ist.
Betrachten Sie folgende Fille:
— (Mindestens) eines der drei Elemente a, b, c ist gleich O.
— Keines der drei Elemente ist gleich O: Unterfille:
a=c:
a=b#c
a # b = c: Verwenden Sie den Unterfall a = b # c.
a, b, ¢ sind alle verschieden
M E KTy = VaVyVz(z - (y - 2) = (2 - y) - z) (Assoziativitiit der Multiplikation):
Seien a, b, c € A. Verwenden Sie, dass Multiplikation kommutativ ist. Betrachten
Sie folgende Fille:
— Eines der drei Elemente a, b, c ist gleich 0.
— Eines der drei Elemente ist gleich 1.
— Keines der drei Elemente ist gleich 0 oder 1: Unterfille:
a=c
a=b#c
a # b = c: Verwenden Sie den Unterfall a = b # c.
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Losung: Wir zeigen, dass M := (A, M) die Axiome der Korpertheorie erfiillt:

* M E KTy =0 # 1 (Null ungleich Eins): Sei j eine Variablenbelegung in M. Wir
definieren die Interpretation I := (M, j). Es gilt

1(0) = oM
=0
=1 (gemiss unserer Wahl)
=M

= I(1),

also nicht I(0) = I(1), also nicht I = (0 = 1), alsoI = —(0 = 1) = KTy. Da j
beliebig ist, folgt daraus, dass M = KT.

* M = KTy = Vz(0+ 2 = z) (Links-Neutralitit der Null bzgl. Addition): Sei j eine
Variablenbelegung in M. Wir definieren die Interpretation I := (M, j). Seia € A.
Es gilt

I12(04+2)=12(0)+1%(x)

=0M4aq

=0+a
a (0-Zeile der Additionstabelle)
=12(2),

alsoI 2(0+z) = I %(x). Gemiss der Definition von = folgt daraus, dass I ¢ = 0 + = = x.
Da a beliebig ist, folgt daraus gemaiss der Definition von =, dass I = Vz(0 + = = z) = KT,.
Da j beliebig ist, folgt daraus, dass M = KT,.

* M E KT; = Vavy (x +y=y-+ x) (Kommutativitit der Addition): Sei j eine
Variablenbelegung in M. Wir definieren die Interpretation I := (M, j). Seien
a,be A. Wir kiirzen ab: J := (I %)% Es gilt

J(x+y)=Jx)+ J(y)

—12(x)+)

=a+b

= b+ a (Additionstabelle symmetrisch bzgl. Spiegelung an Diagonale)
=b+1%(x)

= J(y) + J(z)
=J(y + ),

also J(z +y) = J(y + x). Gemiss der Definition von = folgt daraus, dass
(I %)5 = JE (z+y=y+x). Dab beliebig ist, folgt daraus gemiss der Defi-
nition von =, dass I £ = Vy (x +y=y+ x) Da a beliebig ist, folgt daraus gemass
der Definition von k=, dass I = VaVy (:B +y=y+ :1:) = KT;. Da j beliebig ist,
folgt daraus, dass M = KTj.

* M E KT3 = Vady(y + « = 0) (Links-Inverses bzgl. +): Gemiss der Additions-
tabelle ist fiir jedes a € A das Element a ein Links-Inverses von a bzgl. +. Daraus
folgt, dass M = KTj. (Uberlegen Sie sich das!)
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Bemerkung: Kurz gesagt besitzt jedes Element von A ein Links-Inverses bzgl. +,
da im Tabellenkorper® der Additionstabelle in jeder Spalte eine O steht. (Uberlegen
Sie sich das!)

* M = KTy = VaVy(zr -y = y - x) (Kommutativitit der Multiplikation): Das
folgt daraus, dass die Multiplikationstabelle symmetrisch bzgl. Spiegelung an der
Diagonale ist.

* M E KT = Vz(1 - © = z) (Links-Neutralitit von 1 bzgl. Multiplikation): Das
lasst sich an der 1-Zeile der Multiplikationstabelle ablesen.

* M E KT; = Vady(z # 0 — y -z = 1) (Links-Inverses bzgl. -): Gemiss der
Multiplikationstabelle ist 1 -+ 1 = 1 und daher 1 ein Links-Inverses von 1. Da
[+ a =1, ist 8 ein Links-Inverses von «. Da v« § = 1, ist « ein Links-Inverses
von 3. Somit besitzt jedes Element ungleich O ein Links-Inverses. Daraus folgt,
dass M = KT.

Bemerkung: Kurz gesagt besitzt jedes Element von A ungleich O ein Links-
Inverses bzgl. -, da im Tabellenkorper der Multiplikationstabelle in jeder Spalte
eine 1 steht, ausser in der 0-Spalte® (Uberlegen Sie sich das!)

« ME KT, =VavVyVz(z + (y + z) = (z + y) + 2) (Assoziativitit der Addition):
Seien a, b, c Elemente von A.

Fall: (Mindestens) eines der drei Elemente ist gleich 0: Dann gilt a + (b + ¢) =
(a + b) + ¢, da 0 neutral bzgl. + ist. Zum Beispiel gilt ndmlich 0 + (b + ¢) =
b+c=(0+0)+c

Fall: Keines der drei Elemente ist gleich O:

Unterfall: « = c: Da gemiss M = KT; Addition kommutativ ist, gilt a+ (b+a) =
a+ (a+b) = (a+0b)+ a, wie gewiinscht.

Unterfall: a« = b = c¢: Wir konnen die Gleichheit
a+ (a+c)=(a+a)+c (18)

mittels der Additionstabelle fiir jedes Paar a # c iiberpriifen. (Tun Sie das exem-
plarisch fiir a = 1, ¢ = «a.) Es gibt 3 - 2 = 6 solche Paare. Fiir jede der 2 Seiten
von (18) miissen wir 2 Additionen in der Tabelle nachschlagen.

Unterfall: o £ b = c: Es gilt:

a+ (b+b)=(b+b)+a (M = KT;, Kommutativitit der Addition)

(§)b+(b+a)

MEET (44 b) + b,

wie gewlinscht.

>Das ist die Tabelle ohne Kopfzeile, Kopfspalte und die Zelle mit dem Verkniipfungszeichen +.
%Fiir jedes Symbol s in der Kopfzeile (= Zeile ganz oben) meinen wir mit s-Spalte die Spalte der Tabelle, welche
die Kopfzeile in der Zelle mit dem Symbol s schneidet.
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Unterfall: a, b, c sind alle verschieden: Aus der Additionstabelle folgt:
I+ (a+5)=0 a+(f+1)=0 S+ (1+a)=0 (19)

Das Element a + (b+ ¢) ist identisch mit einem dieser drei Elemente. (Falls notig,
vertauschen wir b und c. Das ist wegen M = KT erlaubt.) Ebenso ist das Element
(a+ b) + cidentisch mit einem der drei Elemente in (19), da wir wegen M = KT,
(a+ b) und ¢ vertauschen diirfen. (Falls nétig, vertauschen wir auch a und b.) Dar-
aus folgt, dass a + (b+ ¢) = 0 = (a + b) + ¢, wie gewiinscht.

Die obigen Fille decken alle Moglichkeiten fiir das Tripel (a, b, ¢) ab. Somit haben
wira+ (b+ ¢) = (a+ b) + cin allen Fillen gezeigt. Das beweist M = KT,

M & KT, = VaVyVz(z - (y - 2) = (2 - y) - z) (Assoziativitit der Multiplikation):
Seien a, b, ¢ Elemente von A.

Fall: Eines der drei Elemente ist gleich 0: Es gilta+ (b-¢c) = 0 = (a+b) - ¢, da
0-u = O fiir jedes u € A und wegen M = KT; Multiplikation kommutativ ist.
Zum Beispiel gilt ndmlich 0« (b:¢c)=0=0:c=(0-b) - c.

Fall: Eines der drei Elemente ist gleich 1: Es gilt a+ (b+¢) = (a+b)-c,dal
neutral bzgl. - ist und Multiplikation kommutativ ist. Zum Beispiel gilt ndmlich
1:(bec)=b-c=(1-b)-c

Fall: Keines der drei Elemente ist gleich O oder 1:

Unterfall: « = ¢: Da wegen M = KT5 Multiplikation kommutativ ist, gilt
a+(bea)=a-(a+b)=(a+b)-a,
wie gewiinscht.
Unterfall: « = b # c: Wir konnen die Gleichheit
a+(a-c)=(a-a)-c (20)

mittels der Multiplikationstabelle fiir jedes Paar a # c iiberpriifen. (Tun Sie das
exemplarisch fiir a = «, ¢ = (3.) Es gibt 2 solche Paare, namlich («, ) und (5, ).
Fiir jede der 2 Seiten von (20) miissen wir 2 Multiplikationen in der Tabelle nach-
schlagen.

Unterfall: a # b = c: Es gilt:

a+(b+b)=(b+b)-a (M = KT;, Kommutativitit der Addition)
(20)

=b-(b-a)

YT (@),

wie gewiinscht.
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Die obigen Fille decken alle Moglichkeiten fiir das Tripel (a, b, ¢) ab. Somit haben
wira -« (b+c) = (a+b) - cin allen Fillen gezeigt. Das beweist M = KT,.

Bemerkung: Im Fall, dass keines der drei Elemente gleich O ist, ist der obige
Beweis von I = KT, analog zum Beweis von I = GTj in der Losung zur Aufgabe
4.a. Das neutrale Element 1 spielt dabei die Rolle des neutralen Elementes e. Die
Multiplikation - spielt die Rolle der Verkniipfung o.

« M = KTg = VaVyVz(z - (y + 2) = (z - y) + (z - z)) (Multiplikation ist links-
distributiv tiber Addition): Seien a, b, c € A.
Fall: ¢ = 0: Gemiss der Additions- und Multiplikationstabelle gilt:
0-(b+¢)=0=0+0=0:b6+0-c
Fall: ¢« = 1: Gemaiss der Additions- und Multiplikationstabelle gilt:
1-(b+c)=b+c=1-b+1-c
Fall: b = 0: Gemiss der Additions- und Multiplikationstabelle gilt:
a*(0+c)=a-c=0+a-c=a+0+a-c
Fall: b = c: Gemiss der Additions- und Multiplikationstabelle gilt:
a+(b+b)=a:0=0=u+u, u:=a-b
Fall: « = « oder :
Unterfall (*): (b = 1 und ¢ = « oder /3) oder (b, ¢) = (a, §):
Wir kdnnen die Gleichheit
a+(b+c)=a-b+a-c (21)
fiir jedes solche Tripel (a, b, ¢) mittels der Additions- und Multiplikationstabelle

tiberpriifen. (Tun Sie das exemplarisch fiir (a, b, c) = (a, 1, @)!)

Unterfall: (b = « oder 5 und ¢ = 1) oder (b, c) = (5, @):
Die Gleichheit (21) folgt aus dem Unterfall (*) und Kommutativitit der Addition,
indem wir b und ¢ vertauschen.

Die obigen Fille decken alle Moglichkeiten fiir das Tripel (a, b, ¢) ab. Somit haben
wir die Gleichheit (21) in allen Fillen gezeigt. Das beweist M = KTs.

Somit haben wir M = KT gezeigt, d. h., (A, M) ist ein Modell der Korpertheorie KT.

5. (Existenz Rechts-Inversen impliziert nicht Existenz eines Links-Inversen.) Wir betrach-
ten die Signatur %5t := {e, o} und die Axiome:

GTy = VaVyVz(zo(yoz) = (zoy)oz)
GT, = Vz(eox =1x)
o: = Vady(zxoy =e)
(GTpund GT; sind Axiome der Gruppentheorie.) Wir definieren die Theorie T := {GT,, GTy, o}.

Bemerkungen:
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* Intuitiv besagt o, dass jedes Objekt x ein Rechtsinverses besitzt.

* Esgilto # GT, = Vady(yox = e). Intuitiv besagt das Axiom GT,, dass jedes Objekt
x ein Linksinverses besitzt.

Seien e und o zwei Objekte. Wir definieren A := {e, a} und die Funktion o : A> — A durch
aob:=o(a,b) =0, fiir alle a, b € A.

Wir definieren die Abbildung M auf Z5t durch
eMi=Mf(e) :=e, oM := M(o) :=o.

Das Paar M := (A, M) ist eine -Zg7-Struktur.

(a) ZeigenSie: M =T

(b) Zeigen Sie: M H GT,

Bemerkungen:

* Fiir jedes Modell G der Gruppentheorie GT gilt, dass G = o. (Das folgt daraus, dass
G eine Gruppe ist und darum in G jedes Linksinverse ein Rechtsinverses ist.) Aus dem
Godelschen Vollstindigkeitssatz folgt daher, dass GT +— o und daher

GT T,

d. h., die Gruppentheorie beweist T.

* Gemiiss (a,b) ist M ein Modell von T, aber kein Modell von GT,. Aus der Kontraposi-
tion des Korrektheitssatzes folgt daher, dass T 14 GT, und daher

T GT,

d. h., die Theorie T beweist die Gruppentheorie. (Wir werden den Korrektheitssatz
nichste Woche in der Vorlesung behandeln.)

e Falls wir in T das Axiom GT; durch das Axiom e ist (links- und rechts-)neutral er-
setzen, dann beweist die abgeidnderte Theorie die Gruppentheorie. Genauer gesagt be-
trachten wir das Axiom

T:EVx(eoxzx/\xoe:x).

Es gilt: R
T:= {GTO,T,J} = GT

Fiir jedes Modell M von T gilt nimlich M = {GT;,GT,} und daher M = GT.
(Uberlegen Sie sich das!) Aus dem Godelschen Vollstindigkeitssatz folgt daher, dass
T+ GT, wie behauptet.

Losung:
(a) - (GTy, Assoziativitit) Fiir alle a, b, c € {e, a} gilt:
ao(boc)=(boc)=c=(aob)oc

Daraus folgt M = GT,. (Warum?)
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(GT,, linke Neutralitit) Da eo e = e und e o o = «, ist e linksneutral. Daraus
folgt, dass M = GT;. (Warum?)

(0, Rechtsinverses) Da e o e = e, besitzt e ein Rechtsinverses. Daco e = e,
besitzt a ein Rechtsinverses. Daraus folgt, dass M = o. (Warum?)
Das zeigt, dass M = T.

(b) Daeoa = aund aoa = «, besitzt a kein Linksinverses. Daraus folgt, dass M & GT,
und daher, dass M  GT. (Warum?)
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