D-MATH Grundstrukturen FS 2024
Dr. Fabian Ziltener

Musterlosung Serie 7

Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (*) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufgaben zu
16sen.

0. (Mengen, Element, Teilmenge, Mengenoperationen) Seien n € w und zg, ..., x,_; Men-
gen. Wir schreiben
{x07 s 7$n—1}
fiir die Menge, die genau die Elemente x, . . . , z,,_; enthilt. Wir definieren

0:=, 1:= {0}, 2:={0,1}, 3:={0,1,2},
(a) (zeichnen) Zeichnen Sie die Menge
S:={{z,peR’|z=>20rz<yry<1}.

(Wir werden die Menge R der reellen Zahlen in der ndchsten Woche definieren.)

(b) (+) (Element, Teilmenge) Welche der folgenden Aussagen' sind wahr??> Warum?

. Jey
i. @e{w)
iii. &< {J}
iv. {1}€3
v. {1}<3
vio 2<{1,2}

(¢) (Anzahl Elemente) Sei S eine endliche Menge. Wir definieren die Anzahl Elemente
von S als die eindeutige natiirliche Zahl |S| = n € w, sodass es eine Bijektion zwischen
S und n gibt. (Dass n eindeutig ist, folgt mittels Induktion. Siehe 2.c.)

Welche Anzahl Elemente besitzen die folgenden Mengen?
1. die leere Menge
i. (@)
iii. {0, 1,0}
iv. {(-1)"|neZ}:={meZ|InecZ(m=(-1)")}
(d) (Losungsmenge) Was ist die Losungsmenge der Gleichung x — 1 = 0 tiber der Menge
w der natiirlichen Zahlen?

"Wir wechseln hier zur in der Mathematik iiblichen Sichtweise, dass ein Satz, d. h. eine geschlossene Formel,

eine Aussage ist. Das ist nicht wortlich der Fall. Strikt genommen wird ein Satz erst durch eine Interpretation zu einer
Aussage.

?Damit meinen wir, dass die Formel in jedem Modell der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre wahr ist.
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e) (u,l,n,\, ) Bestimmen Sie die Vereinigung X U Y, den Durchschnitt X nY, die
Differenz X'\ Y und die symmetrische Differenz X AY fiir die Mengen

X :={0, 1}, Y = {1,2}.

Bestimmen Sie die Vereinigung

2
(f) (=) (kartesisches Produkt)

i. Bestimmen Sie das kartesische Produkt {0, 1} x {2, 3}.

ii. Sei A eine Menge und n € w. Wir definieren die n-te kartesische Potenz von A als
die Menge
At ="A = {Funktion fin— A}

Bestimmen Sie die kartesische Potenz {2, 3}2.
(g) (Potenzmenge)

i. (=) Bestimmen Sie die Potenzmenge
P(2) :=P2.
ii. Zeigen Sie, dass in ZF eine eindeutige Menge A existiert, sodass
Vx(a:eA<—>Vn(nex—>new)>.
Hinweis: Wie heisst diese Menge A?
Losung:

(a) (zeichnen)

(0,0)

(b) (Element, Teilmenge)
1. ¢ e . falsch. Grund: Die rechte Seite ist die leere Menge und enthilt darum kein
Element.
ii. e {}: wahr. Grund: Die Menge {(J} enthilt das Element ¢§ gemiss der Defi-
nition von {x} := {z, z}. (Siehe die Vorlesung.)
ili. ¢ < {}: wahr. Grund: Jedes Element = von (¥ ist ein Element der rechten Seite,
da es kein solches x gibt.



iv. {1} € 3: falsch. Grund: Die Menge 3 besteht aus den Elementen 0, 1, 2, die sich
alle von {1} unterscheiden. (Uberpriifen Sie das!)

v. {1} < 3: wahr. Grund: Das einzige Element von {1} ist 1. Dieses Element ist in
3 = {0, 1, 2} enthalten.

vi. 2 < {1,2}: falsch. Grund: Das Element 0 von 2 = {0, 1} ist nicht in {1, 2} enthal-

ten.
(¢) (Anzahl Elemente)
i [@l=0
i. (o} =1

iii. [{0,1,0}| =2
- =) nez}) = {-1,1}| =2
(d) (Losungsmenge)

i

<

Losungsmenge von z — 1 = 0 iiber w = {rew|z-1=0}={1}

Bemerkung: Das ist nicht diesselbe Menge wie 1 = {0}.

(e)
XuY ={0,1,2}
XnY ={1}
X\Y = {0}

XAY = (X\Y)u (Y\X) = {0,2}
2=} =00v1=1={0}
(f) (kartesisches Produkt)
i {0,1) x {2,3) = {<o, 2>,<0,3>,<1,2>,<1,3>}
i (2,32 = {02,012}, {0.2,,3)}, {03, (1,2}, {(0,3).(1,3)}}

Bemerkung: Fiir jedes n € IN und Mengen ay, . . ., a,_; definieren wir das aus
ag, - - . , Gy _1 bestehende n-Tupel als

(ao, e ,Cln—1) = {<O, agy,...,{n—1, an_1>}.
Das ist die eindeutige Funktion a mit Definitionsbereich n = {O, AN 1}, die

fiir jedes i € n die Bedingung a(i) = q; erfiillt. Im Fall n = 2 konnen wir das
2-Tupel (ap, @) kanonisch mit dem geordneten Paar {ay, a; ) identifizieren.
Mittels dieser Notation konnen wir die Menge {2, 3}? wie folgt einfacher darstel-
len:

2,31 = {(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}
(g) (Potenzmenge)

' P(2=1{0,1}) == {&, {1}, {0}, {0, 1} = 2}.

ii. Erinnerung: Das Potenzmengenaxiom besagt:

VASPRE VxEIsz(y €Ez o yc ZL’)
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1.

Mit z := w folgt daraus, dass es eine Menge A = =z gibt, sodass
Vy(yeAHygw).

Die Bedingung y < w bedeutet, dass Vn (n eEy—ne w). Die Menge A hat daher
die gewiinschte Eigenschaft.

Bemerkung: Aus dem Extensionalititsaxiom ZF; folgt, dass A eindeutig ist. A
heisst die Potenzmenge von w. Wir schreiben dafiir P(w).

(Satz von Cantor) Sei A eine Menge. Zeigen Sie, dass es keine surjektive Abbildung g :
A — 42 gibt.

Bemerkung: Das ist eine Variante des Satzes von Cantor, den wir in der Vorlesung behandelt
haben.

Hinweis: zweites Cantorsches Diagonalverfahren. Wir haben eine Variante dieses Verfah-
rens im Beweis des Satzes von Cantor verwendet.

Losung: Sei g : A — 42 eine Funktion.
Behauptung: g ist nicht surjektiv.

Beweis: Wir definieren

fiA—>2={0,1},  fla):= { (1): iiﬁizﬁjiﬁii _ ?f

Sei a € A. Gemiiss Definition von f gilt g(a)(a) # f(a). Daher gilt g(a) # f. Da a beliebig
ist, folgt daraus, dass f nicht im Bild von g liegt. Daher ist g nicht surjektiv. Das beweist die
Behauptung und damit die Variante des Satzes von Cantor.

Bemerkung: In diesem Beweis haben wir das zweite Cantorsche Diagonalverfahren ange-
wendet. Im Fall A = w konnen wir dieses wie folgt visualisieren. Sei g : w — “2 eine
Funktion und n € w. Wir fassen die Funktion g, := g(n) : w — 2 = {0, 1} als eine Fol-
ge auf und schreiben sie als eine unendliche Liste, also g, = ¢%¢! ... . (Wir lassen hier
Hilfszeichen wie Klammern und Kommas weg.) Die Funktion g entspricht der folgenden
Tabelle:

0T 00 0 0
1 o 0 7 Beispiel: 110 10
L 211 0 1

Wir ersetzen in dieser Tabelle den diagonalen Eintrag g durch die jeweils andere Zahl in
{0, 1}. Im Beispiel erhalten wir also:

nilg

3

o O

01
110
21

- O O O

Wir definieren f € “2 als die Funktion, die der roten Diagonale in dieser Tabelle entspricht.
Diese Funktion ist nicht gleich g(n) = g, fiir irgendein n € w, da sich f von g,, an der n-ten
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Stelle unterscheidet. Daher liegt f nicht im Bild von g. Das erklért den Beweis der Variante

des Satzes von Cantor anschaulich. Es erkldrt auch den Namen Cantorsches Diagonalver-
fahren.

(Menge w der natiirlichen Zahlen: Wohldefiniertheit, kleinste induktive Menge; Induk-
tionsprinzip in ZF) Erinnerung: Wir definieren das Nachfolgersymbol als das einstellige
Funktionssymbol s durch den Satz

Va(sz =z U {z}).
Wir definieren das unire Relationssymbol ind durch den Satz
Vz(indz < Vy € z(sy € x)).
Wir nennen eine Menge x induktiv, falls ind x gilt.

(a) () (w ist wohldefiniert) Seien / und [’ induktive Mengen, die J enthalten. Wir defi-
nieren
Sp={XeP()|FeX nindX}.

Zeigen Sie, dass in ZF gilt:
()S:=[)sr (1)
Relevanz: Wir definieren die Menge der natiirlichen Zahlen als

we={Sr, (2)

wobei [ eine beliebige induktive Menge ist, die ¢ enthilt. Wegen (1) hingt die rech-
te Seite von (2) nicht von der Wahl von [ ab. Gemiss dem Unendlichkeitsaxiom gibt
es ein / wie oben. Daher ist die Menge w wohldefiniert. (In der Vorlesung haben wir
mittels des Potenzmengen-, Aussonderungs-, Vereinigungs- und Extensionalitdtsaxiom
gezeigt, dass die rechte Seite von (2) iiberhaupt sinnvoll ist.)

Losung: Wir brauchen Folgendes:

Bemerkung: Seien S, S Mengen, sodass S nichtleer ist und fiir jedes X € S ein
X' e 5 existiert, sodass X 2 X’. Dann gilt

s=2()s
(Uberlegen Sie sich das!)
Sei jetzt X € S;. Wir definieren
X' =XnT. (3)

Es gilt X' € P(I').Da @ € X und & € I, gilt & € X'. Da X und [’ induktiv sind, ist
X’ induktiv. Es folgt, dass X' € S;.. Gemiss (3) gilt X 2 X".

Es gibt also fiir jedes X € S; ein X' € Sy, sodass X 2 X'. Die Menge S; ist nicht
leer, da sie I enthilt. Mittels der Bemerkung folgt, dass

ﬂS} =2 ﬂSp.

Indem wir die Rollen von [ und [’ vertauschen, erhalten wir auch die umgekehrte
Inklusion “<”. Mittels des Extensionalititsaxioms ZF; folgt daraus die Gleichheit (1).

5



(b) (kleinste induktive Menge, die ¢ enthiilt)

i. Zeigen Sie, dass w die leere Menge enthélt und induktiv ist.
ii. Zeigen Sie, dass w die kleinste solche Menge ist. Das heisst, dass w eine Teilmenge
jeder induktiven Menge ist, welche die leere Menge enthiilt.
Losung: Wir wihlen eine induktive Menge /, die ¢ enthilt.
i. Firjedes X € S; gilt & € X.Da S; # &, folgt daraus, dass 5 € (] .S; = w. Ein
analoges Argument zeigt, dass w induktiv ist. (Uberpriifen Sie das!)

ii. Sei A eine induktive Menge, die ¢ enthilt. Dann gilt X := A n [ € S; und daher
W = ﬂ St € A.

(¢) (*) (Induktionsprinzip von ZF) Das Induktionsprinzip der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre

besagt:
VX(ngA@eX/\indXesz) 4)

In Worten: Jede nichtleere induktive Teilmenge der natiirlichen Zahlen ist gleich der
Menge der natiirlichen Zahlen.

Zeigen Sie, dass dieses Induktionsprinzip gilt.

Bemerkung: Das entspricht dem gewohnlichen Induktionsprinzip, das Sie aus der
Schule kennen. Um das einzusehen, sei n € w. Wir schreiben n + 1 := sn. Sei P(n)
eine von n € w abhingige Aussage, sodass P(0) gilt und fiir jedes n € w aus P(n) die
Aussage P(n + 1) folgt. Dann gilt fiir jedes n € w die Aussage P(n). Das folgt aus (4),
indem wir die folgende Menge betrachten:

X :={new|P(n)}

Losung: Wir wihlen eine induktive Menge I, die J enthilt. Sei X < w eine induktive
Menge, die ¢ enthilt. Es gilt:

ngzﬂSIgI (dalesS).

Daraus folgt, dass X € P(I) und daher X € S;. Es folgt, dass w = [ S; = X. Wegen
X < w und des Extensionalititsaxioms ZF; folgt daraus, dass X = w. Das beweist (4).

(natiirliche Zahlen und w sind Ordinalzahlen) Wir definieren den Begriff einer Ordinal-
zahl wie folgt. Sei A eine Menge und R eine binidre Relation auf A.

Definition 1 (lineare Ordnung, Wohlordnung, Ordinalzahl) e (Trichotomie) Wir sa-
gen, dass R Trichotomie erfiillt g. d. w. fiir alle x,y € A gilt:

entweder xRy oder x = y oder yRx (5)

(ausschliessendes Oder)

* (lineare Ordnung) R heisst (strikte) lineare Ordnung (auf A) g. d. w. R transitiv ist und
Trichotomie erfiillt.

* (minimales Element) Sei R eine lineare Ordnung auf A und S < A. Ein Element x € S
heisst (R-)minimal g. d. w. fiir jedes y € S\{x} gilt zRy.
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* (Wohlordnung) R heisst Wohlordnung (auf A) g. d. w. R eine lineare Ordnung ist
und jede nichtleere Teilmenge S = A ein R-minimales Element besitzt. In diesem Fall
nennen wir A R-wohlgeordnet.

* (Ordinalzahl) Wir schreiben
ea={(z,ype Ax A‘xey},

Die Menge A heisst Ordinalzahl g. d. w. sie € y-wohlgeordnet ist.

Motivation: Der Begriff einer Ordinalzahl prizisiert und verallgemeinert die intuitive Idee
der Position in einer Liste. Ein zentraler Aspekt ist hierbei, dass wir je zwei Positionen
miteinander vergleichen konnen. Die Positionen sind also linear geordnet.

Jede natiirliche Zahl n ist eine Ordinalzahl. (Siehe 3.b.) Sie entspricht der intuitiven Idee
der n-ten Position. Wir identifizieren also n = 0,1, 2, ... mit den Wortern “nullter, erster,
zweiter, ...”.3 Die Menge w der natiirlichen Zahlen ist ebenfalls eine Ordinalzahl. (Siehe
3.a.) Sie ist grosser (beziiglich der linearen Ordnung €) als jede natiirliche Zahl. Es gibt viele
noch grossere Ordinalzahlen, zum Beispiel

w+li=s(w)=wuiw}, w+2:=s(Ww)), ..., w+

w w -
— 42 3 w wY
e, Wew =W, L., wo, e, w, L, WY =w

2, ..., w-3,
(

w*)
Y

Fiir die Definition dieser Ordinalzahlen siche S. 166 in:

L. Halbeisen und R. Krapf, Godel’s theorems and Zermelo’s axioms—a firm foundation of
mathematics, Birkhduser/Springer, Cham, 2020.

Fiir w 4+ w siehe auch 6. Zur Illustration siehe Abbildung 1.
(a) Zeigen Sie, dass die Menge w der natiirlichen Zahlen eine Ordinalzahl ist.

Hinweise:

1. Transitivitit von €,,: Verwenden Sie Induktion, d. h. 2.c.
ii. Trichotomie fiir €,,: Wir schreiben

YI=meEnvm=nvnem.
Beweis von Vm, n € w p: Wir definieren:
Sy = {mew‘gp} (fiir n € w) (6)

Zeigen Sie wie folgt mittels Induktion, dass fiir jedes n € w gilt S,, = w:
* Zeigen Sie mittels Induktion, dass Sy = w.

o Hilfssatz 2 Fiir alle n € w und m € n gilt n € m.
Beweis des Hilfssatzes: Wir betrachten die Menge

A:={new|Vmen(nEtm)}

Zeigen Sie mittels Induktion, dass A = w.

3Wir fangen hier bei 0 mit Zzhlen an.






1il.

Wir nehmen an, dass 5, = w. Zeigen Sie mittels Induktion, dass S;,, = w.
Induktionsschritt: Sei m € Sg,,. Wir zeigen, dass

Sm € Sqp,.

Fallmesn =nu {n}:

Unterfall: m € n: Dann gilt

ne¢sm.
Das folgt aus Transitivitdt von &, (siehe 3.a) und Hilfssatz 2. Wegen unserer
Annahme S,, = w giltsm € §,,. Mittels (6) folgt, dass n = s m oder sm € n.

Trichotomie fiir €,,: Beweis, dass fiir alle m,n € w hochstens eine der Aussagen
men, m =n,n e m gilt: Verwenden Sie 3.(a)i und Hilfssatz 2.

iv. €, ist Wohlordnung: Zeigen Sie mittels Induktion, dass jede nichtleere Teilmenge
einer natiirlichen Zahl ein e-kleinstes Element besizt.
Sei jetzt S < w nichtleer. Wir wihlen ein n € S. Betrachten Sie S' N sn.

Losung:

i.

ii.

Transitivitiit von €,,: Wir betrachten die Formel
¢ :=Vmen(mcn)

Hilfssatz 3 Es gilt:
Vnewep

Aus diesem Hilfssatz folgt, dass €, transitiv ist. (Uberpriifen Sie das!)
Beweis des Hilfssatzes 3: Wir zeigen das mit Induktion.
Induktionsverankerung: o(n = 0 = ¥) gilt.

Induktionsschritt: Sei n € w so, dass ¢(n) gilt. Sei m € sn.

Fall m € n: Wegen ¢(n) giltdannm € n € n u {n} = sn.

Fall m = n: Dann giltm = n < sn.

Die die beiden Fille alle Moglichkeiten abdecken, gilt immer m < sn. Daher gilt
(s n). Das zeigt den Induktionsschritt.

Mittels Induktion folgt, dass fiir jedes n € w ¢(n) gilt. Das beweist Hilfssatz 3. []

Trichotomie fiir €,: Wir schreiben
PI=EMENVM=NVNEM.

Behauptung:
Vm,newe (7)

Beweis der Behauptung: Wir definieren:

Sy, = {mew‘gp} (fiir n € w) (8)
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Wir zeigen mittels Induktion, dass

Vnew(S, =w) )

Induktionsverankerung n = 0: Wir zeigen mittels Induktion, dass S, = w,
d. h.
Vm € w(m € Sp). (10)

Induktionsverankerung: Es gilt o(m = 0,n = 0) und darum m = 0 € S,

Induktionsschritt: Sei m € Sy. Es gilt m ¢ ¢ = 0. Dam € S, gilt p(m,0)
und daher m = 0 oder 0 € m. In beiden Fillen gilt 0 € sm und daher
p(sm,0), also sm € Sy. Das beweist den Induktionsschritt.

Mittels 2.c (Induktion) folgt (10), d. h.
So = W.

Das zeigt die Induktionsverankerung n = 0 im Beweis von (9).
Induktionsschritt n — sn im Beweis von (9): Wir benotigen das Folgende.
Hilfssatz 4 Fiir alle n € w und m € n gilt n & m.

Beweis des Hilfssatzes 4: Wir betrachten die Menge
A:={new|Vmen(ntm)}.
Wir zeigen mittels Induktion, dass A = w.

Induktionsverankerung: Es gilt 0 = ¢J € A. (Warum?)

Induktionsschritt: Sei n € A. Sei
mesn.

Fall m € n: Dann gilt gemiss Induktionsannahme n € A, dass n & m und
daher
sn=mnu{n}Em.

Fall m = n: Dan € A, giltdann, dass m ¢ n, also {n = m} &€ n = m. Daraus
folgt, dass
sn=nu{n}<Em.

Da die beiden Fille alle Moglichkeiten abdecken, gilt also immer sn &£ m.
Daraus folgt, dass sn € A. Das beweist den Induktionsschritt.

Mittels Induktion folgt, dass A = w. Die Aussage des Hilfssatzes 4 folgt. []

Korollar §  Fiir alle m,n € w gilt

men—né¢m, (1T)
me¢m (12)
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Beweis des Korollars 5: (11): Wir nehmen an, dass m € n. Aus 3.(a)i (Transi-
tivitdt von €,,) folgt, dass m < n. Mittels Hilfssatz 4 folgt daraus, dass n ¢ m.
Das beweist (11).

(12) folgt aus m < m und Hilfssatz 4. Das beweist Korollar 5. []

Induktionsschritt n — sn im Beweis von (9): Sei n € w so, dass
S, = w.
Wir zeigen mittels Induktion, dass Ss,, = w, d. h.
Vm € wp(m,sn). (13)

Induktionsverankerung m = 0: Gemaiss unserer Induktionsannahme S,, =
wgiltm = 0 € S, also ¢(0,n).

Fall n = 0: Dann gilt 0 € sn, also ¢(0,sn) und daher 0 € S,,.

Fall n # 0: Dann gilt n ¢ 0. Wegen ¢(0,n) gilt daher 0 € n < sn, also
©(0,sn) und daher 0 € S;,,.

In jedem Fall gilt also 0 € S;,,. Das zeigt die Induktionsverankerung m = 0.

Induktionsschritt: Sei
m € Sgp.

Wir zeigen, dass
SM € Sen. (14)

Fallmesn =nu {n}:

Unterfall m € n: Aus Korollar 5 folgt dann, dass
ne¢sm. (15)

Da S, = w, gilt sm € S, d. h. p(sm,n). Wegen (15) folgt daraus, dass
sm € n oder sm = n, also sm € sn. Daher gilt ¢(sm,sn) und daher (14).

Unterfall: m = n: Dann gilt sm = sn, daher ¢(s m,sn) und darum (14).

Da die beiden Unterfille alle Moglichkeiten abdecken, gilt also im Fall m €
sn immer (14).

Fall m = sn: Dann gilt sn € m u {m} = sm, daher p(sm,sn) und darum
(14).

Fall sn € m: Dann gilt sn € sm, daher p(sm,sn) und darum (14).
Wegen unserer Induktionsannahme m € Sg,, decken die drei obigen Fille alle

Moglichkeiten ab. Bedingung (14) gilt also immer. Das zeigt den Induktions-
schritt.
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Mittels Induktion folgt (13). Das beweist den Induktionsschritt n — n + 1 im
Beweis von (9). Mittels Induktion folgt, dass (9), d. h. (7).

iii. Trichotomie fiir €,: Aus Korollar 5 folgt, dass fiir alle m,n € w hochstens eine
der Aussagen m € n, m = n,n € m gilt.

iv. €, ist Wohlordnung: Wir betrachten die Formel
o(n) = VA(A cnAA# g —Ime AV e A\{m}(m e 6))

Lemma 6 Es gilt

Vnp(n).
Beweis des Lemmas 6: Induktionsverankerung: Fiir n = 0 ist fiir jedes A die
Bedingung A € n A A # & nicht erfiillt. Daher gilt ¢(n = 0).

Induktionsschritt: Sei n € w so, dass ¢(n) gilt. Sei A” < sn eine nichtleere
Teilmenge. Wir definieren
A=A nn.

Fall: A # ¥: Gemiss Induktionsannahme ¢(n) gibt es dann ein m € A, sodass
Vvl e A\{m}(m € (). Es gilt

Ve e AN{m}(m e ). (16)
(Uberpriifen Sie das!)

Fall: A = ¢g:Da A=A nnund A’ < sn = n u {n} nicht leer ist, gilt dann
m:=ne A . DaA=,gilt A\{m} = . Die Bedingung (16) ist daher erfiillt.

Da die beiden Fille alle Moglichkeiten abdecken, gilt (16) also immer. Also ist
©(sn) erfiillt. Das zeigt den Induktionsschritt.

Mittels Induktion folgt, dass Vn € w ¢(n) gilt. Das beweist Lemma 6. []

Sei jetzt S < w nichtleer. Wir wihlen ein n € S. Gemiss Lemma 6 besitzt
A := S n sn ein e-kleinstes Element m. Sei ¢ € S\{m}.

Fall ¢ € sn: Dann gilt / € A und daher m € /.

Fallsn = (: Dann giltme A < sn = {, alsom € /.

Fall sn € /: Wegen m € sn und Transitivitit (3.(a)i) gilt dann m € /.

Wegen (7) (Trichotomie) decken die drei Fille alle Moglichkeiten ab. Daher gilt

immer m € ¢. Die Menge S besitzt daher ein €g-kleinstes Element. Die Relation
€, ist daher eine Wohlordnung. Die Menge w ist daher eine Ordinalzahl.

(b) (matiirliche Zahl ist Ordinalzahl) Zeigen Sie, dass jede natiirliche Zahl eine Ordinal-
zahl ist.

Hinweis: Verwenden Sie 3.a.
Losung:
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* Transitivitiat: Wir benotigen den folgenden Hilfssatz.

Hilfssatz 7 Es gilt:
Vn e w(n € w)

Beweis des Hilfssatzes 7: Wir definieren
X = {new’ngw}.

Wir zeigen mittels Induktion, dass

Es gilt
X Cw, ge X. (17)

Behauptung: X ist induktiv.

Beweis der Behauptung: Sei n € X. Gemiss Definition von X gilt dann n € w
und n € w, alsosn = n U {n} < wund darum sn € X. Daher ist X induktiv. Das
beweist die Behauptung.

Aus (17) und der Behauptung folgt mittels 2.c (Induktion), dass X = w. Die Aus-
sage des Hilfssatzes 7 folgt. []

Sei n € w. Seien x,y, z € n, sodass r € y und y € z. Aus Hilfssatz 7 folgt, dass
x,y, 2 € w. Gemdss 3.a ist €, transitiv. Es folgt, dass x € z. Daher ist €, transitiv.

* Trichotomie: Sei n € w. Seien ¢, m € n. Aus Hilfssatz 7 folgt, dass ¢/, m € w.
Gemiss 3.a ist w eine Ordinalzahl. Daher erfiillt es Trichotomie. Es folgt, dass das
Tripel (R, z,y) := (€, ¢, m) die Bedingung (5) erfiillt. Da ¢, m beliebig sind, folgt
daraus, dass n Trichotomie erfiillt.

*  Wohlordnung: Diese Bedingung ist gemiss Lemma 6 erfiillt.

Es folgt, dass jede natiirliche Zahl eine Ordinalzahl ist.

4. (Endlichkeit, Abzihlbarkeit) Erinnerung: Wir nennen eine Menge A abzdhlbar g.d. w. es
eine injektive Abbildung f : A — w gibt. Zeigen Sie, dass in ZF gilt:

(a) (*) Jede endliche Menge ist abzihlbar.

Losung: Sei A eine endliche Menge. Gemaiss Definition gibt es ein n € w und eine
Bijektion ¢ : n — A. Gemass Hilfssatz 7 ist n eine Teilmenge von w. Wir definieren
¢ : n — w als die Inklusionsabbildung und

fi=10p ' A—w.

Diese Abbildung ist injektiv. Es folgt, dass A abzéhlbar ist.

(b) Eine nichtleere Menge A ist genau dann abzéhlbar, wenn es eine surjektive Abbildung
g:w — Agibt.
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Hinweis fiir die Implikation “<—”: Sei ¢ : w — A surjektiv. Definieren Sie eine
Abbildung f : A — w so, dass fiir jedes a € A gilt:

fla)eg~H(a) = {new|g(n) = a}.

Verwenden Sie dazu 3.a.

Bemerkung: Wir konnen nicht einfach sagen, dass wir fiir jedes a € A einn € g7'(a)
wihlen und f(a) als dieses n definieren. Um das Wort weihlen hier zu formalisieren,
brauchen wir nimlich das Auswahlaxiom. (Dieses wird spéter in der Vorlesung behan-
delt.)

Losung: Implikation “—”: Sei A eine nichtleere abzihlbare Menge. Wir wihlen eine

injektive Abbildung f : A — w und ein Element a € A. Wir definieren die Abbildung
~1(n), fallsne f[A],

sty = { £ flA

w— A
g ’ a, sonst.

b

Diese Abbildung ist surjektiv. (Warum?) Das zeigt “—”.

(13

<. Sei A eine Menge, fiir welche eine surjektive Abbildung g : w — A existiert. Wir
wihlen ein solches g. Sei a € A. Da g surjektiv ist, ist das Urbild

g Ha) = {n Ew ‘ g(n) = a}

nicht leer. Gemiiss 3.a ist w wohlgeordnet ist. Daher besitzt ¢~!(a) ein eindeutiges
kleinstes Element. (Warum ist es eindeutig?) Wir definieren

f:A—>w, f(a) :=n,

wobei n das kleinste Element von g~ !(a) ist. Diese Abbildung ist injektiv. (Warum?)
Es folgt, dass A abzéhlbar ist. Das zeigt “<”.

(iterativ definierte Menge, Ersetzungsschema) Seien [ ein einstelliges Funktionssymbol
und v eine Variable. Das Ziel dieser Aufgabe ist es zu zeigen, dass in ZF die Menge

B = {v, f(v), f(f(v)),...}

existiert. Das bedeutet, dass es eine kleinste Menge B gibt, die v enthilt und unter f abge-
schlossen ist, d. h. fiir jedes u € B auch f(u) enthdlt. Damit meinen wir formal:

VvﬂB(veB/\VueB(fueB)/\VC’(UECAVueC(fueC)HBgCD (18)

Zeigen Sie diese Aussage.

Hinweise: Wir definieren:

a(n,g) =3Y (g < (sn) xY) (19)
B(n,g) :=VYm e nVu((m,u) € g — (sm, fu) € g) (20)

v(g) := VmYuYw ({m,uy € g A {m,wy € g —> u =w) (21)
0(n,g) = a(n,g)  B(n,g) Av(g) A 0,v)€g (22)

Seien n € w und g so, dass d(n, g) gilt. Sei Y wie in «(n, g).
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Bemerkungen 8 ¢ ist eine Funktion von sn nach Y. Begriindung:

(Relation zwischen s n und Y') Wegen «(n, g) ist g eine Relation zwischen den Mengen
snund Y, d. h. eine Teilmenge von (sn) x Y.

Seien X, Y Mengen und R eine Relation zwischen X und Y.

(g ist linkstotal) Wir nennen R linkstotal g. d. w. es fiir jedes x € X (mindestens) ein
y € Y gibt, sodass (x,y) € R. Aus {0,v) € g und (n, g) folgt mittels Induktion, dass
g linkstotal ist.

(g ist rechtseindeutig) Wir nennen R rechtseindeutig g. d. w. es fiir jedes x € X
hochstens ein y € Y gibt, sodass (x,y) € R. Wegen 7(g) ist g rechtseindeutig.

(g ist eine Funktion) Eine Funktion von X nach Y ist eine Relation zwischen X und
Y, die linkstotal und rechtseindeutig ist. Gemiss den vorherigen Bemerkungen ist g
also eine Funktion von sn nach Y. Diese Funktion entspricht der endlichen Folge

v, f(0), f(f(©)),.... f""(v) = f(--- f(v) --+) (n Kopien von f).

Wir definieren g(n) als das eindeutige Element y € Y, sodass (n,y) € g. Gemiss den
Bemerkungen 8 ist g(n) wohldefiniert, d. h. ein solches y existiert und ist eindeutig. Wir
definieren:

(a)

(b)

(©)

Y(n) = Vth((S(n,g) A Oo(n,h) — g(n) = h(n)) (23)
Zeigen Sie, mittels Induktion, dass gilt:

Vi (n)

Induktionsschritt: Sei n € w so, dass ¥ (n) gilt. Seien ¢’, b’ so, dass §(sn, ¢’),d(sn, h')
gelten. Betrachten Sie
g = g/|sm h = h/|sn

Wir definieren
p(n,y) :==3g(6(n,g) r {n,y) e g).

Zeigen Sie mittels Ersetzungsaxiomenschemas, dass es eine Menge B gibt, sodass gilt:
Vy(y €B <~ Hn(n € w A p(n, y)))

Uberpriifen Sie, dass dieses B die Bedingungen in (18) erfiillt.

* Hinweis fiir die Bedingung Yu € B(fu € B): Sei u € B. Wir wihlen ein n € w,
sodass ¢(n, u) gilt. Wir wihlen ein g, sodass d(n, ¢) giltund (n, uy € g. Betrachten
Sie

g =gu{lsn, fu)}.

* Hinweis fiir die Bedingung YC'(v € C A Vu e C(fue C) - B < C): Sei C so,

dass v € C'und Vu € C(fu e C).

Behauptung: Fiir alle n € w gilt:

Vg¥y(B(n,g) Av(g) A 0,v)eganlnyyeg—yeC) (24)

Zeigen Sie das mittels Induktion.
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Induktionsschritt: Sei n € w so, dass (24) gilt. Seien ¢’, y so, dass

B(sn,g) Av(g) A{0,v)eg Alsn,y)ed.

Betrachten Sie

g:=g\{{sn,p}.

Losung: Wir definieren «, . .., d wie in (19,...,22).

(a)

(b)

Wir definieren ) (n) wie in (23).
Behauptung 1 Es gilt:
Vi (n) (25)

Beweis der Behauptung 1: Wir verwenden Induktion.

Induktionsverankerung: Seien g, h so, dass d(n, g), d(n, h) gelten. Gemiss (22) gilt
{0,v) € g,{0,v) € hund daher ¢g(0) = v = h(0). Daher gilt ¢/(0).

Induktionsschritt: Sein € w so, dass 1/(n) gilt. Seien ¢, A’ so, dass d(sn, ¢'), d(sn, h’)
gelten. Wir definieren

g = g/‘sna h = h/’Sn
(Einschriankungen). Es gilt §(n, g), 6(n, h). Aus unserer Induktionsannahme v(n) folgt
daher, dass

9(n) = h(n). (26)
Es gilt:
g'(sn) = f(g'(n))  (wegenB(sn,g))
= flg(n))  (dag=g'[sn)
= f(h(n))  (wegen (26))
= f(W(n))  (dah="h|n)
= h'(sn) (wegen B(sn, h')).

Also gilt ¢»(sn). Das zeigt den Induktionsschritt.

Mittels Induktion folgt (25). Das beweist Behauptung 1. []

Erinnerung: Ersetzungs(axiomen)schema:
ZF; : VxVsz(go(a:,y)Ago(x,y/z) —y = z) — VA3IBYy (y €B < Hx(x € Anp(z, y))),
wobei ¢ eine Formel ist mit x, y € frei p und B ¢ frei . Wir definieren

p(n,y) :=3g(3(n,g) A {n,y) € g). 27)
Aus der Behauptung 1 folgt:

YnVy¥z(p(n,y) A p(n,z) —y = 2).

Gemiss dem Ersetzungsschema mit A := w gibt es daher eine Menge B, sodass gilt:

Vy(y €eBo dn(newna go(n,y))) (28)

Wir wihlen ein solches B.
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(¢c) Wir tiberpriifen die Bedingungen in (18).
Bedingung v € B: Gemiss der Definition (22) erfiillt ¢ := {{0,v)} die Bedingung
(0, g). Gemdss (27) ist daher (0, y := v) erfiillt. Gemass (28) folgt daraus, dass
veB.

Bedingung Vu € B(fu € B): Sei u € B. Gemiss (28) gibt es ein n € w, sodass
©(n,u) gilt. Wir wihlen ein solches n. Gemiss (27) gibt es ein g, sodass d(n, g) gilt
und (n, u) € g. Wir definieren

g =g u{sn, fu}.

Aus (22) folgt, dass (s n, ¢') gilt. (Uberpriifen Sie das!) Da auch (sn, f(u)) € ¢, folgt
gemiss (27), dass ¢(sn, fu) gilt. Gemiss (28) gilt daher

fue B.
Bedingung
VC(UEC/\VUEC(]CUEC)HBQC): (29)
Sei C so, dass
veCC,
Vue C(fueC). (30)
Wir zeigen, dass
Bc(C.
Behauptung 2 Fiir alle n € w gilt:
Vgvy(B(n, ) A v(g) A 0,v)egn{nyyeg—yeC) (31)

Beweis der Behauptung 2: Wir zeigen das mit Induktion.

Induktionsverankerung n = 0: Seien g, y so, dass 5(0, g) Ay(g) A{0,v) € gn{0,y) €
g. Aus (21) folgt, dass v = y. Wegen v € C' gilt daher y € C. Also gilt (31) fiir n = 0.

Induktionsschritt: Sei n € w so, dass (31) gilt. Seien ¢', y so, dass

B(sn,g') nv(g") A0,vpeg Alsnyyey. (32)

Wir definieren
g:=g"\{n, )}

Ein Induktionsargument zeigt, dass es ein u gibt, sodass

(nyuyegcg. (33)

Es gilt 5(n,g) A v(g) A {0,v) € g. Aus unserer Induktionsannahme folgt daher, dass
u € C. Gemiss (30) gilt daher, dass

fueC. (34)
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6.

Gemiss (32) gilt 5(sn, ¢') und daher wegen (20,33), dass

(sn, fuyeg.
Gemiss (32) gilt auch
(sn,ypeg.
Gemiss (32) gilt v(¢'). Mittels (21) folgt daher, dass
fu=y.
Indem wir das mit (34) kombinieren, erhalten wir

yeC.

Also gilt (31) fiir sn. Das zeigt den Induktionsschritt.
Behauptung 2 folgt nun mittels Induktion. []

Sei y € B. Gemiss (28) gibt es ein n € w, sodass ¢(n,y) gilt. Gemiss (27) gibt es ein
g, sodass 0(n, g) gilt und (n,y) € g. Mittels Behauptung 2 folgt daraus, dass y € C.
Das zeigt, dass

BcC.

Somit erfiillt B die Bedingung (29) und damit alle Bedingungen von (18). Das zeigt
(18).

(*) (Ordinalzahl w + w) Wir schreiben w + 1 :=sw =wu {w}hw+2:=(w+1)+1,....
Formalisieren Sie die Aussage, dass die Menge

{w,w+1,w+2,...} 35)

existiert. Beweisen Sie diese Aussage.
Hinweis: Verwenden Sie 5.

Bemerkungen:

* Da die Menge (35) existiert, existiert auch die Menge
w~2:=w+w:=wu{w,w+l,...} = {0,1,...,w,w+1,...}.

* Diese Menge ist eine Ordinalzahl. Das folgt aus 3.a.

Losung:
Die Menge {w, w+lw+2,... } existiert.

Formalisierung dieser Aussage:
3B<weB/\VueB(sueB) AVC(weC AVueC(sueC) —>B§C’)> (36)

Diese Aussage folgt aus 5. mit f :=sund v := w.
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7.

(*) (Fundierungsaxiom) Zeigen Sie, dass in ZF gilt:
Vz(z ¢ 2)

Hinweis: Verwenden Sie das Paarmengen- und Fundierungsaxiom.

Losung: Erinnerung: Wir definieren

) =c#F > ylyezn (ynz=g)).

Das Fundierungsaxiom besagt:
ZFg :=Vrp(x)

Behauptung 3 Wir nehmen an, dass die Axiome ZF,, . . ., ZF; gelten und es ein z gibt mit
z € z. Dann gilt ZFg nicht.

Beweis der Behauptung 3: Wir wihlen ein solches z und definieren = := {z}. Da z € z,
gilt
T # .

Sei y € z. Dann gilt y = z. Gemadss unserer Annahme z € z gilt also z € y und daher
z € x N y. Also ist z N y nicht leer. Es folgt, dass () nicht gilt. Daher gilt ZFg nicht. Das
beweist Behauptung 3. []

Mittels Kontraposition folgt aus dieser Behauptung: Falls ZF, ..., ZFg gelten, dann gilt:

Vz(z ¢ 2)
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